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UTniTICHI  I  Fision 


SUI  POLIGONI  INSCRITTI   0  CIRCOSCRITTI  AD  UNA  ELLISSE. 

NOTA 

DEL  PBar.  ANTONIO  BOAOONI 


u 


na  Dota  pubblicata  con  qaesti  annali  nelP  agosto  1851  mi 
determinò  ad  ordinare  e  pubblicare  qaesta  mia. 

§.  I.  Si  chiamino  :  a,  ò  i  semiassi  di  una  ellisse  :  Ix  il  lato 
g^timo  ji  nQ  poligono  di  n  lati  inscritto  in  essa  :  ed  Ux,  yx 
o  semplicemente  u,  y  le  coordinate  del  primo  termine  d*  Ix  ri- 
ferito alle  rette  di  cui  sono  effettive  porzioni  a,  b. 

Siccome  la  equazione 

equivale  alle  due 

ti  ^  a  cos  ^  y    y  =  &  sen  t^ 

ove  i  è  funzione  d'x  ,  le  quali  danno 

1     , 

—  ai  sen  At 

per  area  del  triangolo  avente  il  vertice  nel  centro  della  ellisse 
e  per  base  Ix  ;  cosi,  pel  poligono  massimo^  in  atta  »  inscritto 
nella  ellisse  o  in  un  settore  di  essa  dovrà  essere  massima 

"S*  ^«A^^sen  At    e  però    A  cos  Al  =  0, 


(6) 
cioè  /  =  rct?  +  A ,  dovie  o^  k  e^pi-iiQonQ  due  costanti.  Quindi 
per  esso  si  avranno 

1  1 

ed 

M  T^a  009  (oET  +  A) ,    y  e^  A  ^en (4^ -f*  A). 

Per  i  poligoni  poi  inscritti  nella  inUra  ellisse  e  rietUranity  che 
sono  i  qui  conlAnplali,  dorenio  easer» 

si  avrà 

%.  • 

np  ==  27r    cioè    r  =  -    , 

fi 

e  la  A  ri;|}terà  arbitraria  ;  per  cui  infiniti  saranno  i  poligoni 
iQassinii  inscrivibili  nella  ellisse,  i  quali,  sebbene  differenti  si 
pei  lati  che  per  gli  angoli  ,  non  ostante  ,  avranno  eguali  fni 
loro,  oltre  le  aree  di  essi,  quelle  dei  triangoli  avanti  i  vertici 
nei  centro  della  ellisse  ,  e  per  basi  lati  di  essi  medesimi ,  e 
quelle  dei  segmenti  ellittici  sottesi  dai  lati  stessi,  le  quali  ri- 
spettivamente saranno 

1  ,         2ff       1     ,         2n 
-rr-  nab  san  -^  9  -nr-w  sen  — .  , 

2  n       2  n 

1       .  /  7t  27t\ 

-rr  obi  —   —  sen  —  I  . 
2       \n  n/ 

§.  2.  Essendo 

A«5=  -*->  S^  sem  -^9en(xv  -f-  A  -+-  -|. j  , 

^y  s^  2b  sen-3Co$fa?t?  rf.  A  -+^  -—)  , 
e  però 


<») 


'< 


Ad). Jk^^^^m^Av  =*K*'i»^-y» 

i  Iati  II  ,  I2  9  •  •  •  9  ^A  saràiteto  eguali  e  paralleii  a   semiSia- 
metrì  della  ellisse  arante  per^ie^i^ssi 

V  V 

2a8en  —  ^      2&scM^ 
4  2 

è  diretti  ài  vertici  di  ufi  tfiassiino  poligono  anch'efsso  d*  n  Iati 
JQsaittp  m  ^m  .medesimiu  M  finale  recj^pro^mieQte  avrji  .i  Iati 
paralleli  ordinatamente  a  semidiametri  della  pitqia  ellisse  di- 
retti ai  vertici  degli  angoli  di  on  poligono  inscritto  in  essa; 
giacché 

la  piitna  Ai  qàe^té  proprietà  discende  attfen  ialTa  segMixte  i 
«r  Una  corda  qoalanqne  di  una  ellisse  egoaglia  il  diametro 
parallelo  ad  essa  mplt^licati^  ^1  ^e«^  dt  n^ipiillrtà  dell'angolo 
compreso  dai  semidiametri  diretti  a  termini  di  essa  medesima.  » 
$.  3.  Le  />x  «  jfjc  o  semplicemente  p^  q  ra|]fpresentino  le  coor- 
dinate del  vertice  deUtangolD  ^s^^"*  di  uir  tM^ignoo  drcoteriito 
alla  prima  ellisse;  ed  ti ,  y  ;  Ux^i  /yx+i  ora  rappresentino  le 
coordinate  dei  punti  di  contatto  fra  i  lati  di  qnesi*  angolo  e 
la  stessa  ellisse. 

Per  essere 

a*  qy  '^i^p  u  =  rt*  4' , 

a*  j'y^+r  H-  4*  pux^x  sto  a*  4^  , 
ossia 

4'(u  Ay--^yAu)/y  =  a'  *^  Ay  , 

a'fwAy  -— y  A«)5f  tt3--ia*v4*A#, 

supposto  qolipwe 

Ks±±td(eosf,    è  per*   y  isà  fruértlf 
si  avranno 

Al  /      A^^  Al        ,        /       Al\ 

p  cos  —  =  a  cosy+'-^^^,  ycos  -^^  «=  »  sen  \t+  —^  , 


(8) 
Ma  V  arca  del  quadrilatero  avente  i  Tettici   degli  angoH  nel 
centro  della  ellis^  e  nei  punti  di  coordinate  Uy  y,  p,  q  } 

w*+, ,  yx+i  è  eguale  ad 

1 

_(pAy  -  qàu) } 

adunque  essa  sarà  anco 

àt 
ai  teng  —  } 

e  pél  minimo  poligono   d'n  lati  circoscritto  afla  ellisse  dovrà 
essere  minima 

vv  Al  —'Al       « 

ab 2^  tang  —    e  però    A  cos  -—  i=  U , 

.cioè  l  =  a?r-hA,  dove  r,  i  esprimano   due  costanti.  Quindi 

avransi 

1  ,  r 

ab  tang  —  Al  =  oo  tang  —  , 

\>  1  r 

ab  y ,  tang  —  Al  s=  no*  tang  —  , 

r 


p  =  a  cos  { ro;  +  J;  -h  -5")  •  ^^^  V  » 
jT  =  i  sen  (rx  -*-  A  -t-  -^  ì  :  cos  —  , 


La  „a     .    _»  ^a a  la  ' 


ed  anco  la  equazione 

i'l>*  -Ha*?''  =  a* 6*  cos  -^  , 

la  quale  insieme  alle  espressioni  delle  p ,  q  manifesta,  che  il 
minimo  poligono  di  cui  si  parla  è  un  massimo  inscritto  nella 
ellisse  di  semiassi 

.     a:cos  ^  ,      ireos—  , 


(  9  ) 
Pei  poligono  minimo  circoscritto  alla  intera   ellisse  ,  dovendo 
essere 

Pt^i  =Pi  »  ?/f+i  =9kJ  sarà  r  =  —  ==«, 

fi 

e  la  A  resterà  arbitraria  ;  per  cui  infiniti  saranno  i  minimi  po- 
ligoni circoscritti  alla  ellisse  ,  i  quali  sebbene  di  lati  ed  an- 
goli differenti,  non  ostante,  avranno  le  aree  loro  eguali  tutte 
ad 

nab  tang  —  , 

e  quelle  dei  quadrilateri  analoghi  al  suddetto,  e  dei  triangoli 
che  hanno  i  vertici  nel  centro  della  ellisse  /  e  per  basi  lati 
dei  poligoni,  eguali  tutte  ad 


ab  tang  —   . 


§.  4.  Essendo 


Ap  =  —  2a  tang  —  sen  (xr  -h  ^  +  r) , 

f 
^jT    =    2ó  tang  —  cos  (or-f-  fc  -i-  r)  , 

si  ha 

{b)     .     .     .     b^'Kp'r^a*  Iq^  =4a'  A*  tang'  ^  ; 

e  però  i  lati  del  minimo  poligono  circoscritto  alla  prima  el- 
lisse saranno  eguali  e  paralleli  ad  altrettanti  semidiametri 
della  ellisse  avente  per  semiassi 

e  reoipròemente)  i  lati  del  massimo  poligono  inscritto  in  que^ 
sta  dUsse  $  ed  avente  pei-  vertici  degli  angoli  le  coordinate 
òp  j  àq  saranno  paralleli  a  quei  semidiametri  della  prima,  ebe 
spap.  direlti  ai  vertici  degli  angoli  di  un  massimo  poligono  iwh 
scrìtto  in  essa;  dò  risulti^  dalla  equazione 


(10) 

4!?— ?f±L 

ed  anco  dal  già  efsposto  afUa  ine  del  jiaragràfo  antéccfdefnier. 
Cos},.  per  essere  i  semiasjBi 


2alang  —,      2Ì4  Uiog^ 


eguafli  rispettivaftiente  ai 


f         ■        r 
2a8efa— ^   2iseii  — 

4 
divisi  per  e0s  -^  ,  il  poligono  nasskno  inscritto  miti  ellisse^ 

rappresentata  colla  equazione  (i)  sarà  un  minimo  drcosGrittof 
alla  rappresentata  colla  (a). 

§.  5«  La  proprietà  di  essere,  pei  massimi  poligoni  ùisoritti  in 

una  ellisse,  costante  —  ab  sen  Al,  e  pei  minimi  circoscrìtti  co- 

Tu' 
1 

Stante  ab  tang  -^  Al ,  é  pefr  essi  caratteristica}  e  però,  projet*^ 

tando  sopra  di  un  piano  qualunque  una  ellisse  ed  anco  i  pò-* 
ligoni  massimi  inscritti^  ed  i  minimi  circoscritti  ad  essa,  le  pro- 
jezioni  di  qaeste  %ore  avranno  tra  toro  relazioni  ()i  massimi 
o  di  minimi  analoghe  a  quelle  esistenti  tra  le  figure  prqjettate. 

6.  Ma  occo  come  le  pro|^ioU  qu)0€rpra  qsposA9i»i.pwarpm 
divAOstrare  con  maggiore  semplicità. 

Si  immagini  un  piano  per  ('  asse  minore  delta  Mìmse  ,  ed 
inclinato  ad  essa  di  un  angolo,  che  abbia  per  coseno  lo  stesso 
asse  minore  diviso  per  Tallro;  e  la  pr«j|e<ione  ortogonale  della 
ellisse,  su  questo  piano,  sarà  evidentemente  una  circonferenza, 
eh»  avrà  per  diametro  i'aese  nuaore  della  elltase  nedtaintii^  • 
ipuUe  dei  poligmn  inscritti  o  circoacritCi  atta  èiliss»  tUMoaiA 
poiigotti  inaoritti  o  cincoscritti  a  questa  eifcwferettza  r  e  h 
aree  ii  eaai  saranno  lotte  alle  aree  di  quelli  come  VsM^  ttiag* 
giore  all'asse  minore  delia  ellisse  stessa^  Ma  fra  ì  pottgooi  di 


•  •  •  • 

UiiBéft  agaatt  di  tua  ioiontti  o  ciMMorilti  aUa  mttoHkhté^n 
i  nasiieit  o  immiiii  sono  règoiUvì;  «donqao  i  poUgoni  mtMinM 
ò  minimi  in  arM  inscritti  o  oiroMoritti  alla  elliaae ,  ttàt  gli 
aventi  nmneri  eguali  di  iati,  ayranno  p^  projesloni.  i  ragobiri 
anzidetti ,  per  cui  le  aree  dei  nfassinn  e  qnelle  dei  nummi  y 
separatamente  ,  saranno  eguali  fra  loro ,  giacché  tali  sono  le 
aree  delle  rispettive  projezioni  :  anzi,  eguali  fra  loro  saranno» 
anco  le  aree  di  tiittef  quelle  loro  parti,  che  hanno  proj^^dmi 
anch'esse  eguali  fra  loro:  mi  minimo  ppligono  circoscritto  ad 
una  ellisse  sarà  un  massimo  inscritto  ad  un  altra ,  i  suoi  lati 
toccheranno  la  ellisse  nei  rispettivi  punti  di  mezj^o  :  se  dttè 
poligoni  Tona  inscrìtta  e  l'altro  circoscritto  a4<.i|na  e||isse  ab- 
biano i  lati  paralleli  ciascuno  a  ciascuno,  allorché  uno  sarà  un 
massimo  fra  gli  inscrìtti ,  V  altro  sarà  un  minilbo  fra  i  circi^ 
scrìtti  alla  medesima  eflli^9<$i  e  3arann0  fra  loro  simili;  I*  area 
deirinserìtto  sarà  eguale  a  quella  del  cirooaeritto  moltiplicata 

per  cos'  -r-,  un  lato  Qualunque  del  medesimo   egòa^fli^rà.  il 

«Q^  panUelo  del  eifoosorìtto  moltipUeaia  per  eoa  t^,:perieni 

n   , 

la  somma  di  qaalsivogUono  potenze  simili  de 'Iati  del  meilesi- 
mo  inscrìtto  sarà  eguale  alla  somma  delle  analoghe  potenze  del 

circoscritto  moltipUdata  per  la  simil  potenia  cH  cos  —   ec. 

n 

Si  immaginino  un  massimo  polìgono  inscrìtto  ^d  w  mnfr- 
mo  circoscrìtto  alla  ellisse,  ed  anco  i  due  regolari  projezioni 
di  essi;  e  pel  <^tro  della  circonferenza  Qondotfe  pel  medesi- 
mo Terso  tutte  le  parallele  ed  egc^alì  ai  lati  di  questi  quattro 
polìgoni.  Evidentemente  le  parallele  ai  lati  dei  due  poligoni 
r^golarì  saranno  le  projezioni  ortogonali  delle  altre  ,  e  però» 
siccome  le  prìme  sono  raggi  di  due  circonferenze,  cosi  le  al- 
tre saranno  semidiametrì  di  due  ellissi. 

§.  7.  Ora  passo  ad  esporre  ci6  che  attualmente  costituisce 
lo  scopo  prìncipale  di  questa  nota. 

Si  rìtenga  L  per  indicare  il  lato  af^''»^  di  un  massimo  po- 
ligono qu9Jui|qi«e  ifu^crUto  «olU  prima  ^Uìasq  }  e  xliianiiit  Lr 


quello  del  mioimo  poligono-  circoscritto,  alla  medesima  éUisse^ 
al  cai  primo  termine  corrispondano  I»  '  coordinale />:d  9  ;«>  eDa* 
qnel  semidiametro  della  medesima  eUisse,  il  qoéle  ha  aniter* 
mine  nel  pnnto  corri^ndenie  alle: iix  r  y»  • 
Essendo 

DI  =  a""  cos'(xt7  -H  A)'  4^  A*  sea^  {xv  -H  h) 
ossfo 

Di=  A  — Bcosr 
dote 

t  =  2an> -f.2A  ,    A  =  -1  (4' -+■  a%H  ==  i-  (4"  _  «')  , 


sari 


^Di*=A']^(l-^/co8  0' 


B 

dove  y*  esprime ,  z  un  nttmero  intero  e  positivo,  e  gli 

A 

integrali  si  intendano,  come  si  intenderanno  tutti  i  segaenli , 

presi  rispetto  all'a:  ed  estesi  dall'^  =  1  all*^  =ii-|-l- 

Per  manifestare  alcnne  proprietà  rimarcabili  delle  somme 


rammento  la  eqnaziocfer 

V^  sen2z7r  ,         .., 

•         TjCos  zi  =  — -^r — ^  cosjs(r  -h  2A). 

sen  —  ft' 
n 

$iccome  per  n  dispari  e  z<^  n  ^  t  per  n  pari  e  js   <  —     la 

frazione 

sen  2z;r 

2i 

sen  —  n 
n 

si  ammala;  e  per  n  disparì  e  zs=n  si  riduce  n^  e  cos  j:(r-h2A) 


(13) 

risulta  cos  fi4  ^  :  e  per  n  pari  e  «  =?=  «^  es$a  ridacesi  -r-  n 
ed  il  coseno  di  z(r  +  2A)  a  —  cos  nA  ^  cosi  per  n  disparì  e 
ja:  .<  n,  e  per  n  pan  e  ;?  <  —  ai  avrà 


y  ^cos  zt  =  0; 


e  per  n  disparì  e  x  :=rn ,  e  per  n  pari  e  js  =  —  si  -avranno 


rispettivamente 

\^cos  zi  =  ncos  2nk  , 

V^cos  'zt  =  n  cos  fiA . 
Cosi,  rammento  che  si  hanno^  per  z  dispari 


8 


('.•-5^ 


2*-»  cos»  i  =z  cos  zt -^  z  cos(jr— 2)  I  -f- .  . .  H r-  cos  t. 


e  per  z  pari 
1         2*-«  cos*  t  =5=  cos  il  -f-  Z  C08{Z — 2)  t 


•    •  • 


cos2l 


O'i-')     C-i) 


2  ^• 


e  però  ^  se  per  n  dispari  si  terrà  z^  n  j  e  per.  n   pad  ter- 
rassi   *  <  "2"  »  P^^  >  dispari  di  questi-  valori  del  z  si  avrà 

e  per  i  pari 

V      ti*!) 

>  cosM  = '• n2-'  : 


(  14  ) 
die,  80  per  ^  diiqpArì  sì  facesse  ifisi^e  |ier  n  piti  x^si^  ^ 

Si  àVMbbéro  per  %  dispari 

e  periK  pari 

7  cos'  r=sfi2'-'  eos  n*  4-— — — n2-', 

Yale  a  dire^  pei  valori  del  %  minori  cti  questi  nltimi  dae, 
e  per  essi  soli,  1*  integrale  di  cos'  t  sarà  miiptnà/tnU  dall*  an- 
golo A.  Quindi  per  essere 

f 
per  gU  anzidetti  valori  del  z  minori  d'  n  o  d'  —  sarà 

e  consegaentemente  per  questi  medesimi  valori  del  %  si  avrà 

dove 

-       .      .v/  B  \'      (x,  «—3)/  B  \*      (x,  «—5)/  B  \« 

Ma  la  espressione 

è  visibilmente  indipendente  affatto  dall'  angolo  h  \  tfdafe^W  I* 

integrale  di    D^',  cioè  la  somma  delle  potenze  2;s^'""'  di  quei 

semidiaftietri  della  ellisse,  ebe  sono  diretti  ai  vertici  degli  an- 
goli di  qualsivoglia   masAmo  poligono   di  n  lati  inscritto  in 


(15) 
iessa,  non  yarierà  dalFano  all'altro  polìgoijio ,  parelio  x  Aml  U,^ 

mitala 

n 

nel  caso*  di  n  pari  ad  1,  2,  3,  . .  . .  ^-^ 1  , 

e  nel  caso  di  n  dispari  ad  l,  2,  3^  .  r  .  •  n  — 1. 

Alla  fine  del  paragrafa  antecedente ,  ed  anca  nel  secondo  e 
quarto  ,  si  ò  ossl&rfato  %  che  i  lati  h  >  Lx  sono  eguali  a  qnei 
semidiametri  delle  dae  ellissi  aventi  per  semii^ 

^*ana  2a  cos  —  i  2&  cos  -^ 

e  ralfra      2»  tanR-l- ,  »  tailg  ^  , 

che  Sfpno  diretti  ai  F^rtici  degli  angoli  di  due  massimi    poli- 
goni {inscritti  in  esse>  e  pere  atfoe  le  spiime 


non  cambieranno,  pei  suddetti  valori  del  Xj  dall'  uno  all'aUro 
poligpno  massimo  inscritto  o  minimo  circoscritto  alla  prima  el- 
lisse considerata,  anzi  si  avranno 

SC'  =  (2  sen  I-)%A'  Q.  , 

Str=(2taBgI-f«A'a.i 

giacché,  col  cambiare  nella  A,  Q?  i  semplici  a,  b  rispettiva- 
mente nei  due 

r  r 

2aCos-^ ,  Sftcos  -^ 

ovvero  nei 

2a  tang  Y ,  24  tang  —  , 

la  Ojt  non,  cambia,  e  la,  A  dà  4A  sen*  —,  ovvero  4A  tang'-^  . 


(16) 

Essendo 

r 
axlx=  ab  seD  r  ,  A^  Lx  =  2a£  tang  —   , 

dove  ax  9  Ajr  esprimaDO  le  perpendicolari  condotte  dal  centro 
della  ellisse  alle  rette  .  •  .  Ix  •  •  •  ^  .  .  .  Lx  9  si  hanno 

.  e  però  sarà 

^al^'  «=  nA'^ai  cosy )     Qr  , 
e 

5)  a;'' =  «AM«A)-^' <ì» , 

cioè   le   somme    delle  potenze  —  2z^'""^  delle  perpendicolari 

a,  ^  Ojs  9  •  •  •  ^„  }  Ai  9  A29 ,A/i  indipendenti  anch'esse 

dairangolo  h. 

C0SÌ9  non  voglio  tacere,  che  la  proprietà  occorsa  ai 


-2t 

X 


2^(1  4-/  cos  ty 

avrei  potuto  desumerla,  come  caso  particolare,  da  una  pub- 
blicata nel  1841 .  dal  Sig.  Lesile  Ellìs,  ma  ho  creduto  bene  di 
lasciar  la  esposta;  e  che  se  negli  esposti  valori  delle 

si  faccia  z=  1 ,  si  hann^  quelli  delle 

pubblicati  nel  mese  di  settembre  del  1838  dal  Sig.  Terquem 
col  giornale  di  Liouville. 

8.  Le  proprietà  dimostrate  per  le  Dx  9  Ix  ^  Lx  hanno  luo- 


(17  ) 
go,  aimcno  in  parte^  per  Je  loro  projezioiii  ortogonali  su  qnal^ 
'sifoglia  retta.  Qaelle  poi  delle  D^^  hanno  luogo  anco  per  rette 
il  coi  termine  coniane  sia  dovunque  :  per  esempio,  se  il  ter- 
mine comune  fosse  nella  superficie  sferica  concentrica  alla  el- 
lisse e  di  raggio  B^  la  somma  dei  loro  quadrati  sarebbe 

(e)  .  .  .  nR'^^.       (a^^b^)n 

per  qualunque  massimo  poligono  d*n  lati  inscritto  nella  ellis- 
se. Anzi,  se  il  termine  comune  a  queste  rette,  di  cui  una  qua- 
lunque si  chiamerà  d^  >  sarà  un  punto  dell*  una  o  dell*  altra 
iperbole  luoghi  dei  punti  analoghi  ai  fuochi   della  ellisse  ,  la 

/     dj  avrà  per  tutti  i  valori 

1  ,  2 ,  3  ^  •  .  . ,  n  — 1  della  i> 

proprietà  analoghe  a  quelle  della   2j  ^V  ^pra  esposte. 

Di  fatto,  essendo 


si  ha 


.  a  e  a 

djr  =  —  a Wx=  —  a  —  e  cos  I 

€  a  t 


£d?=(^)"5;(i4-2/io»ir 


dove 

fi 

ed  OL  esprime  l'ordinata  pel  verso  delle  Ux  del  punto  comune 
alle  medesime  rette  dx* 

Ma  per  ogni  yalore  del  v^  intero-positivo  e  minore  dell'i», 
la  equazione 

X^  /    Mxtp    «envff  ìli  .\ 

^.cos  vt  =  ( — 1)     — —  sen    1 —  ^  hi  t 

sen  —  n 
n 

somministra 

\  cos  tJ  I  =  0  , 
JmuUi  di  Scienze  Mai.  •  Fi$.  T.  ili:  g€nna}o  185É.  3 


(*8) 
e  per  v  as=  n  invece  dà 

>^  cos  t>l  =  n  cos  nh  ; 
adpnqae  per  questi  yalp|*i  ^el  p<C^  9  e  per  0ssi  soli,  sarà 

Yale  a  dire  per  tutti  i  poligoni  d  n  Iati  massimi  inscritti  nella 
ellisse  la  somma  delle  potenze  v**''^  delle  rette 

jDpq  cambierà  dalPqqo  allalUrOi  purc|iè  il  v  esponente  sia  in? 

tero  positivo  e  minore  del  numero  dei  lati  dei  poligoni  stessi. 

Per  z  =  1  j  ed  a  =  e  ,  cioè  che  il  punto  comune  alle  d» 

sia  un  fuoco  della  ellisse  si  avrà  visibilmente 

I       ... 

^t  *H  da  *+•  •  •  •  r  •+•  4«  ?==F  wa. 

S-  9.  Proprietà  analoghe  alle  esposte  pei  poligoni  inscrìtti  0 
pircoscritti  ad  una  ellisse  hanno  luogo  pei  prismi  e  le  pirami- 
di inscritti  p  circoscritti  ad  fina  superficie  cilii^dri^  ,  ad  una 
conica,  ad  una  eUissoidOi  ...  ma  però  non  tutte:  per  esempio, 
i  primi  di  numeri  eguali  di  faccio,  e  dei  massimi  volumi,  fra 
gli  inscritti  in  un^  pnedesima  ellissoide  hanno  bensì  i  volumi 
eguali  fra  loro,  ma  le  basi  sono  tangenti  di  una  ellissoide,  e 
le  altre  loro  facpie  ad  u  n  altra,  cioè  non  sono  interamente  cir- 
coscritti ad  uqa  medesiqia  ellissoide,  a  meno  fshe  siano  paral- 
lelepipedi ;  ed  i  minimi  circoscritti  ad  una  stessa  ellissoide 
hanno  volumi  fra  loro  eguali,  ed  anco  sono  inscritti  in  unt 
medesima  ellissoide,  ma  non  sono  fra  i  massimi  faiBcrÌTibili  in 
essa. 

Espongo  i  due  paragrafi  seguenti  unicamente  per  Minifet 
stare  queste  ultime  dichiarazioni  relative  ad  una  ellissoide. 

§.  10.  Si  chiamino  a^  bjC  i  tre  semiassi,  ed  ^jB,  C  tre  ser 
midiametri  di  una  ellissoide. 

Basendo 

BC 

2?:  -^  (X'x  —  x')sen  (B,C)  scn  (BC,4) 

A 


(  W) 
ri  volume  del  cilindro   inscritto   nella   ellissoide  e  eoi  centri 

dell^  basi  nel  diametro  2A  a  distante  x  dal  oeiatro  di  e«»a^  il 

massimo  dei  cilindri  analoghi  y    cioè  quello   avente  il  volume 

maggiore  del  volume  di  ogni  altro  di  essi,  corrisponderà  alla 

X  =5=  -Ts  ;  ed  avrà  per  volume 

in 

ABC  sen(B,G)sen(BG,A); 


3i/3 

e  quindi  i  volumi  di  tutti  i  massimi  cilindri  inscritti  nella  el- 
lissoide saranno  eguali  a 

va**"- 

I  cilindri  circoscritti  inieramente  alla  ellissoide  e  colle  basi 
nei  piani  tangenti  ad  essa  nei  termini  del  diametro  2A  hanno 
la  stessa  altezza,  e  le  basi  rispettivamente  eguali  alle  sezioni 
fatte  ad  essi  dal  piano  passante  pel  centro  della  ellissoide  e 
parallelo  ai  due  tangenti;  e  però  il  minimo  sarà  quello  avente 
la  minima  di  queste  sezioni,  il  quale  evidentemente  ha  le  retto 
generatrici  della  superficie  convessa  parallele  al  diametro  2A , 
ed  il  volume  eguale  a 

2ir  ABC  san  (B,  C)  sen  (BC,  A); 

e  per  tanto  i  volumi  di  tutti  i  minimi  cilindri  circoscritti  alla 
ellissoide  saranno  eguali  a  inabc. 

Siccome  ogni  prisma  inscritto  nella  ellissoide  risulta  in- 
scritto anco  in  un  cilindro  inscritto  esso  pure  nella  ellissoide 
medesima;  ed  il  volume  del  massimo  prisma  d'  n  faccie,  oltre 
le  basi,  inscritto  in  un  cilindro  sta  al  volume  di  questo  come 

2n 
n  sen  —  al  n  ;  così  i  volumi  dei   massimi  prismi  d*  fi  tàc^% 
n 

inscritti  nella  ellissoide  saranno  tutti  eguali  ad 

4  ,  27r 

-^  n  a  ò  e  sen  —  . 


3|/3  n 


.    {  20  ) 
Analogamente  si  dimostra  che  i  yolami  di  tatti  i  minimi  prismi 
A'n  faccie  e  circoscritti  interamente  alla  ellissoide  sono  eguali  a 


2  abc  n  tanir  —  • 

n 


§.  11.  Ora  rammento  che  le  Xj  y^  z  nelle  quattro  equazioni 


a  a  3 

or        y        z 


<*)     ^^v'*-r'=^'' 


(2) 


a:* 

b' 

+  ^-1  =  2. 

b' 

^'        1 
*^c'  ^  3    ' 

b' 

a'         2 
■*■  e'~  3    • 

^^'  a'  "^  4*  "^c"  ""  3 

l^^  a*   ^  A*  ^  c^        3 

rappresentano  ordinatamente  le  coordinate  ordioarici  della  el- 
lissoide sopra  contemplata,  di  quella  nella  quale  sono  inscritti 
i  minimi  cilindri  circoscritti  alla  (1)  ,  e  di  quelle  alle  quali 
sopo  tangenti  le  basi,  e  le  superficie  convesse  dei  massimi  ci- 
lindri inscritti  nella  stessa  (1)  :  ed  anco ,  che  alla  (4)  sono 
tangenti  i  piani  delle  basi  dei  massimi  cilindri  inscritti  nella 
(2),  inscritti  i  minimi  cilindri  circoscritti  alla  (3),  e  che  le  sue 
sezioni  piane  passanti  pel  centro  sono  eguali  parallele,  e  si- 
milmente poste  delle  basi  di  altrettanti  massimi  cilindri  in* 
scritti  nella  (1). 

Si  chiamino  p,  p  r  le  coordinate  analoghe  alle  x^  y,  z  del 
coqtomo  di  una  base  di  un  minimo  cilindro  circoscritto  alla  el- 
lissoide (1),  e  Pi,  qij  fi,  quelle  della  ellisse  dove  sono  inscritti 
i  minimi  poligoni  d' n  lati  circoscritti  alla  base  stessa  ;  e  si 
arranno  le  equazioni 

(6)     ^p'-^h'-^h'-^'^ 


ed  anco 


(21) 


p  -^  a?  =  (pi  —  ap)  C09  —  , 

n 

J— y  =  (?i— y)ca8^, 

fi 

r  —  jr  =s  (r,  —  z)  cos —  , 

n 


Queste  altime  tre  ridacono  naturalmente  la  (5)  alla 


«  la  (6)  alla 

1  1  '1  —     TT 

T-(Pi — «)'  •+-«-(?!  -  y)'  -»-  :?(ri  -*  «)"  sa  co»*-- 

HOC  fi 

ossia  alla  seguente 

<'>     ^  P.' +  F  ?.•+  ^ '•.'=' 2 -»- tang"^  ; 
a  0  c  n        • 

e  però  i  ndnimi  prismi   circoscritti  ad  una  ellissoide  (1)  sa- 
ranno inscritti  in  un  altra.  (7). 

Cosi,  si  chiamino  P,  Q^  R  le  coordinate  del  contomo  di 
una  base  di  un  massimo  cilindro  inscrìtto  nella  ellissoide  (1), 
^  Pt  9  Qi  ^  Bi  quelle  della  ellisse  alla  quale  sono  ciroQseritti 
i  poligoni  massimi  d*  n  lati  inscrìtti  nella  base  stessa;  e  si  a- 
yranno  le  equazioni 

a  0  c 

0._^=(0-X.)e„£., 


»,  _  ^=(,  -  -^>o.  £  . 


(22) 
Queste  ultime  tre  riducono  evidcotemente  la  (8)  alla 

(10)  -p,H.y.Q.H.i.R.=^.. 

e  la  (9)  o  la  equivalealo 

alla  seguente 
(U)        ^p..+±<!..+  ^B,.=  J^.|.„..i, 

la  quale  insieme  alla  (10)  rappresenta  una  direttrice  dtUa  su- 
perficie cilindrica  ove  sono  inscritte  le  soperficie  dei  massimi 
prismi  imicritti  nella  ellissoide  (1).  Ma  questa  superficie  cilin- 
drica e  le  sue  analoghe  sono  tangenti  anzi  inviluppanti  la  el* 
Jissoide,  la  cui  sezione  centrale  parallela  eguale  e  similmente 
posta  della  diretlrice  anzidetta  ha  coordinate  p,  q^  r,  che  sod- 
disfanno la  equazione 


e  la 


.1         2        ,   jr 
e  però  la  segueitle 

adunque  ì  massimi  prismi  inscritti  nella  ellissoide  (1)  avranno 
le  basi  tangenti  alta  ettissoide  {3)  e  le  faccio  delle  superficie 
convesse  alla  (12).  E  siccome  queste  due  equazioni  si  ridu- 
cono alla  stessa  nel  solo  caso  dì 

-—  cos'  —  =  -:^  >  cioè  dì  n=  4; 
3  no 


(23) 
tùs\  fra  i  massimi  prismi  ioscilUi  in  una  clUssoidé  i  soli  pa« 
railepipedi  saranno  anco  circoscritti  ad  una  sola  ellissoide:  co- 
me si  è  dichiarato  superiormente. 

La  somma  (e)  poi,  ore  a,  b  posson  essere  due  semidiame- 
tri conjugati,  riferita  ad  un  poligono,  che  sia  base  di  un  pri- 
sma massimo  ioseriito  Mila  ellìsMiife  (1) ,  dà  la  aomma  dei 
quadrati  di  quegli  n  semidiametri  di  essa ,  che  sono  diretti 
ai  vertici  degli  angoli  del  j^oligono  medesimo  aguale  ad 

A^      n_/ 2^  ^,         2 
2\3 


n:^-4-^(^B*-4-  ^C'j 


epperò  ad 


^(a'+b^^c^) 


qualunqile  sia  il  prisma  massinM>. 

OSSfiBVAZIONE.  Anco  la  proprietà  seguiate  ha  qualche 
analogia  colle  esposte  qui  sopra. 

Se  nella  equazione  algebraica  razionale  intera  del  grado  m 

fra  le  u^  y  coordinate  rettangole  di  una  curva  piana  si  poiH 
gano 

dP  COS.  t ,    f  sen  # 
invece  delle  stesse  u^  y,  se  ne  ottiene  una  riducibile  alla  foitna 

M\  1         A  B  C  ^ 

^    '  ^  ^n-g  WI»-2  mlW-3 

dove  Àx  B»  C^ .  *.  ,  T  fuoiioai  di  cos $  f  sen t  sono  nlgebrai- 

che  razionali  intere  omogenee  ed  ordinatamente  di  una,  dnci 

tre, ....  ^  tra  dimensioni^ 

La  S(')  rappresenti  la  aonma  dalie  potenze  z^*^^''  degli  m 

.    .    1 
valori  di  — -  radici  della  equazione  (1)^   cioè  la  somma   delle 

potenze  reciproche  z*''^'^''  di  queUe  m  rette,  che  hanno  tutte  un 
termine  nella  origine  del  le  coordinate  agli  altri  nella  curva  ; 
in  generale,  alcune  di  queste  m  rette  faranno  coirasse  delle 
ordinate  u  l'effettivo  angolo  ty  e  le  altre  l'angolo  t'^  180^;  e 


(24) 
quesle  avraoDo  direzioni  opposte  alle  prime,  per  cui  esse  saran- 
no negative  ammesso  le  prime  positive. 

Essendo 

S;*)  =  ASe-O  —  BS('-')  -f-CS{'-3)  —  ec. 

sarà 

S(')  =r  a  cos'  ^  -4-  4  sen  ^  cùs^^  I -+-...  -f-  itoos  I  sen'-*  W*i  sen*  l 

ove  a^b,  .  . .  jk,l  sono  formati  coi  coefficienti  della  suddetta 
equazione  tra  le  u ,  y  coordinate  della  carva;  e  però,  nel  caso 
del  z  pari  si  avrà 

S'')  =  D-+-  ecos2^4-Fcos4l  +  .  ..  .-hMcoszf 

-h  Ei  sen  2^-4-  Fi  sen4i  HK  •  -  •  -h  M^  sen  jsI  > 

e  nel  caso  del  z  disparì 

S(')  =  H  cos  I  +  I  cos  3l  -4-  ....-+-  N  cos  xt 

-4-  Hi  sen  <  -+-  If  sen3^  H-  -  •  «  4^  N  i  sen  zi^ 

dove  i  coelBcienti  D,  E>  E| ,  H.,  Hi  ,  .  •  .  .  non  contengono 
langolo  (. 

Ora  sia  i  ossia 

ove  h  esprime  una  costante  arbitraria,  ei  x  un  intero  suscet- 
tibile dei  valori 

1,  2,  3,  . .  •  •  ,  n  ; 

I  

e  \     S^J^  o  semplicemente     ^.S(')  rappresenterà  1»  somma 

delle  potenze  jb'''*"'  reciproche  delle  n  m    rette   analoghe  alle 
m  sopra  nomtnate;^  ed. osservisi  che  le  eguaglianze 

V'                   senixn              in  a 

Jcoszix  =- —  cos  z  ( h  Al  , 

2  sen  —  K 
n 

X>                        8en2z7r  /it  ,\ 

Z/Sen  ztx  ==    •— — sen  z  ( —  -f-  Al 

2  sen  —  n 
n 
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danno,  per  %  minore  d'n , 

e  per  2  =  n  in  vece  danno 

=3  n  oos  nX , 

7  sei»  %tx  =  n  sen  nA  . 
E  consegnentemente,  ritennto  %  minore  d*n  ,  si  avranno 

per  %  dispari  2^-  S-^  =y> 


y  ^cos  Zf:, 


e  per  z  pari   ^  S^   =  nD« , 


Dove  D«  è  quantità  indipendente  dall'angolo  A.  Yale  a  dire, 
se  da  un  ponto  del  piano  dh  ana  cnrva^  la  cai  equazione  fra 
coordinate  rettangole  sia  ^Igebraica  razionale  ed  intera,  o  sem- 
plicemente algebraica,  si  condurranno  in  esso  più  rette  ,  che 
seghino  in  altrettanti  parti  eguali  una  circonferenza  avente  il 
centro  nel  punto  stesso,  la  somma  delle  potenze  reciproche  di 
tutte  le  loro  parti  intercette  tra  il  punto  e  la  curva  sarà  xtro 
qualunque  sia  il  punto,  e  se  Tesponente  delle  potenze  sia  di- 
gpari  e  minore  del  numero  di  esse  ,  anco  che  sia  dispari  ;  e 
sarà  costante  per  ogni  punto,  qualunque  sia  A,  o  la  posizione 
del  sistema  di  esse ,  se  V  esponente  delle  potente  sia  pari^  e 
minore  del  numero  di  esse  medesime. 
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SULLA  TRASFORMAZIONE  DELLE  EQUAZIONI 
DIFFERENZIALI  LINEARI  DELL'  ORDINE  SECONDO 

MEMORIA 

DEL  Sl«.  WIEUAii  MPOTTISWOODE 

^irUniversìtà  di  Oxford. 


È  noto  che  la  teorìa  delle  fanzioui  algebriche  deirordiM 
secondo  serve  alla  ricerca  delie  leggi,  secando  le  quali  la  for- 
nitila 

si  ridurrà  a  quest'altra  più  semplice 

e  Mi  n 

(3)  ox'  -4*  iy*  -i-  •  • 

Le  stessi  leggi  detefinkano  fa  trasformazione  deffta  formuf 4 

d^u        ^  d^ti  ^ .    d^u 

dr  dy  da?  dy 

(4)  : 

quando  i  coefficienti  c^,  &^ . . .  ,  a\V  ^  . . .  ^  J\  V\  ....  sono 
costanti.  Nel  caso  che  i  coefficienti  sono  funzioni  delle  taria* 
bili  Xy  y^  .  ,  i  non  potrebbe  sempre  effettuarsi  la  trasforma- 
zione compiuta;  ma  per  mezzo  dTima  sceHa  convenevole  delle 
nuove  variabili  la  formula  (4)  sempre  si  ridurrà  alla  forma  (2). 
Mi  propongo  di  trovare  delle  formule  per  mezzo  delle 
quali  le  dette  trasformazioni  si  eseguiscono. 

Il  metodo  qui  detto  é  soggetto  alle  medesime  eccezioni, 
che  avvengono  nella  trasformazione  dell*  equazioni  delle  su- 
perficie del  secondo  ordine. 
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Sia  data  un'e^ilaxiotie  lineare  (4)}  sieno  ora 


(S) 


•    •     »    • 


•    • 


ttlorchò  sostitaebdo  pef  x,  y,  i  loto  yaiorì ,  e  faceado 


(6) 


W-^mm"  +  ..  =  0 


m 


-jieS  ■+-  t'tH-+- . .) 


tu 


=  0 


d'ti 


1  coefficienti  dei  tt^j  •  •  •  spariscono  da  sd,  in  virtù  delfe- 

qnazioni  (6).  Donde  eliminando  l^  m , . .  •  .  si  deduce  la  rela- 
zione 


<8) 


0 


•  • 


e  indi  ■vaiate  reale  di  li  m  : .  .  . 

Indichino  P,  Q,  .  .  .  le  radici  4ell'eqaatk)ne  (8)  ;  possia* 
mo  esprimere  l'equazione  (4)  nella  forma  seguente 

P(P  _j.  m'  4- ..  )  -^  -»-Q(f  *  -+-  «"  -t-  .•)-^'" 


Ari' 


{9Y 


+2^{a"l^  b"l  ^..)^-Ka"m+4"m'+..)  j^  -+- ...)  +  éc.  =  0 


(10) 
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CiA  posto  sia 

ì        (p  -H  m'  -H  .,)P/  -t-.o"?  +  ÓV  -t-..  —  0 
{JT  4-  m"  -f.  ..)Qy  -4-  a"m  -+■  b"m'  ^- ..  =  0 

§  =  P*X,         >J=:Q»Y  ... 

e  però  la  detta  equazione  (9)  si  riduce  alla  formala  notissima  di 
LaxitM 

dx»  "*"  dy' ■**  *  ' 

§.  2.  CMClcleatt  TarlaMll. 

Sia  data  l'equazione  lineare 

d'tt  d'tt  d*u 

(*'  y)  rr  •*•  (y»  y)  irr  -*-  -  -+-2(«,  y) 


dx*    •  '"  ''  d«»    •        ■    '  '  ''  d»d« 
(14)- 

nella  quale  ì  coefficienti  (<SyX),  (y^y)»  —  (^9  y)»  —  i^)}  (y)»  ••• 
sono  funzioni  delle  variabili  x,  y,  .  .  .  Dunque  sia 

d  d  d 

— —  ^—  T  — —   I    V  I 

d«  d§  dq^ 

a5)<     d^-^^di'+'^'d^"^  • 


jk,  "t~  Al  -f"  •  •  5^-  jf   "T*  *  I  "^H  •  •  ^^  •••  si^  jy 
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d'u 


qaindi  cgoagliando  a  zero  il  coeflBciente  di  .w-j-    si  troverà 
{X,  «)XY-h(y,  y)  X.Y,  -H..H-  («,  y)(X  Y,-»-X.  Y)-H..=0 


<16)    («,ar)XZ-»-(i,j»)X.Z. 


(«,  «){XZ,-*-  X,  Z)  4-..=0 


e  più  se  prendiamo 

I  XY 


X,  Y,  +• .  .  =  0 


(17) 


XZ -f- X,  Z, -(-  .  .=:;0 


allora  si  avrà  facilmente 
1 


(18)    x-((«,  «)  X-+-{x,  y)X.H-..)  =  ^(y,  «)X-»-(y,  y)X .-»-....)=..=5 


ed  i  valori  di  $  saranno  dati  dalle  formale 


(19) 


{x,x)  —  $      (x,y)  .  . 

(y»  x)    (y>  y)  —  6  • 


sO 


otterremo  defioitivamente,  X,  Xi ,  Y,  Y|  ,  come    funzioni    di 
^j  Vf  "  Più  si  avrà  dall'equazione  (15) 


(20) 


d 

-x-i  +  x 

d 
dy-*-' 

d 

»       t 

d 

dy-*" 

•         •         • 

donde  consegue  che  se  integriamo  Tcquazioni 


(2i) 


(  30) 

,_-dx  Ar 

*-^dl"^^d^ 

*-*'di"*"*»d^ 


(22) 


ax  éy 

dy  dy 


i  valori  di  x^y,. . .  si  sarebbero  potati  trovare  dai  valori  di 
^»)g,  .  .  e  t>M;6t?ef«a.  L'equazione  proposta  diviene 

d'tf  d^ti  /  ^  dtf  àu  \ 

(23)    (I,  ?)  5|r-H  (>».  >J)  ^-r -4-  .■•  +2  ((§)  ^  +(,j)  J^  ^,,.)h- 

e  quando  sia  possibile  determinare  6  dì  maniera  che 


=  0 


(24) 

(? 

dw 
d| 

Au 

.-H«— 0 

la 

(23)  4jì venta 

d»H 

"^^  •   •   •    • 

=  0. 


0  fi 
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POCBE  PAROLE  SULLE  ROMBE  E  SUI  RUMORI  SOTTERRANEI 
PEIi  M€.  VRANCe^CO  PliiTOLESI 

I^  Le  roiiib9  ei  i  minori  sotterranei  sodo  up^attiaeiiza  dei 
lerremotì. 

a,  perché  sogliono  spessissimo  o  precedere  o  accompagnare 
o  SQSsegnire  le  scosse  di  terremoto; 

bi  perché  Qon  di  rado  ì  rumori  alternano  le  scosse;  negli 
8  settembre  p.  p.  si  ebbero  a  Stagno  cinque  scosse  e  oltre  a 
quaranta  detuonazioni. 

0,  perché  talvolta  le  rombo  e  le  detuonazioni  si  succedono 
le  une  alle  altre  per  più  giomii  senza  che  ricorrano  le  scosse 
che  si  ebbero  precedent^mepte,  e  cbe  in  seguito  hanno  luogo 
di  nuovo. 

dy  perché  si  hanno  esempi  di  lunghissime  serie  di  rumori 
senza  ombra  di  scosse,  a  Meleda  per  esempio  e  nell'  America 
settentrionale;  ma  a  questi  rumori ,  rombe  e  muggiti  sono  fi- 
nalmente succedute  le  scosse  di  terremoto* 

II.  Le  rombe  non  sono  rumore  prodotto  dall'agitazione  del- 
le materie  scosse  dal  terremoto: 

a»  perché  yì  sono  frequentemente  delle  fortissime  e  pro- 
lungate scosse  senza  sentire  alcuna  romba  o  rumore. 

6,  perché  si  hanno  molte  rombe  senza  il  minimo  movimenta. 

tf)  perché  quelle  rombe  che  antecedono  le  scosse,  indnbita- 
taeiente  non  sono  effetto  deiragitazione  delle  materie. 

III.  Le  rombe  ed  i  rumori  sono  un  fenomeno  del  terremoto 
indipendente  da  quello  delle  scosse: 

a,  perdié  si  hanno  delle  scorse  senza  alcuna  romba; 

i,  perché  yi  sono  delle  scosse  fortissime,  precedute,  accom- 
pagnate o  succedute  da  rumori  leggerissimi; 

e,  perchè  all'inverso  delle  pìccolissime  scosse  hanno  la  pre- 
cessione ,  l'accompagnamento  o  la  successione  di  rombe  for- 
tissime. 


\ 
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I 

Nella  Memoria  sui  terremoti  inserita  nel  tomo  I,  pag.  145 
di  questi  Annali  accennammo  tenere  le  rombe  come  il  più  te- 
nne fra  i  fenomeni  del  terremoto.  Anómesso  pertanto  che  le 
rombe  siano  fenomeni  del  terremoto  distinti  da  quelli  delle 
scosse»  da  ciò  emerge  chiaramente  Tesattezza  del  nostro  enun- 
ciato; che  viene  inoltre  confermato  dalfosservazione  che  le  rom- 
be il  più  frequentemente  terminano  con  delle  leggerissime  oscil- 
lazioni del  suolo.  Ciò  è  accaduto  nella  sequenza  di  rumori  che 
si  sentirono  ripetere  per  molti  giorni ,  e  più  volte  al  giorno 
dopo  rS  novembre  decorso  nelle  pampagne  di  Feltre,  ed  ili 
quei  luoghi  stessi  del  Trentino  i  quali  per  sei  giorni  dal  30 
del  precedente  luglio  erano  stati  scossi  gagliardamente  dai  ter- 
remoti. Le  rombe  ed  i  rumori  sotterranei  che  ben  spesso  si 
sentono  attorno  ai  vulcani,  talvolta  ancora  per  molti  giorni 
prima  che  producano  l'eruzione^  sembrano  pure  doversi  tenere 
per  fenomeni  del  terremoto  anzi  che  per  effetti  di  urto  delle  ma-» 
terie  in  elaborazione  nel  seno  dei  vulcani,  Telaborazione  vul- 
canica, come  dicemmo  nella  rammentata  Memoria,  potendo  ec- 
citare e  mettere  nel  l'occorrente  tensione  la  sostanza  imponde^^ 
rabile  che  opera  i  terremoti.  Ed  in  tal  foggia  si  intenderà  più 
facilmente  perchè  non  di  rado  siano  e  più  forti,  e  più  frequenti 
e  più  durevoli  le  rombe  e  le  scosse  attorno  ai  vulcani,  dopo- 
ché questi  sono  entrati  in  eruzione.  Se  le  rombe  e  le  scosse 
fossero  effetti  di  urti,  pare  che  dovrebbe  accadere  precisamente 
l'inverso. 

In  che  maniera  poi  si  producano  le  rombe  invece  delle 
scosse^  o  queste  invece  di  esse ,  ed  in  che  modo  i  due  feno- 
meni si  concomitino,  si  precedano  o  si  seguitino^  ora  gli  uni^ 
ora  gli  altri  in  grado  più  eminente ,  è  quello  che  per  adesso 
sta  sotto  profondo  mistero. 

Pisa  31  dicembre  1851. 
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SOPRA  I  DEPOSITI  QUÀTERNARJ  DELL*IMOLESE, 

RETTIFICA  DI  ALCUNE  OPINIONI  INTORNO 

ALLA  GIACITURA  DELLE  OSSA  FOSSILI 

LETTERA 

WEL  Sl€.  «•  SCAHABELLI 

al  eh.  sìg.  doU. 
ANTONIO  TOSCHI 

Carissimo  Amico 

Per  un  tratto  tatto  proprio  del  vostro  cortese  animo  per 
me  voi  pubblicaste  già  una  mia  lettera  (*),  nella  quale  men- 
tre vi  accennava  i  luoghi  in  cui  si  rinvengono  ossa  fossili  di 
Vertebrati  neirimolese,  vi  apriva  pure  le  mie  opinioni  circa  la 
loro  geologica  posizione. 

Ora  quelle  opinioni  coli'  aumentarsi  delle  mie  proprie  os- 
servazioni dovettero  andare  soggette  a  rilevantissime  modifi- 
cazioni per  modo,  che  se  prima  ritenni  le  ossa  suddette  come 
giacenti  entro  ad  un  deposito  subordinalo  alle  Sabbie  Plioce- 
niclie>  ora  sono  convinto  che  il  deposito  ossifero  si  adagi  so- 
pra le  stesse  sabbie  in  istratificazione  discordante,  e  però  si 
riferisca  ai  terreni  quaternarj.  Non  siavi  dunque  grave  che  io 
nella  presente  lettera  di  tali  depositi  tenga  discorso,  cbe  ve 
ne  accenni  la  posizione,  l'estensione,  la  natura,  e  cbe  rappre- 
sentandovi con  apposite  figure  la  relazione  ch'essi  tengono  colla 
formazione  Pliocenica  sottostante^  vi  metta  in  grado  di  apprez- 
zare quelle  idee  che  ho  concepite  sul  periodo  geologico  a  cui 
credo  doverli  ora  riferire. 

Non  può  certamente  essere  sfuggito  alle  vostre  osservazioni 
questo  fatto  interessantissimo,  che  tanto  all'O.  che  al  S.  della 
nostra  Città  ,  il  deposito  alluvionale  del  Santerno  (  nel  quale 
appunto  siede  Imola  )  trovasi  fiancheggiato  da  un  risalto  di 
terreno,  a  modo  di  terrazza^  alla  sommità  della  quale  stendesi 

(*)  Vedi  Raccolta  Scieotìfica  di  Fisica  e  Matematiche  v.  pag.  73. 
Jnnali  di  Scienze  Mai.  e  FU.  T.  III.  germajo  1852  3 
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una  pianura  su  cui  per  lunghi  tratti  sempre  orizzontalmente 
;si  camminerebbe,  se  non  fosse  stala  corrosa  dai  torrenti,  che 
vi  obbligano  a  discendere  in  piccole  valUcelIc  pressoché  corri- 
spondenti in  altezza  a  quella  del  F.  SaUterno.  Una  simile  os* 
servazione  occorre  anche  lungo  la  ?ia  Emilia,  sia  che  muovasi 
per  Castel  S.  Pietro,  sia  che  dalla  parte  oppnsta  si  vada  a  Ca- 
stel Bolognese.  Diffatti  le  salite,  e  le  discese  che  s*incontrano 
nella  strada  che  mena  a  questi  due  paesi  ,  altro  non  rappre* 
sentano  se  non  il  fatto  accennato  di  sopra  ,  cioè  di  essere  la 
strada  ora  alla  sommità  di  codesta  pianura  elevata,  ed  ora  di 
essere  alla  sua  base. 

A  questa  terrazza. od  illtipiano  appartengono  al  S.  E.  d'[* 
mola  le.  {lìanure  della  .Croce  in  Campo,  che  si  stèndono  verso 
Bergulld  ,  e  terminano  contro  le  collinette  della  Serra,  come 
Alano  parte  dello  stesso  piano  elevato  al  0.  della  città  stessa, 
le  ridenti  campagne  di  Monte  Ricco,  di  Bel  Poggio  e  del  Mon<- 
lioino.  Così  l'altipiano  in  discorso  tanto  dalFuna  parte  ohe  dal* 
Tdltra  del  interno  conservandosi  pressoché  in  un  piano  ìneli- 
tiàlo,  solo  uà  po' rialzato  verso  dell'apennino  va  ad  appoggiarsi 
al  dorso  degli  strati  plioceni  che  affiorano  con  una  lieve  incli- 
nazione >  e  sono  direlti  N>  0:  S.  E.  e  costituiscono  le  prime 
nostre  celliM  della  Serra,  diBergullo,  di  Monte  Catone,  e  4i 
pozla^ 

Dalla  parte  poi  della  bassa  pianura  (  quella  formata  dalle 
alluvioni  moderne  )  T  altipiano  si  termina  bruscamente  in  un 
gt*adino  fdoéceso  in  lutti  qsiei  luoghi ,  ove  per  degrddai^ioni 
^flbrte  non  é  stato  ridotto  a  forme  più  tondeggianti,  che  spesso 
lo  Uniscono  con  un  graduato  declive  alla  pianura.  E  questo 
gradino  alto  in  medio  di  metri  25,  ove  é  più  sviluppato ,  ol- 
tre al  farsi  manifesto  là  dove  é  solcdio  e  battuto  pfxssente- 
^ente  alla  sua  base  dai  vari  corsi  d'acque  del  nostro  territo^ 
rio,  superiormente  all'Emilia  (Sdnterno,  ec^.  Correcchio,  eé.Pra- 
iella  ec;)  si  osserva  poi  chiaramente  al  Monte  Castellacelo  che 
nei  tempi  passati  fu  anch'esso  degradato  dalle  acque  del  Sau- 
Icrnó,  e  che  a  di  nostri  é  rimasto  solamente  Qancheggiato 
dall'alluvione  moderno. 
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Le  spasoato  teoretico  della  parte  di  paese  che  dal  Corree^ 
chio  si  stende  fino  alia  chiesa  della  croce  in  campo  atlravèr-f 
sando  la  vallata  del  F.  Santemo  (Fig.  1)  vi  mostrerà  meglio  di' 
quati|Q«|«e  dettagliata  descrizione  i  rapporti  di  elevazione  che 
esiskUio  fra  V  altipiano  sumenlovato  ed  i  depoaiti  allovionaii 
moderni.  Per  quanto  il  comportane  le  mie  osservazioni  swn^ 
htktni  di  potere  asserire  che  questa  terrazza  elevala  si  cQtn-- 
pone  di  materiali  di  rocce  diverse  riunite  iu  Ire  differenti  piani 
ciasciino  de*q«ali  si  depositò  satto  particolari  circoslanze  geoio^ 
gtohe,  le  quali  se  ìa  alcuni  luoghi  si  succedettero  le  une  *eite 
altre  con  determinato  ondine  (  provato  dalia  [Ireéeiìffa  noilo 
Messo  punto  di  tutti  tre  questi  piani)  pure  dovettero  maoeare 
talvolta^  giaecfaò  or  l'uno,  or  l'altro  di  tali  piani  si  rede  sopr. 
presso  nella  serio  senza  che  il  loro  ordine  cronologico'  sià^ 
per  questo  venuto  mai  ad  invertire. 

Por  ciò  credo  potere  asserire  con  qualche  aieurezza  ohcil 
niostro  terreno  quaternario,  tutto  formata  d'un  DUuvium  ^mpen-f 
ninicoj  ^i  compone  dal  basso  in  alto  di  Ire  formazioni  distinle, 
e  cioè  d'una  formazione  che  chiamerò  Ciottolosa  ,  d'  un  aitila 
formazione  Falmlre^  e  di  un  ultima  formazione  FUmàiih:  fi 
queste  formazioni  voi  ben  vedrete,  che  pei  fossili  che  oeÉitea;i 
gono,  ed  in  parte  per  la  loro  natura  orittognosttoa  sono  sittr 
crono  di  queli'allnvione  detto  Pliocenico  dal  Gastaldi  e  Martina 
(Bnllettin  geologiqne  de  Franco  T.  7,  p.  595)  che  ai  nastra 
nella  vallata  del  Pò  presso  Torino,  alluvione  che  più  atltìnta- 
mente  studiato  nella  sua  parte  geognostica  verrà  forse  a  pi^Or 
vare  il  perfetto  sincronismo  dei  terreni  ossiferi  dei  doé  pfkosif 

Parliamo  della,  formazione  inferiore. 

Riposa  questa  immediatamente  sopra  le  sabbia  gialle  ,  ed 
occupa  precisamente  il  fondo  di  certe  solcature  prodotte  da 
corrosioni  che  verosimilmente  vi  operavano  quelle  coerenti  d- 
acque  che  trasportavano  e  deponevano  gli  elementi  pietrosi 
che  la  compongono.  Voi  troverete  il  più  chiaro  esempio  di 
questo  fatto  nella  fig.  2,  che  è  tratta  dal  vero  da  una  frana 
che  costeggia  il  Rio  Pratella  presso  il  Monte  Castellacelo. 
<    Molto  sono  le  specie  dì  rocce  che  compongono  quiost^  de« 
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posilo  UDÌGaiii6Dle  formato  di  ciottoli  rotolali  ,  i  quali  poche 
volte  voi  trovate  cementali  iosieme^  e  sono  variabili  cosi  nella 
loro  grossezza  come  nella  forma  loro.  Così  non  eccedono  i  più 
voluminosi  il  diametro  di  0:  4D>  ed  è  a  rimarcarsi  come  quelli 
unicamente  composti  di  silice  sono  i  più  regolarmente  rotondi^ 
mentre  negli  altri  pressoché  solo  gli  angoli  si  osservano  smus- 
sati. Tutte  le  diverse  rocce  serpentinose-  deirapennino,  e  quelle 
da  esse  metamorfizzate  in  diaspri,  ftaniti ,  spillili  ec.  tutte  fi- 
gurano nella  nostra  F.  ciottolosa.  Vi  sono  ciottoli  di  calcare 
alberese^  di  macigno,  di  arragonite  e  di  quél  calcare  e  siliòe 
a  nummoliti  che  trovata  dal  Gaillaux  in  Toscana  nei  >monti  di 
Gastellazzara  ,  io  non  ho  potqto  ancora  trovare  in  posto  nel 
nostro  versante  delfapennino.  Ciò  che  reca  poi  molta  miravi- 
glia>  si  è  di  trovare  in  mezzo  a  codesta  svariata  collezione  di 
rocce,  benché  rarissimo  ,  qualche  pìccolo  ma  ben  caratteristioo 
pezzo  di  granito  grigio,  di  micascisto  granatifero,  e  di  eqrile 
porfirica,  rocce  tutte  che  assolutamepte  non  appariscono  in  po- 
sto nel  nostro  versante  se  non  forse  io  qualche  più  antico  coi)-" 
glomerato.  Ed  in  vero  ove  questo  fatto  non  si  verificasse ,  io 
lo  confesso>  sarei  fra  gli  ultimi  ad  ammettere  quella  qualun- 
que ipotesi  con  cui  sì  tentasse  di  spiegare  il  mudo  col  quale 
ciottoli  di  simili  specie  siano  giunti  infino  a  noi  dalle  Alpi  ; 
mentre  se  vuoisi  ci^edere  al  dello  di  vari  naturalisti,  di  que- 
sti ciottoli  se  ne  osserverebbero  ancora  nel  Pesarese,  e  nel  Si- 
nigalliese.  A  seconda  della  località  questo  deposito  di  ciot- 
toli rotolati  trovasi  più  o  meno  abbondante  d'una  o  di  un'al- 
tra delle  specie  di  rocce  sumraentovale ,  come  a  seconda  de' 
luoghi  esso  è  ad  clementi  più  o  men  grandi.  La  chiesa  di  Ber- 
gullo  d  fabbricata  sopra  una  puddinga  unicamente  formata  di 
sassetti  silicei  a  nummoliti;  nei  correcchio  si  vedono  abboqdare 
i  diaspri,  al  Castel  laccio  trovansi  un  pò  eccedenti  i  serpenti-^ 
nosi,  li)  puddinga  della  Sganga  ò  eminentemente  caleare. 

Vi  dissi  nel!  altra  mìa  lettera  come  in  questo  deposito  tro-r 
vansi  in  parte  le  ossa  fossili  di  vertebrali  (alla  Sganga)  e  co-» 
me  in  mezzo  alla  puddinga  defla  stessa  località  esistono  fram- 
poenli  di  conchiglie  mariae,  e  di  vegetabili.  Io  quindi  non  ri- 
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tomcrd  so  quei  (atti  se  non  per  dirvi  che  qae'  framnienti  di 
conchiglie  bene  studiati  appartengono  tutti  alla  formazione 
delle  sabbie  gialle^  che  appunto  erano  in  via  di  degradazione 
durante  il  depositarsi  de' nostri  ciottoli,  circdstanzaxhe  occa- 
sionar dovea  certamente  un  mescuglio  tril  i  fossili  delle  due 
formazioni. 

Lo  spessore  poi  di  questo  deposito  noiloltrepasaa  i  metri  2, 
e  non  apparisce  formato  che  d*ou  solo  strato. 

Il  secondo  piano  del  terreno  quaternario  che  dissi  forma- 
zione palustrej  riposa  stilla  precedente  (Fig.  2)  ^addo  (come  in 
alcuni  luoghi  lungo  il  Gorrecchio  )  mancando  la  F.  ciottolosa 
non  si  è  deposilato  direttamente  snik  sabbie  gialle.  Questo 
deposito  é  molto  possente  ed  i  diversi  strati  che  k»  costitui- 
scono danno  un  complesso  di  metri  5  termine  medio. 

Si  compone  talora  di  una  fanghiglia  imperfettamente  stra- 
tificata (vero  Ldmn)  giallastra  turchina,  rossa  ocracea,  talvolta 
di  una  sabbia  gialla  coofondibile  quasi  colla  pliocenica,  in  fine 
é  una  brecciolina  minuta  eminentemente  silicea  che  egnelmeiite 
rappresenta  questa  formazione.  I  caratteri  poi  essenziali  che 
qualificano  questo  deposito  sono  per  alcune  località  (Gastellac- 
cio)  la  presenza  di  conchiglie  terrestri  intere  (Cyclostome)  mi- 
ste ai  solili  frammenti  di  conchiglie  marine;  in  altre  é  il  con* 
tenere  conchiglie  palustre  (Anodontì)  o  impressioni  di  piànte 
(Rio  Pratella  presso  la  Sganga)  per  nltimo  vicino  a  Bel  Pog- 
gio é  l'abbondanza  del  ferro  idrato  granoliforme  che  egual- 
mente caratterizzano  questo  deposilo. 

In  qne'Iuoghi  in  cui  la  nostra  formazione  palustre  é  for- 
mata di  un  Lehm  più.  argilloso,  vi  sì  riscontrano  di  quelle  tali 
concrezioni  calcari  bianchissime  che  soglionsi  mostrare  nei  de- 
positi consimili  di  Piemonte  ,•  della  vallata  del  Reno  ,  ed  alla 
Sganga  ove  un  brano  di  questa  formazione  è  alcun  po*rabbio- 
sa ,  sono  state  dissepellite  parimenti  molte  ossa  fossili.  E  fra 
Taltre  nel  1850  si  scoperse  in  detto  luogo  dal:  nostro  comune 
amico  Giuseppe  Cerchiar!  buona  parte  di  uno  scbelletro  di  Ri- 
noceronte,  e  cioè: 

L'Atlante  o  prima  vertebra  cervicale 
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2.  Vertebre  intermedie  cervicali 

Vertebra  7.^  cervicale 

Veiiefara  1.^  dorsale 

6  Vertebre  dorsali,  intevmcdio 
.15  Vertebre  malo  conservale  d*  varie  regioni 

2  Vertebre  caudali 

Diversi  frai](iineiiti  di  apofisi  spi«ose 

Un  frammenlcifor^e  d*Iscbio 

ldéai=  di  Omero 
.  Diversi  franamenti  di  coste 

2  Ossa  deJ.  piede. 

Appartengono  poi  senia  dubbio  al  medesfoio  individuo  qae*' 
12  desti  molari  saperiorì  che  ai  rinvennero  nel  Inogo  iste^o 
l'anno  1842. 

Le  quéii  osse  tutte  confrontate  accuratamente  dame  coi 
diligiti  delle  loro  corrispondenti  riportati  neifV>pera^d'Osteolb« 
già  di  BlaifivHfe  appartenenti  alle  diverse  specie  di  questo  pii* 
cbidermo  si  trovarono  ^'  tutto  identiche  a  quelle  ossa  dall'au* 
tore  riOevite  al  Binoeeronte  d'Affrica  (Bfaiiioceros  Bicornrs). 

Se  qui  poi  desideraste  sapere  precisamente  quali  altre  spq-^ 
eie  di  vertebrali  di  preferenza  siano  stato  trovate  in  i]uesta 
formazione  palustre  o  nell'altra  ciottolosa  che  là  precedette  , 
obde  trarre  deducioni  paleontologiche  sull'  ordine  cronologice 
4*a|i|>ariaione  nelle  due  formazioni  delle  differenti  ^cie  d'ani^ 
maiiy  io  non  saprei  soddisfarvi  altesocbè  le  altue  ossa  di  Ele^ 
fante,  d'ippopottamo  j  di  Cavallo ,  di  Cervo  ec.  che  in  questi 
luetglu  sebo  stjate  ràecolie  ,  sempre  si  trovarono  in  posizione 
tali  che  imperfellamente  si  presterebbero  allo  setogUmento  del 
quesito. 

La  tersa  formazione  che  chiamai  fluviatile  riposa  sulla  prer 
eedenle  (Ffg.l)  od  anche  sulla  1?  qualora  manchi  il  Lehtny  e 
sl'coinpone  per  la  massima  parte  di  ciottili  arrotondati  di  cal- 
caro^  di  macigno^  di  Mfelassa,  i  quaK  sempre  si  presentano  aUò 
slato  di  ghiaja  ifneoercnte,  eguale  a  quella  che  oggidì  si  Ira^ 
sporta  dal  Santerno,  tranne  il  differirne  per  un  certo  colore 
un  pò  fcrrngginoso    della  terra  che  vi  si    trova  me:ÌeÀlaia.  I 
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ciottoli  di  questo  deposito  che  è  posseDte  di  metri  3  sòlio  mol^ 
lo  meno  volominosi  di  qaelli  da  noi  menzionati  nella  forma- 
zione inferiore;  sono  di  forme  più  tondeggianti  »  e  pochissimi 
saggi  somoiiaislrano  di  quelle  rocce  selciose  e  di  trabocco  che 
ÌQ  più  gran  copia  in  quella  formazione  si  riscontrano. 

Sf^mhra  che  nqssim  altro  fdssile  tranne  qualche  denti?  di 
.caYallOy  0  di  hue  siasi  mai  trovato  in  questa  ghiaia  »  per  cui 
sarà  fors^  lecito  rinferime  che  dall'epoca  del  ano  depositarsi 
non  più  yivesaero  in  queste  contrade  i  grandi  pachidermi. 

Ora  se  noi  prendiamo  a  considerare  resteosione  di  paese  f 
che  occupa  il  nostro  terreno  quaternario,  il  grado  d^eleyazìono 
cui  giunge,  e  la  figura  conica  che  affetta  qel  suo  insieme  ap^ 
poggiato  da  prima,  ed  incassato  entro  la  vallata  del  SanCerup^ 
e  poscia  che  si  allarga,  e  si  perde  quasi  colla  pianura  moder-^ 
na,  noi  siamo  guidati  a  giudicare  il  deposito  nostro  quaterna-* 
rio  siccome  il  residuo  di  quel  cono  di  d^eziah^  che  tutti  i  cor- 
si  d'acqua  dotali  di  molta  velocità  occasionano  alle  loro  foci. 
Ed  un  siraigliaat^  cono  anche  il  Santorno  dove^  produrre  coi 
materiali  che  sqco  lui  traeva  dairApeunino,  allorquando  inco 
minciava  a  solcare  lo  non  ancora  appianate  creste  delle  colli- 
ne nostre  plioceniche.  DiOatti  attestano  questa  maggior  p^r-» 
denza  che  ebbe  altra  volta  il  Gume,  que'ciottoli  del  più  grossa 
volume  che  noi  osservammo  nella  prima  formazione  qiottolos^ 
del  T.  quaternario  »  ciottoli  che  mai  più  si  rìpiarcarono  nelle 
successive.  E  se  a  proposito  di  questi  ciottoli  voi  mi  chiedete 
quale  sia  la  spiegazione  che  io  credo  dover  dare  al  fatto  gii 
avvertito  più  sopra,  che  cioè,  abbondano  maggiormente  ciottoli 
di  rocce  scrpentinose  di  diaspri  spilliti  ec.  nella  formazione 
inferiore,  mentre  scarseggiano  o  mancano  nelle  superiori;  dirò 
che  io  sono  condotto  a  riguardare  qaesto  faUo  non  come  uu' 
l^roblemp  che  mpriti  dintrodurre  neilfi  scienza  qu^ilcbe  siraoa 
ipotest,  mu.cppae  un  avvenimento  lutto  inerente  alla  vita  se- 
colare d^^'Gua^i,  e  che  trova  sua  spiegazione  nel  diverso  grado 
di  degratf^ilUi  che  poiseggop  le  rocce.  L'azione  prqlunjf^ta  di 
dpuwiazione  che  esercita  un  qualunque  eorso  d'acqua  nei  tirreni 
dq>  e$$o  traversati,  deve  progressivamente,  in  ragione  di  tempQ,  fa* 
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re  aumentare  nei  deposiii  ch'egli  formay  la  copia  di  quei  nuUeriaU 
di  rocce  che  sono  />tu  degradabilij  e  di  cui  maggiormente  €Monda 

il  paese.  Mi  spiego. 

Se  il  Santcrno  Imsportava  anticamente  in  an  dato  luogo, 
p.  e.  come  2  dei  materiali  di  rocce  cristalline  ,  e  come  6  di 
quelli  appartenenti  alle  rocce  di  sedimento  che  occorrono  ovun- 
que da  noi  ,  dico  che  se  dopo  il  lasso  di  moki  secoli  una  si 
recasse  ad  osservare  quali  rocce  abbia  il  medesimo  fiume  ae^ 
cumulate  nel  luog^  supposto  di  sopra,  troverebbe  che  la  pro- 
porzione di  mescolanza  fra  i  ciottoli  ha  can^giato  ,  e  cbe  ap- 
pttnto>  si  sono  aumentati  di  numero  quelli  cbe  si  riferiscono 
alle  rocce  di  sedimento  dominanti  da  noi,  e  che  per  mi  tur»  e 
circostanze  geologiche  loro  proprie,  sono  di  più  facile  degra- 
dazione. Ora  quali  sono  le  specie  di  rocce  che  pi  à  facilmente 
degradabili  occupano  il  più  grande  spazio  del'  nostro  versante? 
Vano  é  che  lo  ricordi  a  voi,  mentre  tutto  vi  è  noto  il  paese 
cbe  noi  abitiamo,  sono  macigne,  molasse  diverse^  calcari  com^ 
patti  e  marnosi  quelli  che  compongono  in  totalità  questa  parte 
delPapennino,  e  solo  qua  e  colà  si  mostrano  conM  eccezionaK 
aìcune  erruzioni  serpentinose,  accompagnate  di  poche  specie  di 
rocce  metamorfi^zza^te  pel  lora  contatto.  Quindi  dirò-  conclu- 
dendo che  egli  non  è  per  una  scemata  quantità*  nei  ciottoli- di 
alcune  di  queste  rocce  trasportate  dal  Santerna,  cbe  noi  tro- 
iriftmo  quella  differen  za  dt  composizione  fra  i  depositi  antichi 
ed  i  più  recenti,  ma  sibbene  perché  aumentarono  in  quesH 
ultimi  le  proporzioni  in  cui  vi  entrarono  altre  rocce  le  quali 
farebbero  a  prima  vista  pensare  che  sostanzialmente  sr  fossero 
cambiate  Te  circostanze  sotto  le  quali  si  operarono  nei  diversi 
tempi  i  depositi. 

Mostratovi  così  che  \ì  nostro  terreno  quaternario  composto 
di  tre  diverse  formazioni  si  presenta  ai  nostri  sguardi  come  il 
risultato  di  quel  cono  di  dejezùme^  che  ebbe  ahra  volta  il  San- 
terno^  che  si  estese  sopra  alle  sabbie  giaHe  in  istratificazìone 
discordante,  e  che  nei  suoi  depositi  non  è  confondibile  con 
quelli  del  periodo  attuale,  perché  ad  un  livello  mollo  più  al- 
ti ,  e  perché  caratterizzati  dalle  ossa   fossili  ,  non  mi  rimane 
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che  a  scusarmi  con  voi  di  avervi  forse  troppo  a  lungo  tediato 
con  la  presente,  ed  a  giovarmi  di  quest'incontro  per  ripetermi 
con  lotto  l'animo. 

Imola  9  seUembre  1851. 

Affmo  Amico 

G.    SCABABELLI. 

P.  S.  La  Fìg.  3.  posta  in  fine  della  Tavola  unita  vi  mo- 
strerà a  colpo  d*  occhio  quali  siano  le  correzioni  da  apporsi 
all'altra  simile  figura  che  unii  allaùtecedente  mia  lettera  su 
questo  argomento.  Queste  correzioni  se  sostaniialmente  varia* 
no  la  posizione  gcognostìca  rispettiva  dei  terreni  ossiferi  coi 
plioceni,  vi  faranno  anche  scorgere  ,  che  non  fu  amor  di  si*- 
stema  ma  bensì  errore  d'osservazione  quello  ehe  mi  guidò  nel 
tracciare  quel  disegno.  Questa  ultima  figura  d'altronde  corri- 
sponde in  tutto  alle  altre  2  che  la  precedano  nella  tavola,  ed 
a  quanto  mi  sforzai  di  esporvi  il  più  chiaramente  eh'  io  mi 
sapessi  nella  presente. 

LETTERA 

DEL  SIG»  V.  PISTOLESr 

AL  C01IIPIL4T0RE 

Chiarissimo  Sig.  Professore 
Nella  mia  Nota  sulle  meteore  luminose  ecc.  inserita  nel 
tomo  I,  p.  90  degli  applauditi  di  lei  Annali,  dichiarai  che  te- 
nevo gli  aeroliti  propriamente  detti  per  corpi  che  si  formano 
nella  nostra  atmosfera,  ed  appoggiavo  massimamente  la  mia  opi* 
ninne  (p.  94)  all'aver  noi  in  certo  modo  assistito,  alla  loro  ela- 
borazione nelle  alte  regioni  atmosferiche,  ed  al  tempo  signifi- 
cante impiegato  in  essa  ,  che  contraria  il  fatto  della  celerità 
della  caduta  dei  corpi,  specialmente  ove  questi  venissero  dal- 
le cosmiche  regioni.  Essendomi  imbattuto  in  un  fatto  assai  si- 
gnificativo, si  contenti  che  io  glie  ne  trascriva  qui  le  proprie 
parole  che  lo  narrano,  le  quali  desumo  dal  tomo  49,  p.  584 
del  Journal  dei  Savant  per  l'anno  1711.  «...  Nel  1510  cad- 
»  dero  nella  campagna  vicina  a  Abdua  fino  a  1200  pietre,  di 
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»  un  colore  di  ferro,  di  un  odore  di  zolfo  e  di  una  durezza 
»  straordinaria.  Se  ne  pesò  una  di  120  libbre  ed  altm  di  16. 
»  Esse  caddero  da  un  vortice    {tourbillon)  infiammato  cbe  era 
»  comparso  nelfaria  due  ore  avanti  ...  ». 

Pisa  7  gennaio  1852. 

RITORNO  DELLA  COMETA  DI  BNCKE 

NOTA 

DEL  P.  A.  SECCAI 

D.   G.   D.   6. 

Questa  piccola  cometa  del  periodo  di  1211  giorni  scoperta 
nel  1818,  ai  26  novembre  da  Pons,  e  detta  di  Encke  dall'illustre 
astronomo  che  ne  scoprì  il  periodo,  fu  osservata  alla  specola 
del  Collegio  Romano  la  sera  del  20  gennaio.  Confrontata  col- 
la stella  7  dei  Pesci  al  micrometro  circolare  se  ne  ebbe  la  se- 
guente posizione: 

1852  20  gennaio  Tm.  di  Roma  7^'  22^»  45'. 

Ascensione  retta  apparente  di  com.  =  23^'  15*"  8'.  12 
Declin.  nord  apparente  di  co  m.  =  +  4"  50'  1".  2. 

La  posizione    della    stella  di   confronto  fu  assunta  dal  ca- 
talogo Britannico  tL°  8127  come  segue 

AR  =  23*  12«  46'.  57. 
D  =  -4-  4"  34'  19'. 03 

Il  giorno  28  gennaio  ci  fu  riferito  cbe  essa  era  stata  pure 
osiervata  a  Liverpool  il  giorno  11  di  questo  stesso  mese,  colla 
seguente  posizione. 

1852  11  genn.  Tra.  di  Greenwich  =  7*  14*"  17', 

ASC.  Retta  di   cometa  =  23*  4^"  6'.  86   ' 
Declin.  nord  .  .  .  =  H-  3"  57'  57^.0 

Queste   posizioai    differiscono  di  pochi  secondi  <blle  calc^^A^ 
noH  cfcmeride  data  dal  sig^  Elnckc  Àstr.  nach.  n.°  783. 
Rom^  9^»ervatorio  del  Qgllegio  Roipano  - 
29  gommaio  1852. 


/     •' 
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DB  GQMPUTAI^DA  AREA  OBLONGI  SPHAERICI 

ET  DE  THEOREMATE  PYTHAGORAE 

IN  SPHAERICAM  EVEHENDO 

i 

AUCT.  DB.  CHRIIiTOPH.  GCDEH]I1.%]«JK 

math.  jkr^H  io  academia  regia  boruss.  monast.  Gueslph. 
tum  tbeoìogica,  tam  philosophica. 

KX  BPISTOtA  AD   ANNALICM  DIRBCTOESB    (*). 

HouasteriìjGuestph.  Die  17  septembris  ^851. 

ObloDgam  spbaericam  est  qaadrìgoQum  sp)ifierì(;iiqi>,CDJ|p 

latera  opposita  sunt  aequalia  et  cojas  quatuor  anguli   pariter 

(')  Ho  tardato  di  pubblicare  questo  teorema  indirizzatomi  dal  dotto 
Autore  fin  dallo,  scorso  ottobre  iu  una  lettera  gentilmente  portatami 
dal  sìg.  LodoYÌiSo  Niemanu  sdunno  del  Collegio  Germanico,  mentre' non 
erano  ancora  cognite  in  questi  annali  tutte  le  notazioni  adottate  dal  me- 
desimo nella  teoria  delle  funzioni  iperboliche.  Nel  fascicolo  ultimo  dello 
scorso  decembre  pubblicai  la  prima  sezione  di  una  lunga  Memoria  so- 
pra gli  integrali  modulari ,  inviatami  dal  medesimo  Gudermann  ,  tra- 
.flo^a  in  linoua  latina,  e  corredata  di  note  del  sig.  F.  Slader»  Le.  nQle 
del  sig.  Stader,  come  si  può  vedere  a  p.  tt78  e  seguenti,  contengono 
tutte  y  nuove  ootasioni  iiitrodolte  nelle  funzioni  iperboliche,  e  eha 
vengono  richiamate  nello  scritto,  che  ora  pubblico;  fra  le  altre  a  p.  585 
si  conosce  la  definizione  della  funzione  Jmigitudinale  ipirboUea^  o  del- 
la fnntione  longitfMnali  cireolare  ed  esparesse  con  i  simboli  L,  ^  Oltre 
questi  scrìtti  inviatimi  dal  detto  Autore,  il  medesimo  mi  annuncia  nell' 
Indicata  lettera  che  in  appresso  mi  avrebbe  comunicato  diversi  risultati 
importanti  di  geometria  sferica,  scienza  da  esso  coltivata  con  gran  pre- 
flllesìdne.  Ma  disgraziatamente  sono  già  alcune  settimane  che  bp  ^p^ 
nosciuta  la  improvvisa  perdita  che  le  scienze  hanno  fatto  del  dotto 
-  Aotore.  Queslo  dbpiaoere  mi  è  stato  tanto  pia  grave  nell'animo,  dal 
conoscere  co^  quanto  impegno  esso  avrebbe  promossp  oo'  syupi  4K>tlà 
scritti  la  pubblicazione  degli  annali,  e  mi  duole  somman^ente  chi;  noq 
abbia  potuto  vedere  pubblicata  la  lunga  Memoria,  che  con  tapta'l^ene- 
volenza  si  era  compiaciuto  inviarmi.  Nella  lettera  del  17  settembre  , 
parlando  d^l^.  ricerche  sulla  geometria  sferica  dice  dì  aver ,  trovata 
una  formola  ^  qua  duce  aream  figurae  sphaericae  computare  queat  cu- 
iut  laieen  mmt  areus  cérvart/m  iphaeriearwm  quMum^unquei 


(44) 
sont  aequales.  Qaacvis  oblongi  linea  diagonalis  alteram  divìdit 

in  partes  acqaales  ,  el  oblongum  ipsum    dividit    in   triangala 

congrua.  Si  oblongi    area  a  computanda  esl  e  datis    lateriba» 

duobus  oc  et  /S,  et  si  angui us  intcrnus  est  C^  patent  formulae 

notissimae 

1^       r.  «  sin  C 

a  =  4G  —  2n    et     tang  -j-  = 


cot  —  cot  -^  -f-cosC 

Quia  C  =  -7-  -+•  5  ,  ideoque  sin  C=  cos  -j-  et  cosC  = — 8*o-j- 

formula  sccunda  fit 

.    a  a 

sin -e-  cos  *-7- 

4  4 


a  a         B  a    ' 

-r-         cot  -^  cot  ^  —  sin  T- 
4  2  2  4 


sive 


4     a  u  B 

sin-j  =  (ang   -  •  tatig -^  , 

qua  duce  arcani  oblongi  a  e   duobus   lateribus    datis  optime 

a  /3    ■ 

computabis  ,  dummodo   tang  —  tang  -^   ^  1  »  ^^1  quod  eo- 

dem  redit^  si  a  +  /3  <C  ti  est. 

Si  latus  /3  3=  a  suroitury  oblongum  fit  quadratura  sphaeri- 

curo,  quod  e  latere  et  construi  poteste  si  a  <C  -q-  r    ^t  cuius 

aream  a  compatjibis  ope   formula  sin  ~  =  tang^  —  .  Ex  bis 

4  ^ 

lector  benevole  l  jam  perspicies,  eodem  modo  ,  quo  in  Plani- 
metria^ et  in  Sphaerìca  construi  posse  tatus  quadrati  sphaeri- 
ci,  quod  dato  oblongo  sit  acquale.  Quod  si  supra  lateribus 
trianguli    rectangularis    spbaerici  a  ,  j3  ^  7  ,  quorum  quodvis 

-<  —  construuntur  quadrata  sphaerica,  cuiufs  areae  sint  a,  b^ 

e  ^  et  si  7  hypotenusam  esse  censes^  erit  eos  y  s=  cos  ce  coa^. 
Quia    vero  e  formula 
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a         -,  «         ^—  *os  a 
3.n  ^  =  tang    _  =    ——^ 


sequitur 


cos  cc  = 


1  —  ^''^  "T" 


a 
8in-r- 
4 


ob  formolam 


cos  7        cos  oc  COSI  /3 


terit 


1  —  Sin  --  1  —  sjn  T- 

4  4 

vel  qaod  idem 


A 


Quaro  ope  functionis  longitudinalis  hyperbolicaej  ila  dieta,  quod 
ipsias  ope  fancliones  hyperbolicae  ad  fuQctiones  cyclicas  re- 
vocantur  ,  theorema  Pylhagorac  e  Planimetria  in  sphacricam 
traosfertar.  Funclio  haec  longitudinalis  JP  f  hyperbolica  mea 
opera  in  tabulas  redacta  est  talis^  ut  sit 


■e? 


^: 


? 


^  /  ^  .  /sinav      ^  /sinA\ 

i  1        -f  («— *)=-C  «'C  sinl  — 7  •— -P  are  sin  (  —  J. 

Eang  y^?=tangi  ?  A  ^  Uosbr^X  Vcosa/ 
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Functio  kmgiiudinalis  inversa  est  cycltca  talis,  ut  sit 

JPlf  =  1^  f  =  y  ,  lf=  2arc  tang  {e?)  —  — =  —  — 2arc  tang(e-P) 

*  do 

=  are  tang  (e?)  —  are  tang(c-?)  ;  3ly  =  =5-^   ', 

|(— y)  =  —  ly  ;  ^(yi)  =  i  ìf    et    1(91)  =».|^? ,  si  *=l^— 1, 

8Ìnl9  =  ^aDg9,      cosIf=g5 —  , 

1  1 

tang  \(p  =z$ìn(p  ,     tang  -^r- \f  =  5ang  -  y  , 


V 


SOLUZIONE  DI  UNA  QUESTIONE  DI  GEOMETRIA, 

ENUNCIATA  ALLA  PAG.  298  DEL  TOMO  IX 

DEGLI  ANNALI  DEL  SIG.  TERQUEM 

ESTRATTO  DI  UNA  LETTERA 
DEL  M«.  PROF.  FORTUNATO  PADVLA 
AL  COnPILATOnE 

Sig.  Professore 

Tra  le  quis(ioni  non  risolute  notate  in  fine  del  citato  vo- 
lume IX  degli  Annali  del  Sig.  Terquem  vi  è  il  seguente  teo*- 
rema  di  lacobi  :  (c  I  tre  vertici  A,  B,  G  di  un  triangolo  >  ed 
»  i  tre  vertici  A'  ,  B',  G'  di  un  tetraedro  sono  dati;  per  un 
»  punto  qualunque  M  nel  piano  del  triangolo  ABG  si  tirino 
»  le  rette  MA,  ME,  MG,  si  prenda  nello  spazio  un  punto  S  tale 
»  che  nel  tetraedro  SA'B'C  si  abbia  SA' =  MA  ;  SB'sMB; 
»  SC'  =  MG  ;  il  luogo  del  punto  S  è  una  superficie  di  se^- 
>y  condo  grado  ». 

Non  conoscendo  veruna  dimostrazione  di  questo  teorema  , 
le  ne  trascrivo  .una  di  cui  farà  quell'uso  che  le  piacerà. 

Ghiamando  <t,  6,  e  i  lati  del  triangolo  ABG  opposti  agli 
angoli  A,  B,  G,  ed  6c,  ^,  7  le  rette  MA ,  MB  y  MG  si  ha  tra 
queale  sei  rette  Tcquaiione 
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(1)  =«(*) 


—  c^ià"  ^  4'  —  O  7'-+-  a*  b^  e 


(')  Quest'equazione  può  trovarsi  in  yarii  modi,  e  sotto  altra  forma  è 
pur  conosciuta  :  il  seguente  è  uno  dei  non  molto  lunghi.  Secondo  la 
la  varia  posizione  del  punto  M  o  i  tre  angoli  AUD,  AMG,  BMC  fanno, 
quattro  retti  o  uno  è  uguale  alla  somma  degli  altri  due,  onde  indican- 
doli con  C,  V,  A',  si  ha 

cos  A'  =  cos  (B'  ±1  C) , 
ovvero 

cos' A'  -H  cos'B'  -H  cos'C  —  2cos  A'  cos  B'  cos  C  «  1. 

Ha 

dunque  si  avrà  la  prima 

— (^'  -+7*  -  «*)(«'  -^  7*— *")(«*  -+- 18*— 0=  4«*/3  Y» 

la  quale  osservando  che  i  termini  di  sesto  grado  rispetto  ad  ot ,  ^^  y 
si  distruggono,  cioè  che  si  ha 

-  (P'  -+-  7*)(«'  -1-  7")(«'  H-^')  =  *«'PY  » 
si  riduce  ad 


-»-a'(«'-f-/3*)(«*-f-7')H-A'(^'H-«')(/3V7*)-Hf'(7'-+-«')(7'-^/S')  -0 
—  4V(/3*  -h  /)  —  a'c'(«'  -H  7*)  —  a'b'ioc'  -+-  /3*)  -H  a'òV  J 

e  questa  osservando  che 

(«»  -4-  ^'')(«*-f-7')  —  2«*(/3'-t-7'')  =  «*  —  a'7'-t-/3  Y  —  ^'«^ 

=(«'-7»)(«'-P'), 

e  cosi  por  gli  altri  coefficienti  di  b^  e  di  c^,  raccogliendo  i  coefficienti 
di  a^y  ^3,  y3,  riducesi  all'equazione  (1)  riportata  qui  sopra. 
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simmetrica  rispello  ad  a,  bj  e  ;  ed  a,  jS,  7.  Inoltre  ìudicaodo 
COQ  jc,  yyz  le  coordinate  dei  vertice  S,  e  con  x\  y'  ;  x",  y"  ; 
x'"j  y'"  quelle  de*punti  A',  B',  C,  supposti  giacere  nel  piano 
delle  X,  y,  si  ha 

ce-  =  ^  X  -  xy  ^  {y  -  yy  ^z\ 


(2)     I     /S'=(x-xT-^{y-^yVH-^% 

onde  essendo  le  differenze  a*  —  ^* ,  a*  —  7*  ,  /S*  —  7*  di 
primo  grado  rispetto  ad  x,  y,  z,  l'equazione  (1)  risulta  di  se* 
condo  gradoy  e  per  conseguenza  il  vertice  S  trovasi  sopra  una 
superficie  di  secondo  grado  :  volendone  l' equazione  si  sostui- 
ranno  nella  (1)  i  valori  (2)  di  a',  jS',  7^.  Un  opportuna  scella 
di  assi  nel  piano  Xj  y,  può  dare  risultamenti  non  tanto  com- 
plicati. 

Ponendo  js  =  0  si  ha  nn*equazione  in  x^  y  che  rappresen- 
ta una  delle  sezioni  principali  della  superficie  :  vedesi  quindi 
che  :  dati  due  triangoli  ABC  ,  A'B'C  esistono  rispetto  ad  essi^in 
generale  ,  due  curve  di  secondo  grado  tali  che  per  ogni  punto  M 
di  una  di  esse^  ne  esiste  un  altro  M'  sulV altra  in  modo  che  si  ha 
MA  =  MA' ,  MB  =  MB' ,  MC  =  M'C. 

La  ricerca  di  siffatte  curve  quando  sono  dati  i  punti 
A,  B,  C;  A',  B',  Cy  e  viceversa  di  questi  punti  allorché  sono 
date  le  curve  determina  immediatamente  la  superficie  che  é 
la  locale  del  punto  S ,  e  potrebbe  forse  somministrare  delle 
nuove  proprietà  delle  curve  coniche. 


•o  ••imi»! o- 
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SULLA  RISOLUZIONE  DELLE   EQUAZIONI    ALGEBRICHE 

MEMORIA 
DEL  MG.  DOTT.  ElIVRICO   BETTI 

Professore  di  Matematiche  uel  liceo  Fortegnerri  di  Pistoja. 

Nella  presente  memoria  ho  preso  a  trattare  colla  massima 
generalità  i  problemi  relativi  alla  risolubilità  delle  equazioni 
algebriche ,  che  si  proposero  i  due  sommi  geometri  Abel  e 
OaUnsj  e  intorno  ai  quali^  per  la  morte  che  li  rapi  ambedue 
alla  scienza  ancor  giovanissimi,  non  poterono  lasciare  altro  che 
poche  traccio  della  via  tenuta  per  raggiunger  lo  scopo,  e  mol- 
ti dei  più  importanti  teoremi  ,  ma  privi  in  gran  parte  delle 
loro  dimostrazioni. 

Dopo  che  Paah  Ruffini  di  Modena  ebbe  dimostrata  V  im- 
possibilità di  risolvere  per  radicali  le  equazioni  di  grado  su- 
periore al  quarto  in  generale,  Abel  il  priiìio  si  propose  di  de- 
terminare le  condizioni  da  verificarsi ,  affinchè  una  equazione 
di  grado  qualunque  fosse  in  particolare  risolubile  per  radica- 
li. II  metodo  da  lui  seguito  in  queste  ardue  ricerche  si  trova 
in  part^  abboz;^ato  in  un  frammento  di  memoria  ritrovato  tra 
)e  sue  carte  ,  e  pubblicato  ncifa  ^collezione  delle  sue  opero 
fatta  per  cura  del  professore  Holmboe.  I  chiarissimi  Sigg.  Mot- 
msten  e  Luther  hanno  sviluppato,  ed  esteso  nel  Giornale  di 
Creile  questo  bel  metodo,  per  applicarlo,  il  primo,  alla  dimo- 
strazione del  teorema  di  Abel  sulla  risolubilità  delle  equazioni 
di  grado  primo,  il  secondo  alla  determinazione  dei  criterj  di 
risolubilità  delle  equazioni  di  S"*  e  6"*  grado. 

Galois  quasi  contemporaneamente  all'  Abel  meditava  sullo 
stesso  problema^  e  17  mesi  dopo  la  morte  di  questi,  presentava 
all'Accademia  delle  Scienze  di  Parigi  una  memoria  dove  espo- 
neva una  nuova  e  profonda  teoria  da  lui  creata  per  risolvere 
il  problema  preso  sotto  un  punto  di  vista  più  generale,  e  V  ap- 
plicava alla  dimostrazione  di  un  teorema  sulla  risolubilità  per 
jinnali  di  Scienze  Mat.  e  FU.  r.  ///.  feblìrajo  1852  4 
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radicali  delle  equazioni  di  grado  primo,  il  quale  non  è,  come 
io  ho  già  fatto  conoscere  (*),  che  una  trasformazione  di  quello 
di  Abelj  poi  dinàostrato  da  Malmsten^  e  del  quale  egli  non  po- 
teva ayer  cognizione.  Poisson  e  Lacroix  eletti  a  riferire  sulla 
medesima  la  ritennero  quasi  iointelligibil«  j  e  rimproverarono 
ai  giovine  autore  ta  mancanza  della  chiarezza. 

Il  chiarissimo  Sig.  Ztotimff^i  pubblicando  questa  memoria,  e 
altri  frammeoti  sullo  stesso  soggetto  ritrovati  dt>po  la  morte  di 
CMois  j  annunziò  di  esser  giunto ,  dopo  aver  colmato  alcune 
leggiere  lacune,  a  riconoscere  T  esattezza  intera  del  metodo 
col  quale  ò  provato  in  particolare  il  rammentato  teorema,  e 
fece  conoscere  la  intenzione  che  egli  aveva  di  pubblicare  un 
Commentario  per  completare  certi  passaggi,  e  rischiarare  certi 
punii  delicati  di  quella  memoria. 

Le  condizioni  di  risolubilità  per  radicali  delle  equazioni  di 
grado  primro  possono  pertanto  ritenersi  determinate  e  dimo* 
strale  eoo  ambedue  i  metodi  dei  due  sommi  geometri.  Rima- 
Beyaue  però  fin  ora  da  determioarsi  quelle  relative  alle  equa- 
zioni di  grado  ami  primo,  Riolte  delle  quali  trovatisi  annunziate 
da  osai  sotto  forme  differenti^  può  dirsi  senza  diatostrazione, 
oei  frammenti  poalDod.  Riempire  questa  lacuna  i  V  oggetto 
principale  del  mio  lavoro. 

Io  ho  insti tuita  con  qualche  novità  una  teoria  delle  sosli« 
tuzioni,  e  per  mezzo  di  e&se^  fio  potuto  dedurre  eoa  facilità 
e  rigore  dalla  bella  teoria  del  Galois  olie  ho  sviluppata  ed 
eslesa  ,  la  determinazione  delle  condizioni  di  rìsolubiKtà  per 
radicali)  delle  equaziotti  di  W  grado  qualunque^  e  diflM>strare 
tutti  i  teoremi  relatÌTÌ,  tanto  sótto  la  forma  neUa  quale  li  an- 
nunziò Abel,  quanto  sotto  quella  colia  quale  li  annunziò  Ga^ 
lùìM  9  e  aggiungerne  alcuni  nnovi  per  completare  la  soluzione 
del  peobiema. 

Le  condizioni  generali  necessarie  e  aufikienlri  alla  risolu" 
bilità  di  una  equazione  di  grado  qualunque    non  le  he    date 

(*)  Vedi  Annali  4i  sciente  Fi»,  e  Mat.   compilati  da  B.    Tortoliai, 
gennajo  1851, 
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soltanto  per  il  caso  ia  cui  vogliasi  una  risoluzione  per  radi* 
cali,  ma  anche  per  quello  m  cui  ci  contentiamo  di  averla  con 
radici  dì  altre  equazioni  algebriche;  e  ho  accennato  un  princi- 
pio di  classiGcazione  degrirrazionali,  il  quale  spero  di  potere 
sviluppare  in  altro  lavoro. 

Ho  divisa  la  memoria  in  due  parti.  Nella  prima  ho  espo* 
sfa  la  teoria  delle  sostituzioni  :  nella  seconda  la  determinazione 
delle  condizioni  di  risolubilità  delle  equazioni  algebrìcbe. 


PARTE    PRIMA 

CAPITOLO  PRIIO 

t 

DELLE  «O0TITIJZIOIVI 

I. 

PBIMCIPJ  DSL   CALCOLO  DBLLl  SOSTITUZIOHI 

l.""  Una  sostiiuzione  è  la  operazione  mediante  la  quale  si 
passa  da  una  ad  un  altra  permutazione  di  più  quantità. 

Ci  serviremo  di  una  sola  lettera  x  con  diversi  indici  •  po- 
sti al  basso  per  distinguer  tra  loro  tutte  le  qUiSiAtità  che  en- 
trano nelle  permutazioni.  Perciò  potremo  ritenere  che  ogni  so- 
stituzione si  eseguisca  sostituendo  a  tutti  gli  apici  t'  una  fun- 
zione 9(1)  dei  medesimi;  e  la  indicheremo  colla  notazione 


r  ) 


La  funzione  9(1)  dovrà  godere  la  proprietà  di  prendere  per 
tutti  i  valori  successivi  di  i,  li  stessi  valori  che  prende  t,  ma 
in  ordine  differente. 

2.^  Adotteremo  diversi  sistemi  di  apici  secondo  il  nomerò  n 
delle  lettere. 


(52) 
1.°  Se 

e  p  numero  primo  j  prenderemo  per  apici  le  p  radici  della 
coDgraenza 

'  y  ^  *  (mod.p), 

le  quali  saranno  i  pnmeri  naturali  da  zero  a  /?  —  1  ;  poiché 
riguarderemo  eguale  a  zerq  la  parte  di  ogni  numero  multir 
pia  di  p. 

2.^  Quando  sia 

p  un  numero  primo  e  v  un  numero  qualunque,  ci  serviremo 
per  apici,  ieìh  p"  radici  della  congruenza 

(1)  /=t(mod.p). 

Galois  ha  osservato  che,  se 

F(0=0(mod.jp) 

è  una  congruenza  irriduttibile  di  grado  v^  e  I  una  radice  in« 
commensurabile  della  medesima;  tutte  le  radici  della  (1)  sono 
date  dalla  espressione 

t  =  a^  H-  a,  ^  -4-  Oa  r^  -4- .  . .  -4-  ay-i  r**  ; 

dove  a^,  £j(i . .  .  .  a^i  pirendono  successivamente  tutti  i  valori 
interi  minori  di  />,  e  si  riguardano  egi^ali  a  zero  le  quantità 
multiple  di  p  (^).  Le  proprietà  principali  di  questa  specie  di 
numeri  complessi  soqo  state  poi  dimostrate  con  molta  chia- 
rezza e  rigore  dal  Sig.  Schònemann  in  una  Memoria  inserita 
nel  tomo  31  del  gìornal  di  Creile ,  intitolata  Grafidziiye  einer 
(Ulgemeiner  Theorie  von  hòhem  Congruenzen. 

n  =  p''  q^r    .  .  . , 
e  py  q^  r  numeri  primi,  e  v,  ju,,  or  .  .  .  qualunque,  distingue- 


(-)  Vedi  Journal  de  Llouville  T.  Xr,  pag.  398,  ovvero  BuUeliiu  de 
f  errussac  T.  XIII,  pag.  428. 
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remo  le  quantità  con  più  apici  per  ciascuna    lettera  ,  i  quali 
siano  della  natura  dei  precedenti,  cioè  radici  delle  congruenze 

kP    ^  k  (mod.  p)j     A^    ^h  (mod^  y),     V    =:  l  (mod.  r) 


Per  brevità,  in  questa  prima  parte,  indicheremo  le  sostituzioni 
col  semplice  segno  delle  funzioni  degli  apici  che  debbono  so- 
stituirsi ai  medesimi  per  eseguirle^  servendoci  per  il  segno  di 
funzione,  sempre  di  lettere  greche.  Cosi  scrìveremo  f  in  luo- 
go di  (    '     ). 

4.^  Le  operazioni  successive  di  più  sostituzioni  0^  Og  d^...  9n-i 
equivalgono  a  una  sola  sostituzione  f  che  rappresenteremo, 
come  il  primo  fece  Cauchy  (%  òol  prodotto  di  quelle: 

y  =  6^  6,  ©a  ,  .  .  Sfl.j  ; 

dispónendo  i  fattori  nell'ordine  col  quale  sono  state    eseguite^ 
le  rispettive  sostituzioni 
Se  fosse 

si  avrebbe 

9  =  fi». 

5.°  Se  d  è  una  sostituzione  circolare  sopita  p  lettere  ,  ri-' 
petuta  p  volte  riprodurrà  la  permutazione  d' onde  siamo  par- 
titi; perciò  si  avrà  la  stessa  permutazione  eseguendola  a  o  b 
volte,  quando  sia 

a  ^  &  (mod.  />); 
e  si  potrà  porre 

onde  si  dovrà  stabilire 

6.^  Ogni  sostituzione ,  che  non  é  òircolare  sopra  un  certo 
numero  di  lettere,  equivale  a  più  sostituzioni   circolari  effet- 

0  Vedi  lourDjd  de  FEcole  Poi.  T.  X. 
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toate  sopra  lettere  differenti  j  e  quindi   con    an  ordine  qua* 
Inaqoe  {*). 

Siano  fo  7i  •  •  •  •  fm-i  queste  sostituzioni  circolari,  avremo 

e  ripetendola  n  volte,  poiché  ò  indifferente  Tordine  con  cai  si 
esegoiscono  le  sostituzioni  sa  lettere  differenti,  si  otterrà 

0'^  =f.(pif: ...  pi, . 

Affinchè  6'*  =  !  è  evidente  che  dovranno  esser  soddisfatte  le 
^egaeuti  equazioni 

^®  Po  Pi  *  *  'Pm-i  sono  i  numeri  delle  lettere  sopra  le  quali  ri- 
spettivamente sono  eseguite  le  sostituzioni  f»  9i  •  •  •  •  p^-i  9 
queste  equazioni  non  potranno  esser  soddisfatte  a  meno  che  n 
non  sia  divisibile  per  />o  ,  j9i  ,  .  .  .  .pi»-i. 

7.^  Chiameremo  ordine  di  una  sostituzione  il  numero  che 
ìndica  quante  permutazioni  differenti  si  possono  ottenere  ese- 
guendola più  volte  successive,  e  che  é  la  minima  potenza  della 
sostituzione,  che  dà  per  risultato  Tunità.  Ciò  che  si  é  stabilito 
nei  due  paragrafi  precedenti  dà  i  seguenti  teoremi  : 

1.  Le  potenze  di  una  sostiimione,  gli  esponenti  dette  quali  iono 
congrui  rispetto  alVordine,  sono  eguali  tra  loro. 

2.  L'ordine  di  una  sostituzione  circolare  su  p  lettere  è  eguale  ap. 

3.  L'ordine  di  una  sostituzione  qualunque  è  eguale  al  minimo  di- 
visibile  per  tutti  gli  ordini  delle  sostituzioni  circolari  sopra  lettere 
differenti^  delle  quali  è  il  prodotto, 

4.  Se  il  numero  p  delle  lettere  è  primoy  ogni  sostituzione  di 
pesimo  ordine  sarà  circolare  su  tutte  le  lettere. 

5.  Una  sostituzione  di  ordine  pritno  pj  o  é  circolare  su  p  let- 
tere, 0  è  il  prodotto  di  più  circolari  su  p  lettere  differenti  ciascuna. 


C]  V.  Serret,  Cours  d*Alg.  aup.  pag.  2tf2  o  Journal  de  l'Ecole  Po- 
lìthecuiqae  T.X. 
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^•*'  La  sostitazione   mediante  la  qaale  dalla   permotazione 
ottenuta  colla  9"%  si  torna  a  quella  d^onde  siamo  partiti  ò  O''"^; 
se  p  è  l'ordine  di  d.  Ora  poiché  d^  =  1  si  potrà  stabilire  che 

ossia  che  un  esponente  negativo  indica  una  sostituzione  in- 
versa a  quella  che  rappresenterebbe  quando  si  prendesse  posi* 
tivamente. 

Per  passare  dalla  permutazione  ottenuta  colk  soatitasione 
6^  a  quella  ottenuta  colla  (/;'"  ,  la  sostituzione  da  farsi  potrà 
rappresentarsi  con  9~"  (/;^. 

9.  Se  si  ha  eguaglianza  tra  due  prodotti  di  più  sostituzio- 
ni si  potra^^  piolliplicare  ambedue  a  destra  per  noa  atessa 
sostituzione,  come  pure  a  sinistra)  ma  non  però  in  {[eperale 
uno  a  destra  e  Taltro  a  sinistra. 

IL 

DBLLB  SOSTITUZIOm  ABKIVATB. 

10.^  Allorché  più  sostituzioni  sono  tali  che  le  lettere  can« 
giate  da  ciascuna  di  esse  sono  lasciate  ferme  da  tutte  le  al- 
tre, il  loro  prodotto  non  yaria  se  si  cangia  l'ordine  col  quale 
sono  disposti  i  fattori.  Ma  se  due  sostituzioni  9  e  ip  inducono 
cangiamento  anche  sulle  stesse  lettere,  non  é  più  indifferente 
lordine  dei  fattori,  non  é  più  in  generale 

©^  =  (//S , 
ma  invece 

(1)  fi^=(p9.  ; 

dove  9,  é  un  altra  sostituzione. 

Moltiplicando  da  ambe  le  parti  per  tp-^  si  ricava 

(2)  e,  =  ^'  ftp. 

La  sostituzione  9g  la  diremo  la  derivtUm  di  0  per  mezzo  di 
^,  0  la  sostitazione  priìnUiva  e  (^  la  deritafUe* 

La  derivala  éé  ^,  la  okiameremo  derivala  seoonda  4i  Oj  la 
derivata  della  derivata  seeonda,  derivata  ter»»,  o  così  di  saguiio. 
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iDdichiamo  colla  Dotazione  D'^  la  derivata    m^^*^^  di  0  per 
mezzo  di  (^;  ayremo 

(3).  D;e.(p  =  (//D"^*»e  ;   d- 050  =  07-^9;  dj  9  =  5; 

La  quantità  m  la  chiameremo  Vindice  della  derivata. 
11.^  Prendiamo  le  equazioni 

D^9  =  (/;-«  0(/^ ,        D^y  =  t/;-«  5H/. ,        D^x  =  'P'"  X^ 
Moltiplicandole  tra  loro>  avremo 

ossia  :  Za  deriverà  del  prodotto   di   più    sostituzioni  è  eguale  al 
prodotto  delle  derivate  delle  medesime. 
Se 

e=  f  =  X  =  ...  ;     sarà     (D^  Of  =  D^9'*  ; 

essendo  n  il  numero  delle  sostituzioni  :  dunque  la  derivata  della 

potenza  n'**""^  di  una  sostituzione  è  la  potenza  n*'""**  della  derì- 

vata. 

12.'»  Se 

0"  =  1  , 
sarà 

yiceversa^  quando 

(D^fi)'»  =  l, 
è 

D.Ì,  fi"  =  1  ; 
e  quindi 

Di  qui  ò  facile  dedurre    che  la  sostituzione  e  la  sua   derivata 
sono  dello  stesso  ordine. 

IS.""  La  derivata  per  mezzo  di  una  sostituzione  (p  ,  della  de- 
rivata per  mezzo  di  un  altra  (j;,  di  una  qualunque  9  ,  è  eguale 
alla  derivata  deUa  medesima  9  per  mezzo  del  prodotto  (/^. 


<  :7) 
InfaUi 

9 

moltiplichiamo  a  sinistra  la  2.^  per  ^^  avremo  ridacendo  colla  1^ 

ma 
danque 

e  ia  generale  si  può  dedarre  da  qaeste 

(4)  fiy      .  x^p?  =7  •  •    X^?  Dp  D^  Dx  •        Dy9 

(5)  Dp  D^  Dx  ....  Dy  S  =  Dy  ...  ;^^p  e . 
Se 

?  =  ^=Z--  -=7» 
la  (4)  e  la  (5)  divengono 

(6)    Bf=^''l^^^9, 


(7)     D     B  =  DJ  0; 

qnindi  la  derivata  per  mezzo  della  potenza  ;>«*""a  di  una  sosti- 
tuzione è  eguale  alla  derivata  p^'"^°  per   mezzo    della   medesima 
sostituzione, 
14.^  Quando 

è  anche  (v.  n.*»  13.**) 

quindi  "^  * 

dunque  derivate  dello  stesso  indice  eguali  hanno  eguali  le  loro  pri* 
miHve. 

Se  ^=1,  la  (6)  dà 
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(8)  0%$  =  $; 


dalla  quale  si  ricava 


quando  è 


d;  e  =  D*^  9 


a  =  b  (mod.  p)  :    , 

/e  derivate  gVindici  delle  quali  sono  congrui  rispetto  (Mordine  del- 
la derivante  sono  eguali  tra  loro. 

Sia  ora  n  il  minimo  numero  per  il  quale  si  abbia 

(9)  DJ  e  =  fi, 

e 

(IO)  pzssmn'^r , 

essendo  p  l'ordine,  di  ^. 

Derivando  (m-p»l)ii  volte  la  (7),  si  ha 

'     (11)  DJ"  Q  sD}*^'^"  e  =  0: 

e  dalla  (8)  sostituendo  in  essa  a  />  il  valore  (10), 

(12)        Dy'fl.  DJ  Q^Q  . 
Eguagliando  la  (11)  e  la  (12)^  si  ha 

Djr^e.  Df  «  =  D^e: 

'onde 

Df  0=9, 

e  perché  r<Cn^  dovrà  essere 

r  =  0. 
Dunque  Vindice  minimo  di  una  derivtUa  eguale  alla  primitiva^  è 
un  divisore  delV  ordine  della  derivante  ;  e  sono  eguali  le  derivati 
che  kanno  gCindki  congrui  rispetto  al  medesimo. 

Se  r  ordine  di  (p  é  un  numero  primo  p  le  derivate  ék 
renti  di  una  sostituzione  qualunque  rispetto  a  ^  saranno  p. 
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aPITOLO  SECONDO 

DEI  GRIim  DI  PKRMIJTASlOIil 

I. 
DILLI   SOSTITUZIOin   M   Uff   6pV»rO. 

15.°  Dicesi  Gruppo  di  permutazioni  una  serie  di  perniata- 
zioni  lali  che  uaa  sostitaziooe  mediaole  la  quale  si  passa  da 
una  ad  un  altra  qualunque  di  esse,  eseguita  su  tutte,  non  fac- 
cia che  permutarle  tra  loro ,  senza  produrne  nessuna  nuova 
che  non  appartenga  già  al  gruppo.  Si  dicono  sostituzioni  del 
groppo  quelle  colle  quali  si  passa  da  una  a  tutte  le  altre  per- 
mutazioni del  medesimo.  Se  queste  siano  (p^ ,  'i/^ ,  ^^ ...  {fi^^^  do- 
vrà aversi 

essendo  r  un  valore  intero  dipendente  da  m  e  da  n,  e  mino- 
re di  /». 

Un  gruppo  che  contenga  n  permutazioni  lo  diremo  di  grado 

Una  funzione  di  più  quantità  che  non  muti  valore  altro 
che  per  le  sostituzioni  di  un  gruppo,  avrà  altrettanti  valori 
quante  sono  le  permutazioni  di  questo. 

IG.""  Sia  q  l'ordine  di  una  sostituzione  ^^  del  gruppo  \q,o 
sarà  eguale  al  numero  delle  permutazioni  del  gruppo  medesi- 
mo, e  si  avranno  con  essa  tutte  le  permutazioni  :  o  sarà  mi- 
nore di  quel  numero,  e  se  ne  avranno  soltanto  f,  e  vi  saran- 
no poi  delle  altre  sostituzioni.  Sia  una  di  quéste  ^^  di  ordine 
f»;  da  ambedue  si  avranno  qn  permutazioni  differenti  ;  poiché 
supponiamone  due  eguali 

moltiplicando  a  destra  per   'ifà' ,   a  sinistra  per  ^^  , 

I 
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Prendiamo  (s  —  s')k  =  l(raod.  n),  e  inalziamo  alla  potenza  A, 
si  avrebbe 

e  quindi  la  sostituzione  (pi  non  sarebbe  altro  che  una  potenza 
di  -'ò^  j  e  non  una  nuova  che  potesse  dare  dello  altre  permu- 
tazioni. Se  qn  non  è  eguale  al  numero  delle  permutazioni  del 
gruppo,  si  avrà  anche  un  altra  sostituzione  ^2  9  colla  quale  si 
otterranno  altre  qn  permutazioni,  tutte  differenti  dalle  prece- 
denti t  poiché  supponiamo 

si  avrebbe 

ossia  ^2  eguale  a  una  delle  precedenti  sostituzioni  ,  contro  il 
supposto.  Se  con  queste  jf(n+l)  permutazioni  non  sono  esaurite 
tutte  quelle  del  gruppo,  le  altre  sostituzioni  non  potranno  e- 
gualmente  dare  che  un  numero  multiplo  di  q  :  dunque  V  ar- 
dine di  una  sostituzione  qualunque  di  un  gruppo  è  un  divisore  del 
numero  delle  permutazioni  del  gruppo. 

Se  un  gruppo  avrà  un  numero  primo  di  permutazióni^  le  so- 
stituzioni del  medesimo  saranno  tutte  potenze  di  una  sola  di  or 
dine  p. 

17.°  Chiameremo  eguali  due  gruppi  quando  tutte  le  sosti- 
tuzioni di  uno  saranno  eguali  a  quelle  delPaltro,  ancorché  dif- 
ferenti siano  le  permutazioni. 

Se  le  sostituzioni  saranno  differenti ,  ma  nello  stesso  nu- 
mero e  di  ordini  eguali,  i  gruppi  conterranno  anche  ano  stesso 
numero  di  permutazioni,  e  li  diremo  simili. 

II. 

DEI  eaUPPI  DBBIVATI  SIMILI. 

IS.""  Siano  $^  &I  $2  •  •  •  dp-i  ^tte  le  sostituzioni  di  un  grnf- 
pò  G;  (p„  (//,.. .  ^«-,  quelle  di  un  altro  T.  Un  gruppo  ottenuto 
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eseguendo  soUe  permutazioni  di  G  una  sostitnjsione  ^^  ha  le 
sue  sostituzioni  derivate  di  quelle  di  G  per  mezzo  dì  «//^  ,  e 
perciò  Io  diremo  Gruppo  derivato  di  G  per  mezzo  di  ^mj^  lo 
indicheremo  colla  notazione 

D^  G 

Poiché  le  sostituzioni  derivate  sonò  dello  stesso  ordine  delle 
primitive  (v.  n.°  12),  t  gruppi  derivati  saranno  o  similij  o  eguali 
al  primitivo  o  tra  loro. 

I  gruppi  derivati  di  unoG  per  mezzo  delle  sostituzioni  di 
un  altro  F  si  dicono  derivati  di  G  per  mezzo  di  F ,  che  dicesi 
derivante.  Se  sono  simili  e  sommandoli  si  ha  un  gruppo,  questo 
si  chiamerà  gruppo  della  somma  dei  derivati  di  G per  mezzo  diF. 

19.^  Una  sostituzione  (p  che  converte  una  permutazione  di  un 
gruppo  G  in  una  di  un  suo  derivato,  cangia  il  primo  gruppo  in- 
iieramente  nel  secondo. 

Infatti,  sia 

Moltiplichiamo  per  9    a  sinistra,  avremo 

Ora 

9^  9„,  =  6, ,        'e^  9„,  =  9,  9;"'9^'  =  9,  : 

onde 

9,fp  =ib,D.^^   9, 

Poiché  q  e  quindi  a  possono  esser  qualunque,  se  ne  deduce  che 
tutte  le  permutazioni  di  un  gruppo  rimangono  cangiate  in  quelle 
di  un  suo  derivato,  quando  rimanga  cangiata  una  sola  di  esse 
in  una  di  quelle  delfaltro,  come  volevamo  dimostrare. 

20.°  Se  tutti  i  groppi  derivati  sono  soltanto  simili,  tutte  le 
sostituzioni  del  gruppo  H  che  ne  è  somma ,  li  permuteranno 
tra  loro;  e  il  gruppo  K  somma  di  queste  permutazioni  conterrà 
un  numero  di  sostituzioni  eguale  al  numero  delle  sostituzioni 
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di  H)  e  (alte  di  ordini  rispettivamente  eguali  a  quelli  di  qtie^ 
aie  nltiniey  e  perciò  sarà  simile  a  H. 

Il  grappo  K  lo  diremo  gruppo  delle  permutazioni  sopra  i  <fe* 
rivaiij  e  potremo  stabilire  che  il  gruppo  delle  permiUasioni  sopra 
i  derivati  è  simile  al  gruppo  della  somma  dei  derivati,  aUorquan^ 
do  questi  sono  soltanto  simili  tra  loro. 

IH. 


BRI  GRUPPI   DRRIVATI   RGCALI. 


21."*  Quando  i  gruppi  derivati  per  mezzo  di  an  grappo  F 
sono  tutti  eguali  ma  non  identici  tra  loro,  cioè  quando  hanno 
eguali  le  sostituzioni,  ma  non  le  permutazioni,  e  si  ha 

G  i=  Dd,    6  =  Dd,   G  = ....  =  D^      G  ; 

il  gruppo  derivante  T  delle  sostituzioni  tp^  fp^  ...  iffn^t  j  prenderà 
il  nome  di  moJltpItca^ore  del  gruppo  primitivo  G;  e  anche  quello 
di  divisore  del  gruppo  H  che  risulta  dalla  somma  di  tutti  i 
gruppi  derivati. 

Il  gruppo  H  lo  chiameremo  il  prodotto  di  G  per  F,  e  porremo 

H  =  Gr. 

Se 

1    :^Gi  I  I  9      li  =  iìa  1  2  >  •  •  •  1  /2-2  =^  G/i-a  iiri'i  y 

sarà 

H  =  G  Gì  Ga  .  • .  G/i-i } 

e  poiché  l'ordine  di  questi  fattori  non  è  indifferente  ,  distin- 
gueremo questi  gruppi  tra  loro,  chiamando  G/|.,  il  l.""  divisore, 

Gn-2  j  "•  2.**  G  r  n'""%  ultimo  divisore;  e  G,  il  primo ,  G, 

il  2.V .  . .  Gn-i  r(n-l)"""*'  moltiplicatore  di  G. 

Se  non  possono  esistere  altri  moltiplicatori  dopo  F,  si  dirà 
questo  il  massimo  moUqiicatore  di  G. 

Un  gruppo  che  non  ammette   nessun   divisore  Io  diremo 
primo.  Uno  che  non  abbia  nessun  moltiplicatore  gruppo  massimo. 

Poiché  del  gruppo  H  le  sole  sostituzioni  che  ha  comuni 
con  F  permutano  tra  loro  i  derivati  di  G;  si  può  stabilire  che 
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U  i/rìÈfpo  dUZe  pemMUazioni  sopra  %  derìwUi  per  mezzo  di  un  tnol- 

UpilieaiorB  di  essi  è  simile  a  questo  moltiplicatore. 

22.°  Il  derivato  del  prodotto  di  più  gruppi  è  eguale  al  pro" 

dotto  dei  derivati  di  eiaecuno  di  essi  presi  nello  stesso  ordine. 

Sia 

H==Gr, 

e  9m  le  «ostltQzioni  di  G,  fpn  quelle  iì  F;  arremo 


'm  ^^  ^m' 


Deriviamo  H  per  mezzo  di  f,  nel  grappo  che  si  otlerrà,  alle  9„ 
corrisponderanno  le  J)f  &m  ^   alle  ^n  »  le   D^»  ^n  •  Ora    si    ha 

(T.n.Ml;) 

D^e«  D^  tl^n  ~  D^  G„  iPn  —  D^ipn  0..'  =  Df^u  Dy  6^.  ; 
onde 

m 

e  il  groppo  D^H  sarà  il  prodotto  dei  due  derivati 

Dy  G    e    Dj,  r  5 

Vf  Gr  =  Dp  G  Dyf  : 
e  io  generale  se 

H  =  G  Gì  G3 .  •  • .  G;i.i  f 

D^  H  ss^D^  G  D^  G|  D^  G2  •  • .  D^  G/j.i . 

C&PniLO  lEUO 

^EJLJLA  9ftTERmii4«ieifE   DEI  ]M«I<TIPI<lCATOM 
E  MTIEDKI  91  VS  OBIJinrO* 

I. 

■aOASIOin  1»L  HASSBfO  MOLXDEICAIOBI 
B  DBI  DITISORI  DI    CN  6BUPP0. 

23.°  Dato  un  gruppo ,  possono  esser  proposti  due   proble- 
mi; determinarne,  1.°  i  gruppi  moltiplicatori,  2.°  i  divisori. 


(  64  ) 

La  soluzione  di  ambedue  questi  problemi  richiede  prima 
la  determinazione  di  uua. funzione  9  degli  apici  che  dia  tutte 
le  sostituzioni  del  gruppo  per  i  differenti  valori  che  prendono 
le  costanti  o  parametri  che  entrano  nella  medesima. 

1.  Per  la  determinazione  dei  moltiplicatori  osserviamo  che^ 
indicando  con  tp  le  loro  sostituzioni,  e  con  9  quelle  del  gruppo 
dato  H,  dovranno  i  derivati  per  mezzo  delle  ip  essere  eguali  tra 
loro,  e  quindi  le  sostituzioni  derivate  delle  9  per  mezzo  di  ip 
eguali  ad  altre  delle  medesime  9}  onde  deve  aversi  la  equa- 
zione 

(13)  D^9„=9^', 

.  dove  essendo  9n  una  sostituzione  del  gruppo  dato ,  0|„  ne  é 
un  altra  le  costanti  della  quale  sono  dipendenti  da  quelle  di  6;,. 
Questa  equazione  corrisponde  alfaltra 

(14)'  'Pl9„m  =  6„i<i>if)i. 

Il  valore  di  fp  che  è  Tintegrale  più  generale  di  questa  conterrà 
tutti  i  valori  che  sodisfano  la  (14),  e  quindi  tutte  le  sostitu- 
zioni del  massimo  moltiplicatore  del  gruppo  proposto. 

2.  Passiamo  ora  alla  decomposizione  di  un  gruppo  nei 
suoi  successivi  divisori  primi. 

Siano 

(a)         9,    9„,  9,,  .  .  .  9„^^  , 

le  sostituzioni  di  un  gruppo  G  , 

(f>)        K  ^'».  K  ■  ■  -  V.  •> 

quelle  di  un  altro  Tn  -  affinché  un  gruppo  H  sia  il  prodotto  di 

questi,  cioè 

H  =  Gr^, 

sarà  necessario  e  sufficiente  che  le  (a)  formino  un  gruppo  ef- 
fettivo, e  che  quindi  soddisfacciano  la  equazione 

* 

(15)         0„  9,   =9, 

n        m  r 
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(\r.  n.""  IS.*");  e  che  inoltre   siano  egaali  i  derivati  di  G  per 
mezzo  di  r„  (y.  n.^  Sl.^),  cioè 

(16)        D,  d,=^G„ 

b         n  m    9 

(17)       9,  i9„  (f)3==5a  ce»  (»■)]. 

Le  sostitazioni  di  Tn  che  sono  il  prodotto  di  una  medesima  so- 
stituzione per  due  differenti  delle  {a\  danno  dei  derivati  non 
solo  eguali,  ma  anche  identici,  cioè  colle  stesse  permutazioni, 
e  quindi  esse  dovranno  ritenersi  eguali  tra  loro  nel  gruppo  r^J 
il  grado  del  quale  sarà  dato  perciò  dal  numero  di  quelle  sostitu- 
zioni soltanto  che  permutano  effettivamente  tra  loro  i  derivati, 
e  che  perciò  non  hanno  per  fattore  nessuna  delle  (a),  e  po- 
tranno anche  non  formare  un  vero  groppo.  Con  questa  consi- 
derazione riman  sempre  vero  il  teorema  del  num.<*  21,  e  inol- 
tre si  può  stabilire  che  il  prodotto  dei  gradi  dei  divisori  di  un 
gruppo  è  eguale  al  grado  del  gruppo  stesso, 

I  valori  più  generali  che  soddisfanno  le  equazioni  (15)  e 
(17)  danno  le  sostituzioni  del  secondo  divisore  G,  sul  quale 
operando  come  sopra  H,  se  ne  potrà  ottenere  un  terzo  Gì ,  e 
così  seguitando  si  giungerà  finalmente  a  un  ultimo  divisore 
primo  Fi* 

Le  sostituzioni  deirultimo  gruppo  G/7-.a  di  cui  è  divisore  Fi, 
private  dei  fattori  eguali  a  qualcuna  delle  sostituzioni  di  Fi , 
daranno  un  primo  moltiplicatore  F^  ,  quelle  di  G/1-3  ,  tolti  da 
essi  fattori  eguali  a  alcuna  di  quelle  di  Gn-2  1  daranno  un  se- 
condo moltiplicatore  F3 ,  e  cosi  di  seguito  ayremo  tutti  i  mol- 
tiplicatori fino  air  ultimo  F^l,  e  sarà 

H  e=  F|  Fa  Fs . . .  F|| . 

Tutti  questi  divisori  saranno  primi ,  perchè  altrimenti  non  si 
sarebbero  presi  per  i  valori  che  sodisfanno  la  (15)  e  la  (17) 
lutti  i  possibili  come  abbiamo  supposto. 

Quando  si  trovassero  una  serie  di  valori  (a)  che  soddisfa-   ■ 
cessero  la  (15)  e  non  la  (17),  le  sostituzioni  che  essi  rappre- 
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senterebberoi  darebbero  tanti  grappi  derivati  simili ,  quante 
fossero  quelle  di  H  noa  comprese  nelle  (a).  La  decomposizioDe 
di  un  groppo  nei  saoi  divisori  primi  corrisponde  a  quella  che 
Gahù  chiamaya  deconqMmzione  propria.  La  determinazione  di 
più  derivati  simili  dei  quali  un  gruppo  dato  sia  la  somma, 
corrisponde  alla  decomposizione  che  egli  chiamava  impropria, 

NeUa  ricerca  dei  moltiplicatori  di  un  grappo  distinguere* 
mo  tre  casi  :  1.''  queHo  nel  quale  il  numero  delle  lettere  é 
primo:  2.^  quando  ò  il  prodotto  di  numeri  primi  differenti  tra 
loro:  3.^  quando  é  una  potenza  di  un  numero  primo. 

IL 

■ASSUIO  UOLTIPLICATOKI  DBI  «aUPFI  DI  UR  jrUUtO  PEUfO 
DI  PBBHJrTAZIORI  SOPBA  un^lfUlUBO  BfiUAU  DI  LBTTiaB. 

■ 

24.^  Sia  p  il  numero  primo  delle  lettere,  e  delle  permu- 
tazioni del  gruppo.  Lt  sostituzioni  del  gruppo  saranno  tutte  le 
potenze  differenti  di  una  sola  di  ordine  p  (v.  n.  16),  circolare 
fopra  tutte  le  lettere  (r.  n.  7. 4)^  la  quale  disponendo  eonvenien- 
tenento  gli  apici  numerici  i  della  prima  permutazione,  sarà 

La  equazione  (14)   da  integrarsi  per  avere  il  massimo  molti- 
pKcatora  diverrà 

^(iH-l)t=^(i)-ha, 

la  quale  ha  per  integrale  generale 

^(t)  =zai  ^-4  =a(i  '¥'€):=:ia  [f(<)  p  , 

dove  ae^b. 

Le  potenze  di  <p{i)  essendo  poi  sostituzioni  del  gruppo  pri- 
mitivo, tutte  le  sostituzioni  del  massimo  moltiplicatore  saranno 

date  da 

^(i)  sa  ai  : 

ed  essendo  X  una  radice  primitiva  di  j>,  e  ponendo 

e(t)  =  ^»; 


lotte  sdranno  poteexe  dì  6(t):  dunque  le  soitituziani  del  masHam 
moUqMcaiare  di  un  gruppo  di  un  numero  primo  di  permukaioni 
sopra  un  numero  primo  di  lettere j  t  che  perciò  ha  per  eoetiiuziom 

le  potenze  di    l,     A  soltanto^  sono  tutte  potenze  della  unica 

e  quindi  il  gruppo  le  cui  sostituzioni  sono  tuUe  comprese  nella 
notazione 


\aiA-h) 


è  un  massimo. 

III. 

MASSIMO   MOLTIPLICATOBB  DI   UN  GBUPPO  DI  UN  HVMBRO  PSUIO 

DI   PBBMUTÀZIOKI  SOPRA  VN  RUMBBO  M  LBTTBBB  CBB  HA 

DBI  PATTOBI  PBIMI  DlFPBBBlfTI  Tl^  LOBO. 

25.°  Sia  primo  il  numero  p  delle  permutazioni  di  un  grup- 
po G,  e  iì  numero  m  delle  lettere  che  entrano  nelle  medesi- 
me, sia  il  prodotto  di  più  fattori  primi  differenti  tra  loro.  A- 
yremo  che  tutte  le  sostituzioni  di  G  saranno  potenze  di  una 
sola  di  ordine  p  (  Y.  num.  16  )  che  risulterà  dal  prodotto  di 
q  circolari  »  ciascuna  sopra  un  sistema  di  p  lettere  differenti 
{y.  n.°  7.  5)  Distìnguiamo  tra  loro  con  un  primo  apice  k  le 
lettere' di  un  sistema,  con  un  secondo  &  indichiamo  il  sistema 
al  quale  apparten|;ono.  Il  simbolo 


comprenderà  tutte  le  sostituzioni  di  G. 

Un  primo  moltiplicatore,  per  ciò  che  si  è  detto  preeedeo* 
temente  (v.  n.^  24)  sarà  un  gruppo  F  le  sostituzioni  del  quale' 
sono  potenze  di 


^^u» 


::)• 


•  (68). 

MoUiplicalore  del  grappo  GF»  che  no  risalta,  sarà  ogai  grup- 
po H  che  DOD  abbia  altre  sostituzioni  che  sai  sistemi;  cioè  com- 
prese nella  notazione 

perchè  evidentemente  qaeste  non  cangiano  le  permutazioni  delle 
lettere  di  ogni  sistema  in  particolare. 

26.''  Un  grappo  L  =  KH^dove  K  non  abbia  altre' sostituì 
zioni  che  sopra  gl'indici  A,  H  sopra  gli  A,  lo  diremo  a  UUere 
congiunte  j  e  kUere  congiunte  quelle  che  hanno  ano  stesso  in- 
dice A.  Tra  le  sostituzioni  di  K  ve  ne  potranno  essere  anche 
alcune  che  permutino  soltanto  gl'indici  k  di  uno,  o  di  alcuni 
sistemi;  come  pure  alcune  che  permutino  quelli  di  un  sistema 
in  un  modo,  e  quelli  di  un  altro  in  un  modo  differente.  Ma 
vi  dovranno  essere  insieme  tutte  le  derivate  differenti  di  que- 
ste sostituzioni,  per  mezzo  di  un  altra  qualunque  sopra  ghn- 
dici  h  soltanto^ 

Se  non  esiste  alcun  moltiplicatore  del  gruppo  ,  che  dia 
un  prodotto  a  lettere  congiunte,  L  sarà  un  gruppo  nuusimo  , 
a  meno,  che  il  numero  delle  lettere  che  entrano  nelle  permu- 
tazioni non  abbia  tutti  eguali  tra  loro  i  suoi  fattori  primi  co- 
me passiamo  a  dimostrare. 

Supponiamo  che  sia  un  molti  plicatore  di  L  il  gruppo  F  di 
V  permutazioni.  Le  sostituzioni  ip^  <pi .  •  .  <i^v.a  di  esso  non  po- 
tranno essere  né  sugl'indici  A,  né  sui  k  soltanjlo,  perchè  altri- 
menti L  non  sarebbe  il  massimo  gruppo  a  lettere  congiunte , 
come  abbiamo  supposto. 

Le  lettere  che  in  un  gruppo  derivato  D^  L  corrispondono 

a  quelle  di  ciascuno  dei  diversi  sistemi  di  lettere  congiunte 
nel  primitivo  L,  formeranno  altrettanti  nuovi  sistemi  di  lettere 
congiunte  nel  derivato,  e  poiché  i  gruppi  L  e  D^  L    sono  e- 

guali,  le  lettere  congiunte  nell'uno  sono  congiunte  anche  nel- 
r  altro  ,  e  quindi  nel  gruppo  L  le  m  lettere  si  potranno  di- 
sporre almeno  in  v  differenti  modi  in  q  sistemi  di  p  lettere 
congiunte  ciascuno. 
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Fra  questi  modi  ?e  ne  sarà  sempre  ano  tale  j  che  faccia 
appartenere  due  lettere  qualunque  per  es.  x^^,  x^  ,  allo  stesso 
sistema. 

Infatti  tutte  le  lettere  che  fanno  parte  dei  sistemi  che  con- 
tengono  la  lettera  x^  non  potranno  esser  differenti  da  tutte 
quelle  dei  sistemi  che  contengono  x^;  perchè  altrimenti  tanto 
quelle  che  queste  farebbero  un  sistema  di  lettere  congiunte 
nel  gruppo  LF^  contro  il  supposto.  Sia  per  tanto  Xc  una  let- 
tera che  fa  parte  di  un  sistema  con  jr«  e  di  uno  con  x^.  Nel 
gruppo  L  non  tì  saranno  sostituzioni  che  cangiano  x^  in  una 
lettera  di  un  sistema  qualunque,  e  che  non  permutino  contempo- 
raneamente x^  e  Xi,  in  due  altre  del  medesimo^  dunque  a;«  e  a:^ 
faranno  parte  di  uno  stesso  sistema,  e.  v.  d. 

27.®  Due  lettere  non  possono  far  parte  altro  che  di  un 
solo  sistema  dì  lettere  congiunte.  È  chiaro  se  p=s2.  Sep>2j 
supponiamo  che  x^  e  x^  faccian  parte  di  due  sistemi  diffe- 
renti in  tutte  le  altre  lettere.  Nel  gruppo  L,  in  questo  caso  , 
non  yì  sarebbe  sostituzione  che  permutasse  x^  sènza  permu- 
tare anche  x^ ,  e  viceversa  :  poiché  anche  cangiando  x^  in 
una  Xc  a  lei  congiunta ,  x^  formando  parte  con  Xt  anche  di 
un  altro  sistema  che  non  contiene  x^  ,  dovrebbero  tutte  le  let- 
tere di  questo  ultimo  rimaner  cangiate  in  quelle  del  primo,  e 
quindi  anche  la  or^  .  Quelle  lettere  poi  nelle  quali  rimarreb- 
bero cangiate  x^,  e  x^,  verrebbero  a  far  parte  di  due  sistemi, 
e  sarebbero  nello  stesso  caso;  e  cosi  di  seguito.  Dunque  L  sa- 
rebbe un  gruppo  a  lettere  congiunte,  i  sistemi  del  quale  sa- 
rebbero di  due  lettere,  contro  il  supposto. 

Ugualmente  si  dimostrerebbe  lo  stesso  per  un  numero  di 
lettere  ^  2  e  <ip>  Dunque  i  sistemi  differenti  di  lettere  con-^ 
giunte  avranno  una  sola  lettera  eguale. 

28.°  Disposte  le  lettere  in  un  modo  qualunque  in  sistemi 
congiunti ,  $arà  sempre  possibile  anche  un  altra  disposizione 
(v.  n.°  26),  nella  quale  un  sistema  non  potrà  contenere  che  una 
lettera  di  ciascuno  dei  primi  (v.  n.°  27)  3  dunque ,  le  lettere 
di  ogni  sistema  essendo  p ,  i  sistemi  saranno  almeno  /»,  e  le 
lettere  />'.  Siano  le  seguenti  linee  orizzontali  i  primi /i  sistemi 
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di  lettere  congionte ,  e  quello  formato  da  una  di  ciascuno  di 
essi  sia  la  prima  linea  yerticale 


^o  '  o      ^1  >  o      ^a  »  o    •    •    '    •   ^P-«   >  o 


^o>  A      *i  f  I      ^a  I  I  •   •   •   •   Xp^i  f  I 


(A) 


e  poiché  nei  sbtemi  di  lettere  conciante  non  si  possono  ma- 
tare  alcane  di  msio  in  alcune  di  un  altro  senza  mutarle  tutte 
quante;  le  sostituzioni  sulle  lettere  di  una  linea  orizzontale,  o 
lasceranno  ferma  la  prima  linea  verticale ,  o  ne  convertiranno 
tutte  quante  le  lettere  in  altre  corrispondetiti  rispettivamente 
alla  «tessa  linea  orizzontale,  e  congiunte  tra  loro  :  le  quali  po- 
tremo supporre  essere  quelle  di  una  delle  altre  lìnee  verticali: 
poiché  la  prima  permutazione  é  arbitraria.  In  conseguenza  nel 
quadro  (A)  saranno  linee  congiunte  tanto  quelle  situate  in 
una  stessa  linea  orizzontale,  quanto  quelle  della  medesima  ver- 
ticale. 

Ora  osserviamo  che  le  sostituzioni  del  gruppo  L  non  pos- 

aoBO  lasciare  una  linea  verticale  ferma,  e  pennutar  le  altre  ; 
perché  altrimenti  contro  ciò  che  abbiamo  dimostralo  al  n.°  26, 
due  lettere  di  due  sistemi  verticali  non  potrebbero  esser  coo- 
f  iunte;  lo  stesso  può  dirsi  delle  orizzontali  ;  dunque  tutte  le 
costituzioni  di  L  non  potranno  essere  che  le  circolari  comprese 
nella  notazione 


e  saranno  congiunte  anche  tutte  le  lettere  che  si  trovano  sulla 
stessa  diagonale. 

Se  le  kttere  sono  in  numero  maggiore  di  p',  a  quelli  del 
quadro  (A)  andranno  aggiunti  altri  sistemi}  e  sarà  possibile  un* 
altra  disposizione  in  sistemi  di  lettere  cohgiunte,  in  ciascuno 
dei  quali  entri  una  sola  delle  lettere  del  quadro  A  (ved.  nun. 
26,  27) }  duoqte  per  dascuoa  delle  p'  lettere  ve  ne .  naranoo 
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altre  f — 1  ;  onde  le  lettere  saranao  almeno  p^*  E  poiché  non 
si  paò  permatare  naa  lettera  del  quadro  (A)  in  una  che  non 
si  troYi  in  esso,  senza  convertirle  tutt^  quante  in  altre  egual- 
mente congiunte  ;  le  /^  lettere  si  potranno  disporre  in  p  si- 
stemi di  lettere  congiunte  simili  ad  (A). 

Distinguiamo  con  un  terzo  apice  I  le  lettere  di  questi  ai- 
stemi:  poiché  non  si  può  tener  fermo  nessuno  di  questi  sistemi 
permutandone  alcuni  tra  loro^  anche  rispetto  all'apice  {  saranno 
in  L  le  sostituzioni  tutte  circolari;  e  quindi  tutte  quante  com- 
prese nel  simbolo 

C'**'    )• 

Generalizzando  si  può  finalmente  stabilire  il  seguente  Taoreinar 
Affinché  un  gruppo  a  letiere  congiunte  ammetta  un  moUipU-' 
catore  per  il  quale  moUipUcatOy  il  prodotto  non  eia  a  lettere  con- 
giunte^  è  neteeeario  che  il  mimerò  ddU  lettere  «te  te  potenza  di 
un  numero  primo^  e  che  eeeo  non  contenga  aUre  eoetiiuximi  che 
quelle  comprese  nel  simbolo 

Un  gruppo  di  permutazioni  di  un  numero  di  lettere  che  am- 
mette dei  fattori  primi  differenti  tra  loro  i  non  può  aver  per  di* 
visore  nessun  gruppo  a  lettere  congiunte  ,.  a  meno  che  non  sia  a 
lettere  congiunte  esso  stesso. 

IV. 

■▲ssiiia  voLTiPucÀToaB  bi  cm  wsvwo  m  ihh  «uweip  nmo 
m  pimniTATioia  sofia  m  nommo  whwmvm 
caa  %  poTiNZA  M  VN  ifUHsao  ranio 

29.°  Sia  p""  il  numero  delle  lettere  ,  p  numero  primo  e  v 
qualunque.  Il  gruppo  di  p  permutazioni  sarà  a  lettere  congiun- 
te >  e  un  divisore  di  quello ,  le  sostituzioni  del  quale  sono 
eo»prd$e  latte  nella  npiaiione 


(72) 


w    L  ) 


Determineremo  perciò  il  massimo  moltiplicatore  di  qaesto  ulti- 
mo grappo. 

Adottiamo  per  apici  delle  lettere  ,  come  abbiam    detto  in 
principio,  le  p  radici  della  congruenza 

(h)  iP"    =k(mod.p)} 

le  qaali  sappiamo  essere  espresse  da 

dove  f  è  radice  incommensurabile  della  congruenza  di  grado  y, 
irriduttibile 

(e)  F(t)  =  0  (mod.  p) . 

r  coefficienti  della  i  corrisponderanno  agli  apici  k,  ìy  m,  n,...^ 
onde  le  sostituzioni  (a)  saranno  tutte  date  da 

\H-a-f-(ai+*)t-4-(aa-+-c;t*-f'  .  . .  -H  (a^i  -+-  j')!^-' 

o  anche  ,  poiché  a  H-i» -net*  -j- H-^*^"'  è  una  radice  k^ 

della  (&},  queste  sostituzioni  possono  rappresentarsi  con 


(^     e  ) 


dove  k^  può  avere  per  valori  tutte  le  radici  della  (i).  Onde 
le  permutazioni  che  con  esse  si  ottengono  saranno  p';  e,  poi- 
ché pk^  =  0  j  tutte  quelle  sostituzioni  saranno  di  ordine  p. 

Sia  ^(k)  una  sostituzione  del    moltiplicatore  F  del  gruppo 
G  che  nasce  dalle  sostituzioni  {d);  dovrà  aversi  (v.  n.^  23"".) 

(e)  #  -H  fto)  =  ^{h)  -^  Ao 

dove  A^  é  pure  una  radice  della  (b)  dipendente  da  k^. 

L'integrale  più  generale  della  congruenza  (e)  alle  differenze 
finite  è 


(73) 


n=r»-i 


dove  i  B/i  sono  radici  della  (b)  tali  che 


I»  =  0 


E  facile  verificare  questo  integrale  ponendo  mente  alla  pro- 
prietày  della  quale  godono  questa  specie  di  quantità»  eh  e  cioè 


Poiché  le  sostituzioni. 

C  ) 


appartengono  tutte  al  gruppo  G;  tutte  le  sostituzioni  del  mas- 
simo moltiplicatore  F  saranno  soltanto  quelle  comprese  nel 
simbolo 


2^BnkP 


M=0 


Esprimendo  ìe  Bn  e  k  in  funzione  di  t  »  è    facile  ottenere  la 
(7)  sotto  la  forma 


*a  +a  /+a  i  »  +  ...+  o      i 
ola  »-i 


/  f'w   ^*»  o  +«  a  +  ...  +  «       a      -^-fi»'    a  +m'    a  +  ...  +m'      a      )«'+... 

(n-i)  (»-l)  (u-i)  »-i 

^    o  o  I  1  v->      ^V 

dove  tutte  le  a  e  le  m  sono  numeri  interi  eguali  o  maggiori 
di  zero,  e  ^  p. 

Per  qualunque  valore  dei  Un  non  si  hanno  sempre  sosti- 
tuzioni.   Poiché  tutte  le  permutazioni  non  devono   contenere 


(74) 
che  ana  sola  volta  una  medesima  lettera^  sarà  necessario  che 
i  B/t  siano  tali  che  la  coogrueoza 


n=o 


non  abbia  che  una   sola   radice   cornane   colla  (i)  qualunque 
sia  Xr^. 

30.^  Tutte  le  sostituzioni  (/*)  di  F  lasciano  ferma  la  x^  ; 
ed  esso  è  un  gruppo  a  lettere  congiunte  rispetto  alle  altre 
j3»  — ^  1.  Infatti  se 


anche 


n=o 


ll=i»-l 


•  • 


^B„(a*/=  oA. 


I 

dove  a  è  un  intero  qualunque  <C.p}  poiché 


i^   ^  ai 


dunque  nel  gruppo  massimo  moltiplicatore  le  p^  —  1  lettere 
che  hanno  per  indici  le  radici  della  congruenza 

F'-'=l(mod./>), 

» 

si  dividono  in     — ;:   sistemi  di  p — 1  lettere  congiunte  oiascur 

no  ,  e  queste  sono  precisamente  quelle  gli  apici  delle  quali 
hanno  un  rapporto  numerico. 

31»''  Il  numero  di  lettere  che  può  lasciar  ferme  una  sosti- 
tuzione (e)  é  sempre  un  divisore  j»"*  di  p''. 

Sia  xjto  UDft  lettera  che  rimanga  ferma  per  una  delle  {/)ì 

avrà 


W=v-I 


(S)  ^Bnkf  =  k,} 


(75) 
della  quale  saranno  radici  tulli  gli  apici  della  stesso    sistema 
dì  ieUere  coDgiaate,  ak^  :  dunque  se  sta  ferma  una  lettera  ne 
staranno  ferme  almeno/». 

&ià  A|  un'altra  radice  della  (g)  diversa  dalle  precedenti;  ne 
aaranno  radici  ancbe  tulli  i  p^  Yalori,  che  prende  la  espressione 

ponendo  in  essa  per  a  e  per   b  tntti  i  numeri  intieri   <^  p  . 
Questi  p^  valori  saranno  difierenti,  poiché  altrimenti  si  avrebbe 

«*o^**»  =«1*^-4-4,*,  (mod.p), 
ossia 

(a  - aX  =  (*. -*)*!• 
Moltiplicando  per  un  numero  h  tale,  che 

si  ha 

*i  =  (a  —  a,)A*^ 

contro  il  supposto  :  dunque  se  stanno  ferme  più  di  p  lettere, 
ne  staranno  ferme  almeno  p^. 

Se  sta  ferma  un  altra  lettera  ,  sia  V  apice  di  questa  k^ , 
che  sarà  una  radice  della  (g)  differente  dalle  precedenti  :  e 
ne  saranno  radici  tutte  le  p^  comprese  al  solito  nella  espres- 
sione 

ak^  -4-  bkg  4-  ck^  ; 

e  queste  jsaranno  tutte  differenti;  che  altrimenti  si  avrebbe 

ossia  r 

(a  —  a,)*„  -+•  (4— A,)*i  =  (C|  —  c)*a  ; 

• 

e  moltiplicando  per  il  numero  h  che  dà 

(e.  —c)h  =  ìj 
si  ha 

*,  =  A(a  -  a.)*,  ^  m  -  4.)*.  . 


(  76  ) 
coQtro  ciò  che  ave?amo  sapposto  :  cosi  seguitando  si  paò  sta- 
bilire^  che  le  lettere  che  stanno  ferme  saranno  sempre  in  nu- 
mero p"^  divisore  di  p"*. 

32.° Le  y  lettere  che  hanno  per  apici  k^kik^.  . ,  .  h^.ìzW, 
che  uno  qualunque  di  essi  non  si  può  esprìmere  linearmente 
per  gli  altri,  non  possono  esser  lasciate  ferme  da  nessuna  so- 
stituzione che  non  lasci  ferme  altresì  tutte  quante  le  lettere  , 
cioè  che  non  equivalga  a  nessuna  operazione.  Queste  lettere 
possono  essere  una  radice  primitiva  A  di  p ,  e  le  potenze  di 
una  radice  i  della  congruenza  (e). 

Per  le  sostituzioni  potenze  di 


e.) 


7 

non  possono  esser  lasciate  ferme  che  le  p  lettere 

poiché  i  numeri    intieri  <^  p  sono  le  uniche  radici  della  con- 
gruenza 

kP^=:k (mod.  p). 

33.°  Dal  non  esser  contenute  nel  gruppo  T  le  sostituzioni 
che  lasciano  ferme  un  numero  di  lettere  differente  da  />'",  do- 
ve m  é  un  intero  qualunque  minore  di  v,  si  deduce  che  tutte  le 
sostituzioni  di  F  sono  di  ordine  p"  —  p'^  j  e  che  quindi  (vedi 
n.°  16.)  il  numero  delle  permutazioni  del  gruppo  massimo  che 
non  è  a  lettere  congiunte^  e  che  ammette  un  divisore  a  lettere  con- 
giunte è  eguale  a  M  o  a  un  divisore  di  Mj  essendo 

M  =p'{p'  —  i)lp^  —/>)....  ip'—P^')' 

V. 

DBCOM^OSIZIONB   DI  UN  6BUPP0  UBI    SCOI  DIVISOBl  PBUU. 

34''.  Abbiamo  già  osservato  (v.  n.°  23)  che  quando  sia  dato 
un  gruppo,  e  si  voglia  decomporlo  nei  gruppi  primi  dei  quali 


(  77  )^ 
d  il  prodotto,  è  necessario  determinare  prima  la  funzione  d(t) 
degl!  indici ,  la  quale  dà  per  tutti  i  differenti  valori  dei  suoi 
parametri^  tutte  le  sostituzioni  del  gruppo  ;  poi  risolvere  le 
equazioni  (15)  e  (17).  Quando  non  esistano  yalori  dei  para- 
metri di  9,  che  le  sodisfacciano,  il  gruppo  è  primo.  La  classifi- 
cazione dei  gruppi  primi  farà  soggetto  di  un  altro  mio  lavoro^ 
se  ayrò  agio  a  seguitare  con  risultato  le  ricerche  intraprese. 
Ora  mi  contenterò  di  parlare  dei  gruppi  di  prima  classe,  dei 
quali  solo  abbisognano  le  applicazioni  che  fo  nella  seconda  parte 
di  questa  Memoria. 

Gruppi  di  prima  classe  diremo  quelli  che  contengono  un  nu- 
mero primo  di  permutazioni;  e  che  perciò  hanno  tutte  le  loro 
sostituzioni  potenze  di  una  soltanto  (v.  n.^  16). 

35.°  1  gruppi  le  sostituzioni  dei  quali  sono  tutte  quante  po- 
tenze di  una  sola  9  di  ordine  m,  sono  decomponibili  in  tanti  gruppi 
asprigna  classe  quanti  sono  i  fattori  primi  di  m,  e  che  sono  di  gra- 
do rispettivamente  eguale  a  questi  fattori. 

Infatti,  se  m  =pn,  dove  p  é  xxvl  fattore  primo;  la  funzione 
che  da  tutte  le  sostituzioni  del  gruppo  è  ^.  La  equazione  (17) 
diviene  in  questo  caso 

la  quale  è  soddisfatta  da 

qualunque  sia  a.  La  equazione  (15)  poi  diviene 

h 

h  b      /Or. 

che  è  sodisfatta  da  bi=zpi.  L'ultimo    divisore    avrà  dunque 
per  sostituzioni 

e  per  Taltro  rimarranno 

9,9^9^...  9^K 

Questo  è  di  prima  classe  e  di  grado  p ,  e  quello  é  pure 
di  prima  classe  se  n  é  primo,  altrimenti  è  decomponibile  nuo« 


(78) 
Kamènte  in  uno  di  prima  classe  e  io  un  altro  che  è  di  prima 
classe,  oppure  decomponibile,  e  così  di  seguito. 

SS.""  Un  gruppo  di  grado  pq ,  le  permutazioni  del  quale  si  ot^ 
Ungono  (ulte  con  due  eostituzioni  una  di  ordine  p  V  altra  di  or^' 
dine  q,  è  eempre  il  prodotto  di  due  gruppi  di  prima  elasse,  opro^ 
dotti  di  gruppi  di  prima  classe,  e  se  p>  q  il  primo  dimsore  è  di 
grado  j*'***,  •/  secondo  di  grado  />"*'"•. 

Se  d  è  la  sostituzione  di  ordine  p,  ^  quella  di  ordine  q,  d 
eyidente  che  tutte  le  permutazioni  si  otterranno  eseguendo  so- 
pra una  sola  le  sostituzioni 

prendendo  per  m  tutti  i  valori  da  0  a  p — 1  inclusivamente,  e 
per  n  da  0  a  q — 1. 

Se  si  eseguissero  invece  prima  tutte  le  sostituzioni 

e  poi  su  queste  nuovamente  tutte  le  potenze  di  9,  si  avreb- 
bero |>^  permutazioni,  cioè  un  numero>»p^,  e  in  conseguenza 
alcune  dovrebbero  esser  eguali ,  e  quindi  si  avrebbero  alcmii 
valori  a,  a'  j  b  e  b'  per  i  quaU 

o  anche  * 

ed  essendo  A  dato  dalla  congruenza 

h(a  —  b)=  l(mod.  />), 


risulterebbe 


pósto 
e  quindi 


k  =  h{V  —a')ì 


D^o  =  e*  : 

dalla  quale  si  ba  qualunque  sia  m  (v.  n.*"  11) 

D,f,  0*^  =  S"'* } 


(79) 
onde  Ghia  mando  G  il  i;roppo  delle  B 

D^G==6: 

e  detto  r  il  grappo  delle  ^j  sarà  il  proposto  eguale  al  pro- 
dotto or,  come  colevamo  dimostrare. 

Le  sostituzioni  di  nn  grappo  pq,  quando  p  e  q  siano  primi, 
sono  di  ordine  j>  o  di  ordine  q  (v.  n.**  16)  :  dunque  ogni  grypr 
pò  il  grado  del  quale  è  il  prodotto  di  due  numeri  primi  differenti 
non  è  mai  primo. 

37.<>  É  evidente  una  prima  decomposizione  dei  grappi  a  let- 
tere congiunte  in  due,  uno  dei  quali  contenga  tutte  le  sostitu- 
zioni sulle  lettere  congiunte,  e  Taltro  quelle  sui  sistemi  delle 
medesime;  e  per  avere  i  gruppi  primi ,  in  questo  caso  basta 

determinare  i  divisori  primi  di  questi  due 

38.°  Il  massimo  moltiplicatore  F  del  gruppo  a  lettere  con- 
giunte {d)  nel  caso  che  le  lettere  siano  la  potenza  di  un  nu- 
mero primo  p*  è  sempre  decomponibile  in  più  gruppi  primi  , 
^ma  che  in  generale  non  sono  tutti  di  prima  classe.  ^ 

Le  sostituzioni  di  questo    moltiplicatore   sono    tutte  date 
dalla  funzione 


il=y-l 


6(h)  =  ^B„  kf'  j 

«=0 

o  anche  da 


llsy-I 


=^(  mi»'  a,  +  W,")  a.  h-  «W  «,  -f.  .  .  .    h-  mj^l  o^.  )  i" 


»«• 


(r.  n.°  29).  Ora  grindici  che  hanno  nn  rapporto  numerico  ap- 
partengono a  lettere  congiunte  (v.  n.^  30);  onde  queste  si  po- 
tranno distinguer  con  un  indice  eguale  al  numero  che  espri- 
me il  rapporto  che  hanno,  a  una  qualunque  tra  loro,  che  sarà 
intiero  e  <,p  ,  ritenendo  al  solito  eguali  a  zero  i  multipli  di 
Pi  i  sistemi  poi  ai  quali  esse  appartengono  si  potranno  con- 
trassegnare con  nn  indice  funzione  del  primitivo^  che  rimanga 


(80) 
Io  stesso  moilìplicando  questo  per  nn  fattore  numerico.  Ciò  si 
ottiene  ponendo 

^  V.,    ^=^^        a  a  a 

a  -t-a  '-H  ...  a       I     *  a  '  »    a  »-i    ,»-i 

O         I  V-l  ^y     —  i^  —  i     ^'    *   '  ^   /  ) 

o  o  ao 

e  meglio 

^a   4-  a  i  +  ...  a      '  *"*  ^t     *«+*/+...+  *    J*"* 

o         1  »-i  >     I  a  i»-i 

doYeAA=: —    dovrà  prendere  i  jjH-1  valori  0,  1>  2,  .  .  • 

o 

1 

p —  1  ,  -^  ;  t  poi  prenderà  i  soli  1,  2,  3  . .  .p —  1. 

Questa  mutazione  d'indici  trasforma  la  (/*')  nella  seguente 


m.  -+-  m,  ft,  M-  w-  fc*  "♦"  •  •  •  -H  *Wv-i  Ay., 

Chiamiamo  determinante  della  sostituzione  (A),  e  indichiamo  con 
D,  la  determinante  del  sistema  dei  v'    numeri  intieri 

tn^     fll|     III2     ....     fHy-i 

in    191    III    ...   .     ffl  y.| 

o   1   2 


ffl  ffl  .  .  •  .  Ifl 


U     ,    2 


V-  I 


mi--'»  m'r*'  m^r^  .  .  .    mlr.'' 


(81) 

Per  moltiplicare  la  sostituzione  (h)  per  un  altra    (h!) ,    la  de- 
terminante D'  della  quale  sia  quella  del  sistema 

'^o  **!  **a   •  •  •  '•v-i 


«'„ 

n'. 

fi  2     •     • 

.      fi  y. 

•I 

n" 

n" 

«"  .  .  . 

«" 

o 

• 
• 

1 

• 
• 

2 

•          •          • 
■         •         • 

y-i 

•  • 

•  • 

^(v..)    ^(y-l)    ^(v-.)    ^    ^    ^^fv-0 

basta  porre  in  luogo  di  hi  k^  ...  .  Ay.,  nella  (A^  i  coeffi- 
cienti delle  corrispondenti  potenze  d't  della  {h).  Quindi  dal 
noto  teorema  della  moltiplicazione  delle  determinanti  è  facile 
dedurre  che ,  se  si  chiama  A  la  determinante  del  prodotto 
delle  due  sostituzioni  (A)  e  (A%  avremo 

(•)  A=DD'; 

cioè,  la  determinatUe  del  prodotto  di  due  sostituzioni  è  eguale  al 
prodotto  deUe  loro  determinarci. 
Siano 


I      2  **«« 


tutte  quante  le  sostituzioni  com  prese  nella  notazione  {k) ,  la 
determinante  delle  quali  è  residuo  quadratico  di  p.  Poiché  il 
prodotto  di  due  residui  è  residuo ,  esse  sodisfaranno  la  (15) 
del  n.^  23,  e  formeranno  un  gruppo  L.  Se  s'indica  poi  con  6^ 
una  sostituzione  qualunque  compresa  nella  (A),  la  determinante 
della  quale  é  non  residuo  quadratico  di  p^  avremo  sodisfatta 
la  (17)  del  n.""  23^  che  diviene 


m 


perchè,  il  primo  prodotto  avendo  la  determinante  non  residuo, 
dovrà  averla  non  residuo  anche  il  secondo ,  ed    essendo   non 

ninnali  di  Scienze  Mot.  e  Fi$.  T.  IIL  febbraio  i852  6 


residuo  la  dciermiDante  di  6t ,  dovrà  esser  rcsidao  qaella 
di  9^  .  Dunque  se  si  chiama  Ga  il  gruppo  delle  9^  avremo 

r  =  LG, . 

Ma  tutte  le  sostituzioni  a  determinante  non  residuo  si  otten- 
gono  facendo  il  prodotto  di  una  sola  e  medesima  a  determi- 
nante non  residuo  con  tutte  quelle  a  determinante  residuo; 
dunque  Ga  è  di  2""  grado  (v.  n.""  23). 

Ora  se  indichiamo  con  G  il  gruppo  che  si  ottiene  colle  p — 1 
potenze  della  sostituzione 


3 


9     12  v-1 


.        ^1/   *  /  +  *  I  -f- .  .  .  *      /*"» 

V  »     I  a  v-i 


nella  quale  X  d  una  radice  primitiva  di  p}  e  con  G,  il  gruppo 
di  tutte  le  sostituzioni  che  rimangono  del  gruppo  L,  tolti  dalle 
medesime  i  fattori  eguali  a  qualcuna  delle  sostituzioni  di  G, 
che  saranno  perciò 

I,  k^i  ^.  i^i  -+.  •  •  •  -i-*^,i 

*' y 'ZI .•» 

é  cvideiit«  che  sì  avrà 

L«=GG,  , 

r  t:=  GG|Ga  . 

G  è  di  grado  {p — ìy^'^o  e  decomponihtie  in  gruppi  di  prima 
classe,  Gj  di  2"*  grado,  Gì  sarà  di  grado 

{p^  -  l){p^-p){p^~p-) ....  (p^  -p^^) 

2(p-l) 

Omde  r  sarà  decompooibile  in  gruppi  di  prima  classe  soltauto 
quando  lo  sarà  G|. 


(83) 
Questo  avviene  quando 

1.°  p=2,         v=2: 

2.**  />=3,         v  =  2: 

nel  l.""  caso  Gì  essendo  di  3"*  grado,  e  quindi  primo  ^  nel  2^ 
essendo  un  gruppo  di  24  permutazioni  su  4  lettere,  che  è  de- 
componibile sempre  in  gruppi  di  prima  classe  ,  come  si  vede 
nell'esempio  che  abbiamo  sviluppato  qui  appresso. 

SQ.""  Quando  un  gruppo  G  ha  le  sostituzioni  tutte  comj^rese 
nel  simbolo 

i    Xu 

(*)  \ 

avremo  sempre 

G=rr.r,; 

essendo  le  sostituzioni  di  F  date  da 

r  ), 

e  quindi 

r   =   Gì  Ga  G3    .   .    ,   Gy   , 

indicando  con  G^  il  gruppo  le  sostituzioni  del  quale  sono  le  p 
differenti  potenze  di 


■k+i 

Le  sostituzioni  di  Fi  ppi  saranno  \e  p*  —  1  potenze  differenti 
di 


CJ  ■' 


dove  B  é  una  radice  primitiva  della  (h)  :  e  quelle  di  F,  le  v 
potenze  di 


e.) 


/ 


(84) 
Dunque  il  gruppo  G  conterrà  p^p'^ — l)v  permutazioni  (  v.  n."" 
23  )y  e  sarà  il  prodotto  di  gruppi  tutti  di  prima  classe  (  Tedi 
num.  35). 

sssmio 

Per  indicare  che  le  sostituzioni  di  un  gruppo  sono  com- 
prese in  un  dato  simbolo,  stabiliremo  l'eguaglianza  della  iet- 
terà che  indica  il  gruppo^  col  simbolo  stesso. 

Se 

t'^-t-f-l  =  0(mod.  2), 

le  radici  della  congruenza 

k^^=  k  (mod.  2) 
saranno 

*o=0    *,=t    *J  =  1-1-1        Aj=I. 

Il  gruppo  H  che  comprende  tutte  le  24  permutazioni  che  si 
posson  fare  con  4  lettere,  sarà  sempre  decomponibile  in  gruppi 
di  prima  classe  ;  poiché  le  sue  sostituzioni  possono  ottenersi 
tutte  dalla  (A),  e  se 

« 


«.<.)•     «'<.) 


sarà 

H  =  GG1G2G3  ' 

e  avremo  la  seguente  decomposizione,  rappresentando  le  lettere 
cogli  esponenti  degfindici,  e  con  zero  x^^  , 


J 


(85) 

(G.) 

,p.  {  0123  ,f,.  l  1032 

(G)  i  3210  (G)  j  23Q4 

(6.) 

te  \(  (ni  ^^^     tr\  i  *320 

(Ga)  N^  (G)  J  3^02   (G)  I  2013 

(G.) 

,p.  {  0312   ,«.  (  1203 

W  I  3021  (^1 1  2130 
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PARTE  SECONDA 

CAPITOLO  pmo 

DlULIiE  COIiDlXIOIfl  «ENERAIiI  DI  RI0OI.IJBII.ITJL^ 
DBI.I1E  KOVAZIOIfl  AI.AEBBICHE  PER  RABICI 
BI  EOVAZlOlfl  AVBIKiIARlÉ* 

I. 

^  DILLA  RUOLTINTB  DI  OALOM. 

l.^JCi  noto  che   una  funzione   razionale  delle  radici  di  una 
equazione  irriduttibile  di  grado  [i 

(1)      /(x)==0, 


(  86  ) 
la  quale  prende,  per  qualunque  sostituzione  eseguita  sulle  ra- 
dici, valori  tutti  differenti  tra  loro,  godè  la  proprietà    che  le 
/x  radici  della  (1)  possono   essere   espresse   razionalmente   in 
funzione  della  medesima  (*). 
Siano 

questa  funzione,  e 

(2)  V.  V.  V,  .  .  .  ¥■_. 

gli  M  valori  ciie  essa  prende   per    tutte  le  diversie    permuta- 
zioni delle  radici:  sarà 

M  =  1. 2.  3.  .  .  .  ]tx.  —  1  .  [ly 

e  potranno  esprimersi  tutti  i  valori  (2)  in  funzione   razionale 
di  uno  qualunque  tra  lóro  (**). 

2.°  Sia 

(3)  e  (V)  =  0 

la  equazione  di  grado  M  che  ha  per  radici  i  valori  (2),  e  che 
perciò  avrà  i  coefficienti  funzioni  simmetriche  delle  radici  ,  e 
quindi  razionali  dei  coefficienti  della  (1).  Questa  equazione  la 
quale  ha  alcune  proprietà  scoperte  da  Galois,  che  fanno  il  fon- 
damento della  presente  Teorìa,  la  chiameremo  ad  onore  di  que- 
sto profondo  geometra  la  risolvenie  di  Galois. 
Indicheremo  con 

?«(V),?.(V),ya(V)....  ?;...(¥) 

le  (x  funzioni  razionali  di  un  valore  qualunque  di  Y^che  danno, 
le  radici  della  (1). 

3.**  La  Risolvente  di  Galois  in  generale  sarà  irriduttibile  , 
ma  potrà  decomporsi  in  fattori  irrazionali,  cioè  in  fattori  che 
contengono  delle  radici  di  equazioni  algebriche  ausiliarie.  Que- 
ste radici,  quapdo  si  stabilisca  d*introdurle  nel  calcolo ,  come 


(*)  Vedi  Serret.  Cours.  d*Àlg.  sup.  pag.  149. 
(••)  V.  Ivi,  pag.  152. 
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quantità  coDosciate,  si  diranno  quantità  aggiunte  ,  e  razionale 
si  chiamerà  ogni  funzione  che  sia  tale  dei  coelBcienti  della  pro« 
posta  e  delle  quantità  aggiunte;  e  riduttibile  o  irriduUibiU  una 
equazione  secondo  che  può  o  non  può  decomporsi  in  fattori» 
i  coefficienti  dei  quali  siano  razionali. 

Siano  aggiunte  tali  radici  di  equazioni  ausiliarie  che  ren- 
dano la  (3)  riduttibile;  ^(V)  sia  uno  dei  fattori  razionali  della 
medesima  di  grado  y,  e  • 

le  radici  di 

(5)  ^(V)  «  0 . 

Potremo  prendere  per  radici  della  (1)  quelle  date  da  una 
qualunque  delle  seguenti  linee  orizzontali»  che  formano  v  dif- 
ferenti permutazioni  delle  medesime  : 

'?'.(V.),f.(VJ,Wv,)....y^.(VJ 
?.(V.),?.(V.),?».(V.)  ....y^.(V,) 

(A) 


folVv-,),  ?i(V^,),  (p,(V^,) ....  f/*.i(V,^,) 

« 

4.°  Per  eseguire  una  sostituzione  che   converta  la  n'''"*^ 
delle  permutazioni  (A)  in  un  altra  m^*''^y  è  necessario  e  suf- 
ficiente il  cangiamento    di   uno   dei  valori  (4)  \a  in  an  altro 
dei  medesimi  V^. 
Ora  sappiamo  che 

indicando  con  X  una  funzione  razionale;  e  poiché  la  (5)  é  ir- 
riduttibile  saranno  altrettanti  valori  (4)  i  seguenti  (*) 

(6)  V;,,    X(V«),    X*(V«) . .  . .  X^-HV,,) , 

essendo  p  il  più  piccol  numero  per  cui 

(*)  Vedi  Serret  Goiirs  d'ÀIg.  Sup.  pag.  345. 
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e  se  la  serie  dei  yalori  (6)  non  esaurisce  la  (4)  j  saranno 
l^(^n)9  i^i(V/i),  /^^(V/i)  .  . .  altre  funzioni  razionali  che  daranno 
altrettante  radici, 

1^(V«),      ÌXX(V„),      lJ.X\\n)  .  .  .  .  ll\'"''(yn) 


Ora  cangiando  Y^  in  Ym^  ossia  Yn  in  X(Y„),  si  permutano  cir^- 
colarmente  in  tutti  i  loro  termini  ciascuna  delle  linee  orizzon- 
tali di  valori  (6)  e  (7) ,  ossia  si  permutano  tra  loro  tutti  i  va- 
lori (4)  :  dunque  eseguendo  su  tutte  le  (A)  una  sostituzione 
qualunque  che  faccia  passare  da  una  ad  un  altra  delle  mede-» 
sime,  esse  si  permutano  tutte  quante  tra  loro,  senza  che  nasca 
nessuna  nuova  permutazione;  dunque  le  v  permui^iziani  (A)  con- 
sMuiscono  un  gruppo. 

Questo  gruppo  lo  chiameremo  gruppo  della  equazione  ridotto 
dalle  quantità  che  si  sono  aggiunte. 

Se  non  si  fosse  aggiunta  nessuna  quantità    irrazionale  il 
grado  del  gruppo  della  equazione  in  generale  sarebbe  stato  M. 

5.^  Tutte  le  funzioni  razionali  delle  radici  della  (1)  invaria- 
bili per  tutte  le  sostituzioni  del  gruppo  (A)  ,  sono  esprimibili  ra- 
zionalmente per  i  coefficienti  della  (1)  e  per  le  quantità  aggiunte 
daUe  quali  è  stato  ridotto. 

Esprimendo  tutte  le  radici  della  (1)  per  uno  qualunque  Y^ 
dei  valori  (4),  una  funzione  razionale  qualunque  delle  radici 
sarà  eguale  a  una  funzione  razionale  di  Y„ 

x(v.) . 

Se  essa  è  invariabile  per  tutte  le  sostituzioni  del  gruppo 
(A) ,  equivalendo  queste  alle  permutazioni  dei  valori  (4)  tra 
loro,  avremo 
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X(Vo)  =x(v.)  =  X(Va)  = . . .  =  x(v»-.) , 

e  quindi 

x(vj  =  y(x(v.)  h-  x(vo + ....  -+-  x(v,-.)). 

Danqae  una  funzione  razionale  qualunque  delle  radici  del- 
la (1),  che  sia  invariabile  per  le  sostituzioni  del  gruppo  (A) , 
sarà  simmetrica  delle  radici  della  (5),  e  perciò  esprimibile  ra- 
2Ìonalmente  per  i  coefficienti  della  (5) ,  ossia  di  quelli  delia 
(1)  e  delle,  quantità  aggiunte. 

Una  funzione  razionale  delle  radici  e  irrazionale  dei  coef- 
ficienti e  delle  quantità  aggiunte  dorrà  esser  variabile  per  al- 
cune delle  sostituzioni  del  gruppo. 

6.^  Se  una  funziatie  razionale  delle  radici  ,  e  invariabile  per 
alcune  sosiiiuzùmi  soUaniOj  è  esprimibile  razionalmente  per  i  coef^ 
denti  e  per  alcune  quantità  aggiunte^  il  gruppo  ridotto  non  con- 
terrà nessuna  eestituzione  per  la  quale  essa  non  sia  invariabile. 

Sia 

(8)  <P(Vo)=B; 

e  il  primo  membro  una  funzione  razionale  delle  radici  della 
(1)>  il  secondo  dei  coefficienti  e  delle  quantità  aggiunte.  Poiché 
la  (5)  é  irriduttibile,  e  la  (8)  ha  i  coefficienti  razionali  di  quelli 
della  (5),  ed  è  soddisfatta  da  una  radice  della  medesima,  do- 
vrà esserlo  anche  da  tutte  le  altre.  Dunque  sostituendovi  a  Y^ 
qualunque  altro  valore  (4)>  ossia  facendo  qualunque  sostituzio- 
ne del  gruppo  (A)  sulle  radici  della  (1),  rimarrà  invariabile; 
come  volevamo  dimostrare. 

T.**  Allorcbò  una  funa^ione  ra  zionale  delle  radici  variabile 
per  ogni  sostituzione  che  muta  il  posto  di  alcune  soltanto  di 
esse,  è  cognita  razionalmente;  il  gruppo  non  può  contenere  so- 
stituzioni che  sull'altre  radici;  e  quelle  essendo  invariabili  per 
tutte  le  sostituzioni  del  gruppo  saranno  cognite  razionalmente, 
e  la  equazione  non  sarà  irriduttibile. 

Da  ciò  uc  segue  che  le  sostituzioni  del  gruppo  di  una  equa- 
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zione  irriduUibile  non  potranno  mai  esser  in  nwnero  minore  del  gra- 
do  della  equazione  stessa.^ 

8.""  Quando  la  Risolvente  di  Galois  si  decornpone  in  fcUtorij  eia-- 
scuno  dei  quali  è  razionale  dei  coefficienti  e  di  una  sola  delle  radici 

di  una  equazione  ausiliare  irridtUtibile  di  grado  n. 

(10)  y(r)  =  0  ì 

il  gruppo  della  proposta  si  divide  in  n  grappi  derivati  simili ,  e 
ciascuno  di  questi  diviene  gruppo  della  equazione  quando  si  aggiunr 
ga  una  sóla  delle  (9);  e  U  gruppo  della  (  IO)  è  simile  a  queUo  deUa 
proposta. 

I  fattori  della  risolvente  (3)  dovranao  esser  n,  e  differeoti 
tra  loro  soltanto  per  i  valori  di  r;  perchò  altrimeilti  6(V)  ra- 
zionale dei  coeiBcienti  della  (10)  o  non  sarebbe  invariabile  per 
alcuna  sostitazione  sopra  le  r,  e  unicamente  per  quelle  che 
mutano  il  posto  di  alcune  soltanto  di  osse,  e* quindi  la  (10) 
(Y.  n/  7)  non  sarebbe  irridultibile.  Pertanto  potremo  porre 

e(v)  =  5(v,  o  e  (V,  ro e(v,  r«.,). 

Questi  fattori  saranno  in  Y  di  grado 

V 

m  =  —  , 
II 

e  posti  a  zero  daranno  tutte  le  radici  della  (3). 

Siano 

(11)       y^,^  t  Y,^  t  Yj^  t , . . .  y^nf-t^  t 

le  radici  <ll  una  qualunque  delle  equazioni  che  ne  nascono 

(12)  eiY,r,)=0. 

Se  si  aggiunga  la  sola  radice  r^  y  il  gruppo  della  proposta 
sarà 


(A,) 
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9 


?o(V«-S  ')  >  ?i(Vm-.i,  f)  *   ì>a(Vm-i^  f)  .  .  .9/ft-i(V^|^  ,) 


Dando  a  i  tatti  i  valori  da  zero  a  n  —  1  si  otteogooo  i» 
grappi ,  cbe  sono  qaelli  della  equazione  quando  si  aggiunga 
suecessiv amente  ciascnna  delle  (9),  e  che  sommati  insieme  for- 
mano il  gruppo  dellequazione  quando  non  le  è  aggiunta  nes* 
snna  radice  della  (10). 

Se  V^^  t  e  F(y„,  g)  sono  due  radici  della  (12)9  si  avrà 

(13)  e(V„^, ,  r,)  =  0. 9(F(Vo, ,),  r.)  =  0  :     . 

e  poiché  la  1.^  é  irridultibile,  e  la  2.^  razionalo  delle  quan- 
tità che  entrano  nei  coeiBcienti  della  1.^,  sarà  il  resto  della 
divisione  della  2.^  per  la  1.^ 

(14)  d)(r,)  =  0. 

Questa  che  ha  tutti  i  suoi  coefficienti  razionali ,  e  ammette 
una  radice  della  (10)  che  ò  irriduttibile,  dovrà  ammettere  an- 
che tutte  le  altre.  Perciò  essendo  r^i  un  altra  qualunque  delle 
(9)  si  avrà 

(à(r,.)=0,    e     9(F(V., ,.),  M 

divisibile  per 

fl(V„, ,. ,  r,) . 

Da  ciò  ne  segue  che,  essendo  le  radici  di  un  fattore  (12) 
date  da  certe  funzioni  razionali  di  una  tra  loro,  anche  quelle 
di  un  altro  fattore  qualunque  saranno  date  dalle  stesse  fun- 
zioni di  una  tra  loro.  Dunque,  cangiando  uno  dei  valori  Yo,  • 
che  entrano  in  un  gruppo  (A^),  in  uno  Yo,/  >  di  un  altro  grup- 
po (At,)j  tutte  le  permutazioni  di  (A^)  si  cangiano  rispettiva- 
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mente  in  quelle  di  (A^)  :  e  poiché  il  cangiamento  di  un  valore 
y ,  in  un  altro ,  corrisponde  a  una  sostituzione  sulle  radici 
della  (1),  una  sola  e  medesima  sostituzione  converte  tutte  le 
permutazioni  di  un  gruppo  in  quelle  di  un  altro ,  e  i  gruppi 
(AJ,  (Al) ....  (A,7-i)   sono  derivati  uno  dell'altro. 

Poiché  un  gruppo  A^  appartiene  alla  equazione  quando  è 
aggiunta  una  sola  delle  (9)  r^ ,  e  tutte  le  altre  (9)  rimangono 
irrazionali;  ciascuna  di  esse  espressa  razionalmente  per  le  radici 
della  proposta  dovrà  risultare  invariabile  per  le  sostituzioni  del 
gruppo  corrispondente  e  variabile  per  quelle  di  tutti  gli  altri: 
dunque  il  gruppo  della  equazione  (10)  dovrà  essere  eguale  a 
quello  delle  permutazioni  sopra  i  derivati ,  e  simile  a  quello 
della  proposta  (v.  n.""  20.  Parte  I). 

9.°  Se  la  risolvente  può  decomporsi  in  piti  fattori  razionali  dei 
coefficienti  della  proposta^  e  di  tutte  le  radici 

di  una  equazione  ausiliaria  irriduttibile 

.     (16)  9(r)  =  0; 

il  gruppo  deve  essere  il  prodotto  di  due  altri',  il  primo  dei  guidi  é  il 
gruppo  della  equazione  stessa  quando  siano  aggiunte  tutte  le  (15)  ', 
il  secondo  è  simile  al  gruppo  delV ausiliaria  (16). 
Sia 

e(V)  =  Ojy,  r,  ,  r, ....  rn^,)  0,  (V,  r,  ,  r,  ....  r„.,) .... 

Poiché  la  risolvente  ha  i  coefficienti  razionali  delle  quantità 
che  entrano  in  quelli  della  (IG),  dovrà  essere  invariabile  per 
le  sostituzioni  del  gruppo  di  queste,  e  quindi  i  fattori  Qt  non 
dovranno  differire  che  per  l'ordine  nel  quale  sono  disposte  le 
(15)  ed  esser  tanti  quante  sono  le  permutazioni  del  gruppo 
della  (16).  Indicando,  come  nel  caso  precedente,  con 

(17)  Y^,^  ^  ,       V,  ^  f  ,      Va^  tj    •  •  .  •  >     ▼  m-i,  t 

V 

le  m  radici  del    fattore  irriduttibile  di  grado  m  =  — 

n 
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(18)  0.(V,r,,r,  ,  r^...r«-,)  =  0, 

sì  dimostrerà  ugualmente  che  tutti  i  gruppi  (Ao)  (A,)  ...  (A/z-i) 
ottenuti  dando  a  t  tutti  i  valori  interi  da  zero  a  n — 1,  e  che 
appartengono  alla  equazione  quando  si  aggiungano  tutte  le  ra- 
dici (15),  sono  derivati  uno  dell'altro. 

Se  una  radice  Y»  t    di   un  fattore  (18)  è  data  in  funzione 
razionale  di  una  radice  Y^^,'  di  un    altro,  per  mezzo    della 

equazione 

V,,  .,  =  </;(¥,,,); 

SI  avrà 

e,(Y.,,)=0,    0M^(V.,.))  =  O; 

e  poiché  la  prima  è  irriduttibile,  e  ambedue  sono  razionali  delle 
stesse  quantità^  le  radici  della  prima  saranno  tutte  radici  an- 
che dell'altra,  e  se  queste  sono 

"^0, 1 9  Fi(Vo,  t)  9  ^2(^0,  «)  •  •  •  Fw-i(Vo,  t) 
saranno  radici  della  9^1=0 

Onde  si  passerà  dall'una  all'altra  permutazione  del  gruppo  (A^r) 
facendo  li  stessi  cangiamenti  delle  Y«^^  1'  una  neir altra,  come 
per  passar  da  una  permutazione  all'  altra  di  (A^)  :  dunque  i 
gruppi  derivati. in  questo; caso  sono  tutti  eguali,  e  il  gruppo 
dell'ausiliaria  che  definisce  le  quantità  aggiunte  che  sono  in- 
variabili per  le  sole  sostituzioni  dei  gruppi  (A^) ,  è  simile  a 
quello  per  il  quale  bisogna  moltiplicare  uno  dei  derivati  per 
ottenere  il  gruppo  stesso  che  appartiene  alla  proposta  quando 
non  siano  aggiunte  le  (15)  (v.  P.  I.  n.""  21);  come  volevamo  di- 
mostrare. 

10.°  Se  8i  aggiunga  a  una  equazione  una  funzione  U  razto- 
naU  détte  radici^  la  quale  prenda  per  tutte  le  sostituzioni  del  primo 
divisore  del  gruppo  altrettanti  valori  differenti ,  e  sia  invariatnle 
per  le  sostituzioni  delVàltro  fattore^  il  gruppo  della  equazione  di- 
verrà il  solo  fattore  per  le  sostituzioni  del  quale  laU  è  invariabile. 
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Poiché  ogni  funzione  aggiunta  diviene  razionale»  e  perciò 
invariabile  per  tatte  le  sostituzioni  del  gruppo,  il  quale  non  po- 
tei pia  contenere  le  sostituzioni  per  le  quali  essa  è  yariabìle  (*). 

11.®  Se  il  gmppo  è  primo,  non  si  potrà  ridurre  altro  che 
aggiungendo  una  funzione  variabile  per  tutte  le  sostituzioni 
del  gruppo,  con  che  il  gruppo  non  conterrà  più  nessuna  sosti«- 
tnzione,  ossia  una  permutazione  soltanto;  perchè  se  si  prenda 
una  funzione  U  simmetrica  dei  valori,  che  riceve  una  funzione 
delle  radici,  per  le  sostituzioni  di  uno  G  dei  derivati  dei  quali 
è  somma  il  gruppo  proposto,  essa  non  sa  rà  che  apparentemente 
invariabile  per  queste  sostituzioni;  perché  eseguita  una  che  lo 
converta  in  un  altro  derivato,  diviene  variabile  anche  per  le 
sostituzioni  di  6.  Dunque  se  una  equazione  ha  un  gruppo  pri^ 
mo ,  non  esiston  funzioni  delle  radici  che  aggiunte  lo  riducano  , 
tranne  quelle  che  lo  riducono  a  una  sola  permutazione, 

12.^  Il  gruppo  di  una  equazione  ,  finché  non  sia  aggiunta 
una  irrazionale  che  non  si  trovi  già  nei  coeflScienti,  sarà  in 
generale  di  grado  1.  2.  3  ...  Jtx— 1  .  jx:  perchè  le  $ole  fanzioni 
simmetriche  sono  sempre  cognite  razionalmente  senza  l'aggiunta 
di  nessuna  quantità.  Se  il  gruppo  sarà  di  grado  minore ,  do- 
vranno esistere  delie  relazioni  particolari  tra  le  radici,  che  ren- 
dano impossibili  le  sostituzioni  che  non  compariscono  nel  grup- 
go.  Infatti,,  si  aggiunga  una  funzione  delle  radici  yariabile  per 
tutte  le  sostituzioni  del  gruppo,  e  invariabile  per  qualunque  al- 
.tra,  e  precisamente  di  queste  una  U  che  contenga  il  minimo 
numero  di  radici;  il  gruppo  non  conterrà  più  nessuna  sostitu- 
zione ,  e  quindi  ogni  funzione  delle  radici,  e  le  radici  stesse  ri- 
sulteranno razionalmente  cognite;  e  si  potranno  tntCe  esprimere 
per  U  e  per  i  coefficienti  : 

X,  =  F.(U) ,    X,  =  F.(U)  ,    x,=  F,(0)  .  .  .  x^.,  =  F^.i(D) . 
Ora  eseguendo  in  questo  sistema  di  equazioni  una  sostituzione 

(*)  Per  conoscere  come  di  fatto  avviene  che  aggiunta  una  sola  fun- 
zione delle  radici,  rimangono  aggiunte  tutte  quelle  che  le  son  simili  , 
e  quindi  anche  quelle  che  riducono  la  risolvente  e  il  gruppo  ,  vedasi 
la  Lei:  XI  dell'Algebra  superiore  di  Serret. 
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qualanqne  che  non  appartenga  al  gruppo  ,  i  secondi  membri, 
rimarrebbero  fermi»  e.i  primi  si  permaterebbero  tra  loro;  ciò 
che  è  impossibile,  percbè  la  equazione  essendo  irriduttibile  ie 
radici  sono  tutte  differenti  tra  loro*  Perciò  le  sostituzioni  del 
gruppo  di  una  equazione  alla  quale  non  é  aggiunta  nessuna  ir- 
razionale, le  chiameremo  possibili,  e  le  altre  impossibili. 

Cosi  se  sulle  radici  di  una  equazione  non  sono  possibili  al-* 
tre  sostituzioni  che  quelle  le  quali  non  lasciano  nessuna  lettera 
allo  stesso  posto;  per  U  potrà  prendersi  una  radice  qualunque, 
poiché  essa  sarà  variabile  per  tutte  le  sostituzioni  del  gruppo , 
e  invariabile  per  tutte  le  altre  :  quindi  tutte  le  radici  saranno 
funzioni  razionali  di  una  qualunque  tra  loro.  Se  non  sono  pos- 
sibili altro  che  quelle  che  non  lasciano  più  di  due  lettere  allo 
stesso  posto,  si  può  prendere  per  U  una  funzione  non  simme- 
trica di  due  radici  qualunque:  e  perciò  tutte  quante  sono  fun- 
zioni  razionali  di  due  qualunque  tra  loro. 

13.°  Reciprocamente  quando  esistono  delle  relazioni*  razio- 
nali tra  le  radici,  il  gruppo  non  contiene  altre  sostituzioni  che 
quelle  possibili  nel  sistema  di  equazioni  che  dà  quelle  relazioni, 
e,  ciò  che  è  lo  stesso,  in  quello  che  se  ne  può  dedurre  per 
esprimer  tutte  le  radici  razionalmente  per  il  minimo  numero 
di  esse.  Infatti,  aggiunte  queste^  le  radici  sono  tutte  cognite 
razionalmente,  e  il  gruppo  non  contiene  più  nessuna  sostitu- 
zione; dunque  quelle  per  le  quali  le  radici  aggiunte  sono  in- 
Tarìabili,  che  sono  le  impossibili  nel  sistema ,  non  le  poteva 
contenere  avanti  la  loro, aggiunzione. 

Cosi  quando  le  radici  sono  tutte  funzioni  razionali  di  una 
qualunque  tra  loro,  è  evidente  che,  cangiata  una,  si  debbono 
cangiar  tutte  le  altre  che  ne  sono  funzioni  razionali,  e  non  son 
possibili  altre  sostituzioni  che  quelle  che  non  lasciano  ferma 
nessuna  lettera  :  e  queste  sono  le  uniche  che  appartengono  al 
gruppo. 

Puiseux  in  questi  ultimi  tempi  ha  determinato  le  sostituzio- 
ni che  si  operano  sulle  radici  quando  si  faccia  percorrere  con 
continuità  una  serie  di  valori  immaginari,  fioche  non  91  torni  a 
quello  da  cui  siamo  partiti,  a  una  quantità  deila  quale  sono 
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foDzioni  razionali  i  coeflScienti  {*).  Hermite   ha  dimostrato  che 
queste   sostituzioni  sono  quelle  stesse  del  gruppo  della  equa- 
zione (^).  Le  considerazioni    precedenti    spiegano    facilmente 
questa  rimarche?ole  coincidenza, 

II. 

DELLA  BISOLUZIOIfB   DELLE  EQUAZIONI. 

14."  Risolvere  una  equazione  algebrica  significa  renderne  ra- 
zionali le  radici  colf  aggiunzione  di  radici  di  equazioni  ausiliarie. 

Affinchè  una  equazione  sia  risoluta  è  necessario  e  suffi- 
ciente che  il  suo  gruppo  non  contenga  più  nessuna  sostituzione  : 
perchè  ogni  funzione  anche  variabile  per  qualunque  sostituzione 
deve  essere  razionalmente  cognita  quando  una  equazione  è  ri- 
soluta, e  reciprocamente,  se  il  gruppo  è  ricotto  a  non  contenere 
più  nessuna  sostituzione,  tutte  le  radici  sono  cognite  razional- 
mente. 

Bisogna  qui  distinguere  due  casi  :  o  non  esistono  equazioni 
ausiliarie  di  gruppo  inferiore  per  le  radici  delle  quali  siano 
esprimibili  razionalmente  quelle  della  proposta;  e  la  operazione 
mediante  la  quale  coli'  aggiunzione  di  radici  di  equazione  di 
gruppo  simile  si  riduce  il  gruppo  della  proposta  a  non  contenere 
nessuna  sostituzione,  la  diremo  trasformazione  della  equazione,  o 
risoluzione  impropria,  e  le  radici  di  queste  equazioni  le  diremo 
irrazionali  primitivi;  o  esisteranno  equazioni  di  gruppo  inferio- 
re, per  le  radici  delle  quali  possano  darsi  razionalmente  quelle 
della  proposta,  e  allora  la  equazione  si  dirà  risolubile  propria- 
mente. 

Il  primo  caso  ha  luogo  quando  il  gruppo  è  primo  :  il  se- 
condo quando  è  il  prodotto  di  più  gruppi  primi. 

15.^  I.  Caso.  Noi  qui  toccheremo  soltanto  la  Teoria  delle 
trasformazioni  delle  equazioni  in  quanto  è  necessario  per  i  pro- 
blemi relativi  alla  risoluzione  propria  che  ci  siamo  proposti  ia 

(')  V.  Journal  de  Liouvìlle  T.  XV. 
(**)  V.  Gomptes  Rendus.  ÀvriI  1851. 
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questa  Memoria.  Gl'irrazionali  primitivi,  di  gruppo  simile  che 

possono  esprimersi  razionalmeute  gli  uni  per  gli  altri  potranno 
essere  definiti  da  equazioni  inriduCtibili  di  gradi  differenti,  o 
anche  di  grado  eguale,  e  di  maggiore  o  minore  semplicità  rela- 
tivamente all'applicazione  dei  metodi  di  risoluzione  numerica  : 
Doi  però  non  ci  fermeremo  su  queste  distinzioni  :  e  li  terremo 
tutti  della*  stessa  classe.  Osserveremo  soltanto  che  da  quanto 
abbiam  detto  al  numero  11^  si  deduce  facilmente  il  seguente 
teorema  :  affinché  una  equazione  ìrtiduttihile  sia  impropriamente 
risolubile  per  'radici  di  equazioni  di  grado  inferiore  è  necessario 
e  sufficiente  che  il  suo  gruppo  sia  decomponibile  in  un  numero  di 
derivati  simili  minore  del  suo  grado. 

Gl'irrazionali  primitivi  di  gruppi  non  simili  li  distinguere- 
mo in  classi  corrispondenti  alle  classi  dei  loro  gruppi. 

16.^  GVirrazionali  primitivi  di  prima  classe^  il  gruppo  dei  quali 
è  di  grado  primoy  sono  tutti  esprimibili  razionalmente  per  sóli  ra- 
dicali» 

Il  Gruppo  della  equazione  che  li  definisce  non  contiene  che 
le  potenze  di  una  sola  sostituzione  di  ordine  eguale  al  numero 
delle  radici  (v.  P.  I.  n."^  16)>  e  circolare  sopra  tutte  le  mede- 
sime (v.  P.  I.  Tk.^  7.  4.)  :  quindi  distinguendo  le  radici  con 
apici  numerici,  poiché  il  loro  numero  è  primo  (v.  P.  I.  n.°  2),  le 
sostituzioni  del  gruppo  saranno  soltanto  le  potenze  di 


1'»)     e  )  • 

Costruiamo  la  funzione 

U=  (a:^  -4-  axi  -4-  a^-c, -+-...-+-  a'^'  x^i  Y , 
dove 

OL^^  -f-  «"''  H-   ....-4-«'*-+-a-hl=0. 

U  é  invariabile  per  tutte  le  sostituzioni  del  gruppo  (*),  e  per- 
ciò  razionalmente  cognita.  Il  radicale  (/'U  espresso  per  lera- 


(*)  V.  Serret.  Court  d'Alg.  sup.  pag.  358. 
AwmJU  di  Scienze  Mat  e  Fis,  T.  IL  marzo  1852. 
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4ic4  è  vari^ibile  per  tiit(q  le  poteDxe  della   (19)  :  dnaqae  ag* 
gina^Q  ridurrai  il  grappa  a  poo  oQnteaere  più  aloana  softlita- 
4Ì0Q^,  e  gì'  if re^iof^Ii  ptiinitivi  x  multeranno  raxioiialiiieiite 

^  ... 

espressi  per  ^U^  e  per  cci  che  è  esprimibile  per  radicali,  co- 
me din^ostrò  Gauss  per  il  primo  (*). 

17.'^  Tuta  gTirrcaionaU  primitivi  esprimibili  per  soli  r^icUcaU 
sono  di  priflyjt  classe. 

Aggiunte  le  radici  p''^'^^  immaginarie  della  unità,  una  equa- 
zione binomia  di  grado  p  ba  tutte  le  sue  radici  funzioni  ra- 
zionali di  una  qualunque  tra  loro  :  talché  queste  non  si  pos« 
scino  che  aggiunger  tutte  insieme:  e  quindi  il  gruppo  di  una 
equazione  o  non  è  ridnttibile  per  questa  aggiunta,  oppure  è  il 
prodotto  di  un  gruppo  che  potrà  essere  anche  di  primo  gra- 
do, per  un  altro  di  grado  p  (v.  n.°  8);  dunque  gf  irrazionali 
esprimibili  per  soli  radicali  o  non  sono  primitivi,  o  sono  di  pri- 
ma classe. 

La  determinazione  degrirrazionali,  per  i  quali  converrà  di 
esprimere  gì'  irrazionali  primitivi  di  classi  superiori ,  sarà  un 
applicazione  delle  proprietà  dei  gruppi  delle  classi  corrispon- 
denti. 

i8.<>  It.  Caso.  tJfun  equazione^  il  gruppo  della  quale  è  il  pro- 
dotto di  più  gruppi  primi,  è  risolubile  per  irrazionali  primitivi,  i 
gruppi  dei  qudi  sonò  rispettivamente  simili  ai  divisori  del  gruppo 
della  proposta  :  e  viceversa. 

Sia  il  gruppo  della  proposta 

H=rT".  ..  rc) 

e  r'  r^'  é  ^ . . .  .  r^']  siano  tutti  primi.  Decomponiamo  il  primo 
gruppo  no  in  un  numero  p  di  derivati  simili  (v.  P.  I.  num. 
23.  2.),  e  constrniamo  una  funzione  9  delle  radici,  inyariabile 
per  Va{i0  (e  «Qfttiti|;^ìpDn  degli  altri  grapfi  V  F"...  e  per  quelle 

(*)  V.  Gau»B.  Disqnisitiones  Àritioeticae,  ovvero  Serret.  Cours  d'Alg. 
Sup.  pag.  373. 
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di  uno  idei  derivati  dei  qfiali  è  sodima  r<').  La  funeione  0  avrà 
p  valori  che  saranno  dati  da  una  equazione  di  grado  p^  e  di 
gruppo  simile  a  FC)  (v.  o.^  8).  Aggiunte  tutte  lep  radid  di  questa 
equazione,  saranno  cognite  razionalmente  delle  funzioni  yariabiU 
per  le  sostituzioni  di  r('),  e  perciò  il  groppo  della  proposta  si 
ridurrà  al  solo  prodotto  degli  altri.  Coiraggiunta  d'irrazionali 
primitivi  analogamente  construiti  e  di  gfuppi  simili  a  F^'^'), 
Fv'~') . .  . . ,  si  potrà  ridurre  successivamente  il  gfuppo  a  con- 
tenere quanti  divisori  di  meno  si  vuole^  e  quindi  a  non  conte- 
nere più  nessuna  sostituzione^  e  cosi  otterremo  la  risoluzione 
completa  della  equazione. 

Là  proposizione  inversa  è  una  conseguenza  immediata  ili 
ciò  che  si  ò  stabilito  al  n.  9. 

Dal  Teorema  precedente  se  ne,  deducono  immediatamente  i 
seguenti  corollarj. 

1«  Affinché  una  eqtMzione  irrtduttibih  ria  ri$olubih  per  ùrra- 
xionali  primitivi  di  clasri  determinaU  ,  è  necessario  è  eufficiente  9 
che  il  etto  gruppo  sia  il  prodotto  di  gruppi  di  classi  eguali  a  quelle 
degf  irrazionali  medesimi. 

2.  Affinchè  una  equazione  ria  risolubile  per  radicali  è  necessa- 
rio e  sufficiente  che  il  stu>  gruppo  sia  il  prodotto  di  gruppi  tutti  di 
prima  classe. 

3.  //  prodotto  dri  gradi  dei  gruppi  delle  equazioni  che  defi- 
niscono gVirrazionalì  primitivi  per  i  quali  una  equazione  irridut- 
tibile  è  risolubile ,  è  eguale  almeno  al  grado  del  gruppo  di  questa 
medesima. 

4.  Il  prodotto  degV  indici  dei  radicali  per  i  quali  é  risolubile 
una  equazione  è  eguale  almeno  al  grado  della  mederima^se  è  ir-' 
riduttibile. 

19.°  H  grado  deU* ultimo  divisore  del  gruppo  di  una  equazione^ 
0  è  eguale  al  grado  della  equazione^  0  né  un  divisore. 

L'aggiunzione  delfirrazionale  U  variabile  per  le  jx  sostituzio* 
ni  di  questo  divisore  rende  razionali  le  radici  ,  e  quindi  de- 
compone la  equazione  in  [x  fattori  tutti  di  primo  grado.  L'ag- 
giunta degli   altri  irrazionali  poteva  aver  già   decomposta  la 
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equazione  in  faitori  tutti  di  grado  eguale  tra  loro^  e  quindi  /x 
deve  essere  o  eguale  al  grado,  o  a  un  divisore  del  medesimo; 
e  qui,  ragionando  come  per  istabilire  il  numero  dei  fattori  nei 
quali  si  decompone  la  risolvente,  ai  n.*"  8  e  9,  ^i  dimostra 
che  jx  è  eguale  o  al  grado  della  equazione  irriduttibile  che 
dà  U)  o  al  gruppo  ,  e  quindi  a  un  multiplo  del  grado  della 
medesima;  con  che  rimane  provato  ciò  che  volevamo. 

Da  ciò  che  precede  derivano  i  corollarj  seguenti  : 

1.  Una  equazione  irridtUtibile  di  grado  primo  non  ptiò  risoU 
versi  senza  irrazionali  di  grado  eguale  ai  proprio. 

2.^  Una  equazione  irriduttibile  di  grado  qualunque  non  pìAò  ri- 
solversi  senza  irrazionali  di  grado  divisore  del  proprio. 

3.  GVirrazionali  primitivi  esterni  nella  espressione  delle  radici^ 
cioè  quelli  che  non  compariscono  nei  coefficienti  di  nessuna  delle 
ausiliarie  o  sono  dati  da  equazioni  di  grado  eguale  a  quello  della 
proposta^  0  a  un  divisore  del  medesimo  :  teorema  già  dimostralo 
da  Malmsten  per  il  caso  particolare  dei  radicali  (*). 

CAPITOLO  SECONDO 

DBIiliA  RMOIiVBILITà  DEI.I<E   ÌRQVIkXlOlMt   PER   RADICALI. 

I. 

DELLB  BlSOLVBIfTI    LAGBANGIAITB. 

20.^  Non  spmpre  sono  date  immediatamente  le  relazioni  ra- 
zionali che  passano  tra  le  diverse  radici  di  una  equazione  ir- 
riduttibile da  risolversi,  e  quindi  non  sempre  se  ne  conoscono 
i  loro  gruppi  direttamente,  come  nelle  equazioni  che  danno  la 
divisione  delle  funzioni  circolari  ed  ellittiche.  Perciò  non  ba- 
sta conoscere  le  condizioni  da  verificarsi  sui  gruppi  di  risolu- 
bilità per  radicali;  ma  è  necessario  di  trasformar  quelle  in  aU 
tre  facili  a  verificarsi  direttamente  sui  coefficienti.  Galois  ebbe 


(*)  Creile^  Journal  fiir  die  Mathemalik.  B.  34.    In  solutionem  aequa- 
tionam  algebraicarum  disquisilio  :  auct.  Malmsten. 
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in  vista  più  specialmente  le  condizioni  relative  ai  groppi,  Abel 
ai  coefficienti.  Io  ho  sviluppato  prima  quelle,  e  poi  le  ho  tra- 
sformate in  questo.  , 

La  determinazione  in  particolare  della  natura  dei  groppi 
di  tutte  lo  equazioni  risolubili  per  radicali*,  consisterà  nella 
ricerca  del  massimo  moltiplicatore  decomponibile  in  divisori  di 
prima  classe,  delPullimo  gruppo  che  dev'esser  pure  di  prima 
classe,  e  di  grado  eguale  a  quello  della  equazione  oaon  di- 
visore del  medesimo  (v.  n.'  18""  2- e  19""). 

21.<>  Passiamo  ora  a  determinare  come  si  possano  coi  coef- 
ficienti constroire  alcono  risolventi  che  abbiano  proprietà  par- 
ticolari meno  difficili  a  verificarsi  di  quelle  della  risolvente  ge- 
nerale di  Galois,  quando  appartengono  a  equazioni  risolubili 
per  radicali. 

Abbiamo  già  veduto  che  il  gruppo  di  queste  equazioni  ò  il 
prodotto  di  più  gruppi  di  prima  classe.  Sia  H  il  gruppo  tota- 
le, e  .G, G',  G",...  G^)  i  suoi  divisori  respettivamente  di  grado 
jx,  [x\  II"  ...[jjyi,  dove  {i  ò  eguale  al  grado  n  della  equazione, 
o  a  on  divisore  del  medesimo,  e  tatti  sono  nomeri  primi. 

L'  ottimo  radicale  da  aggiungersi  dovrà  esser  variabile  per 
le  sostitozioni  deirultimo  divisoi-e  G  (v.  n.^  19),  e  quindi  per 
le  sostituzioni  circolari  su  tutte  quante  le  radici  se  [i  è  primo^ 
e  se  nò,  per  il  prodotto  di  più  sostituzioni  circolari  so  fi  ra- 
dici ciascuna  :  dovrà  inoltre  esser  radice  di  una  equazione  bi- 
nomia  ,  la  quale  abbia  il  termine  noto  R  razionale ,  allorchà 
siano  state  aggiunte  altre  funzioni  variabili  per  le  sostituzioni 
di  tutti  gli  altri  divisori  ,  e  quindi  invariabile  per  le  sostitu- 
zioni circolari  sopra  /x  radici  :  dunque  potrà  sempre  prendersi 

per  ultimo  radicale  da  aggiungersi  |/^R  ,  essendo  [x  un   divi- 
sore del  grado,  e  R  la  nota  espressione  di  Lagrange 


/=/i-i 


*°"  X***'  !  ' 


/-• 


dove  «  è  duto  dalla  equasioiie 


r=/*-l 


•sO 


I  gradi  /x'f  fi"f  •  •  •  /x^'')  degli  altri  divisori  di  H  sono  (aiti 
<;  n ,  perché  il  aume^o  delle  permutazioni  di  an  grappo  non 
pq0  contenere  fattori  primi  maggiori  del  numero  delle  lettere; 
dunque  si  potrà  prendere  un  gruppo  prodotto  dei  divisori  di  H 

r  =G'G".  ..Gì'), 
il  grado  del  quale  sia 

d  =  fji'  fx"  .  .  .  /xO  <  « . 

Eseguiamo  sulle  Xt  contenute  in  R  tutte  le  sostituzioni  di  F, 
avremo  d  valori  per  R.  Construiamo  la  equazione  di  grado  d 

« 

che  li  ba  per  radici.  Per  averne  i  coefficienti  basta  determi- 
nare una  sola  funzione  F  simmetrica  dei  d  valori  delle  R;  poi^ 
chò  la  nota  teorica  delle  funzioni  simili  ci  dà  il  modo  di  espri- 
mer quelli  io  funzion  razionale  di  questa.  Eseguendo  quante 
e  quali  si  vogliono  sostituzioni  sulle  Xt  contenute  nella  F ,  si 
avranno^  altrettanti  valori  che  tutti-  saranno  radici  di  una  equa- 
lione  in  generale  di  grado  molto  elevato  a  coefficienti  razio- 
nali, e  che  potrà  chiamarsi  Riiolvenie  Lagrangiana  dal  sommo 
geometra  che  la  usò  il  primo.  Poiché  ogni  funzione  simmetrica 
dei  Valeri  che  prende  F  per  le  9'  sostituzioni  di  T'j  sono  ra- 
gionali se 

r=:G('+'}G('-^»)...GW, 

e  in  conseguenza 

la  Risolvente  Lagrangiana  dovrà  esser  riduttibile,  e  avere  un 
fattore  razionale  di  grado  d'.  Se  non  é  d'  <^  n ,  operando  so- 
pra questo  fattore  poste  a  zero>  il  gruppo  del  quale  è  F',  co- 
me abbiamo  operato  sulla  proposta,  si  farà  dipendere  da  una 
di  grado  <^  n ,  e  da  un  altra  che  sarà  di  grado  ^  $',  e  così 
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segailaniio  si  dvraiino  (ante  equazioni  totte  ài  gfratlo  ttifft(yré 
della  proposta,  dalla  risoluzione  delle  quali  dipenderti  H  tisd«- 
luzione  di  questa.  I  gruppi  di  tutte  le  risolventi  sono  tutti  eyi-^ 
dentemente  i  successivi  divisori  di  H  ;  dunque  esse  saranno  ri- 
solubili per  radicali  quando  é  la  proposta. 

L'applicazione  diretta  e  generale  di  questo  metodo  suppone 
la  cognizione  precedente  del  gruppo  della  equazione  da  risol* 
versi.  Ma  vedremo  come  anche  senza  conoscere  il  gruppo,  ès- 
sendo dati  Soltanto  i  coefficienti  della  equazione  esistono  certi 
modi  di  applicarlo,  differenti  secondo  la  natura  del  numero  at 
quale .  è  eguale  il  grado  della  equazione ,  taii  che  se  con  essi 
non  si  può  ottenere  la  risoluzione  voluta,  possiamo  esser  certt 
che  essa  è  impossibile.  Questi  modi  sono  qnelli  stéssi  proposti 
da  Lagrange.  V  Abel  aveva  veduto  questo  pregio  elei  metodo 
inventato  da  quel  sommo  Geometra ,  e  i  Teoremi  annunziata 
nel  frammento  della  sua  Memoria  postuma  Sur  la  resoltUion 
atgebriqw  des  eqtMtions  sono  diretti  tutti  a  dimostrarlo, 

22.*^  La  Risolvente  Lagrangiana  in  tutti  1  casi,  tranne  al- 
cuni nei  quali  il  grado  è  potenza  di  un  numero  primo  ,  deve 
sempre  avere  un  fattore  razionale  di  primo  grado.  £  curioso 
di  conoscere  se,  tolto  questo  fattore,  ó  ulteriormente  rìdutti- 
bile,  é  se  lo  è,  di  determinare  il  grado  e  la  natura  dei  fattori 
razionali  che  la  dividono.  Io  ho  trovato  un  metodo  generala 
per  risolvere  questo  problema,  e  qui  passo  ad  esporlo. 

La  radice  U  della  Risolvente  Lagrangiana,  data  dal  fattore 
razionale  di  primo  grado,  è  invariabile  per  tutte  le  sostituzióni 
del  gruppo  H  della  equazione.  Le  altre  radici  sono  tutti  i  va- 
lori che  prende  U  per  tutte  le  sostituzioni  che  non  apparten- 
gono a  H.  Deriviamo  H  per  mezzo  di  una  di  queste  9,  e  poi  il 
gruppo  derivato  derrvtamolo  successivamente  per  tutte  le  sosti- 
tuzioni 9^  61  63 ...  .  9n-2  di  H;  le  funzioni  invariabili  rispct . 
tivamente  per  tutte  le  sostituzioni  di  questi  derivati 

(20)        DyH,D««,  H,  D^e  H,  D^»    H,  .  •  .  D^e,     .  H 

o  -i  2  *  n-a 
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saranno  altrettante  radici  della  risal?eQ(c,  elie  indicheremo  eoo  ^ 
le  lettere 

(21)  R^  Ri  R2  .  .  •  R«-i . 

Alcune  di  queste  potranno  anche  essere  eguali  tra  loro;  ma 
ancorché  siano  tutte  differenti  le  sostituzioni  di  H  non  faran- 
no  che  permutarle  una  nelfaltra;  dunque  le  funzioni  simme- 
triche delle  medesime  saranno  invariabili  per  le  sostituzioni  di 
H  e  quindi  razionali;  onde  la  risolvente  Lagrangiana  se  avrà  un 
fattore  di  grcuto  primo  ammetterà  anche  pii^  fattori  razionali  di 
grado  non  superiore  al  grado  del  gruppo  della  equazione^  quando 
questa  sia  risolubile  per  radicali. 

Poiché  il  gruppo  di  una  equazione  non  contiene  altre  so- 
stituzioni che  quelle  per  le  quali  é  invariabile  una  funzione 
delle  radici  razionalmente  esprimibile  per  i  coefficienti  (y.  n. 
6)  3  il  gruppo  della  equazione  che  ha  per  radici  le  (21)  sarà 
eguale  aH:  dunquq  t  fattori  razionali  nei  quali  è  riduttiòile  la 
risolvente  Lagrangiana  sono  tutti  risolubili  per  radicali ,  se  lo  è 
la  proposta. 

Affinché  alcune  delle  (21)  siano  eguali  tra  loro,  e  che  il 
grado  del  fattore  razionale  sia  perciò  minore  del  grado  del 
gruppo  H,  é  necessario  che  alcuni  dei  (20)  siano  eguali,  ossia 
per  alcuni  valori  di  m  e  mi 

(22)  Dp,^H  =  D,,^H> 

e  qaìndi 

.  Q„<pB„  =  9„  <f$ 


m 
I 


e  moltiplicando  a  destra  per  d«  a  sinistra  per  9^  essendo 

'  9u8a    =  ^       ^1»  fl/*  =  1 

e. 


I 


si  ottiene 

(23)  S,?  =  f  9,  ; 
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duoqoc  9  dovrà  essere  9  UDa  sostitazione  di  un  moltiplicatore 
di  alcuno  dei  divisori  di  H.  Qaesto  poi  é  suflScieotc,  perchè  eoo 
un  processo  inverso  dalia  (23)  si  può  facilmente  dedarre  la 
(22).  Dnnqae  il  numero  dei  fattori  razionali  della  risolvente  La- 
grangiana  di  grado  a  (e  oc  sarà  sempre  un  divisore  del  grado  n 
del  gruppo  della  eqtuizione)  è  eguale  ai  numero  delle  sostituzioni  dei 

massimi  moltiplicatori  dei  gruppi  di  grado  —  divisori  del  gruppo  H 

deUa  proposta. 

II. 

DELLA  risolubilità'  PBB   BADICALI  DELLB   BQUAZlOlfl  DI   GBADO  PBIIIO. 

23"".  Affinchè  una  equazione  irriduttibile  di  grado  primo  sia  ri- 
solvibile  per  radicali ,  é  necessario  e  sufficiente  che  il  suo  gruppo 
non  ammetta  altre  sostituzioni  che  quelle  comprese  nel  simbolo 


e  che  in  conseguenza  tutte  le  sue  radici  siano  funzioni  razionali 
di  due  qualunque  tra  loro. 

L'aitimo  divisore  del  gruppo  di  una  equazione  di  grado 
primo  risolubile  per  radicali  non  ha  altre  sostituzioni  che  le 
potenze  di 

'^^'     cj 

(v.  n.°  19)  :  il  suo  massimo  moltiplicatore  contiene  solo  le  po- 
tenze di 


w      Q 


dove  p  è  radice  primitiva  del  grado  (v.  P.  I.  n.  24)  ;  e  quindi 
ha  tutti  i  divisori  di  prima  classe  (v.  P.  I.  num.  35);  dunque 
é  necessario  e  sufficiente  che  tutte  le  sostituzioni  del  gruppo 
siano  i  prodotti  delle  differenti  potenze  della  (25)  con  quelle 
della  (26),  cioè  le  sostituzioni  comprese  nel  simbolo  (24). 
Le  (24)  non  possono  dare  due  permutazioni  che  abbiano  più 
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di  ana  lettera  allo  stesso  posto  (*):  daDqae  tutte  le  radici  deb* 
bono  esser  fanzioni  razionali  di  dae  qaaluDqae  tra  loro  (  v. 
D.*"  12);  e  questo  è  snfBeieDle»  come  già  dimostrai  in  una  mia 
Nota  sulla  rùolubiUtd  per  radicali  delle  equazioni  di  grado  pri* 
mo  {**)  :  e  come  si  deduce  facilmente  dal  num.""  13.  Le  (24) 
dando  non  più  di  |x(fA — 1)  permutazioni ,  e  per  il  numero  3 
solo  avendosi  1.  2....  fi=[i{[x — 1)^  tutte  le  equazioni  di  grado 
primo  superiore  a  3  non  sono  in  generale  risolubili  per  radi- 
cali. 

24.^  Affinché  una  equazione  di  grado  [i  primo  sia  risolubile 
per  radicali  è  necessario  e  sufficiente  che  la  tisolvente  Lagrangia- 
na  ammetta  un  fattore  razionale  di  primo  grado. 

Le  radici  della  risolvente  Lagrangiana  sono  in  questo  caso 


dove  «^^-, 


X   (S^' V^   > 


2^a-  =  0 


nt»o 


e  p  radice  primitiva  di  jut  (^'^^).  Questa  funzione  é  evidentemente 
invariabile  per  tutte  le  sostituzioni  (25)  e  (26)  del  gruppo  (**^**): 
dunque  la  risolvente  ha  una  radice  razionale;  e  questo  basta 
perchè  col  metodo  di  Lagrange  si  possano  ottenere  tutte  le 
radici  espresse  per  radicali. 

Passiamo  a  determinare  gli  altri  fattori  razionali  della  ri* 
solvente.  Poiché  il  gruppo  delle  (25)  ha  per  massimo  moltipli- 
catore quello  delle  sostituzioni  date  dalle  (26),  basterà  deter- 


C)  Vedi  Tortoliui  Annali  di  Mat.  Anno  ISSI,  pag.  6. 
n  Ivi,  pag.  14. 

C*)   Vedi  Ann   di  Mat.  compilati  da  B.  Tortoliui  gemi.  1951.  ffotà 
$uUa  ritoHMlità  ec. 

('••*)  Ivi. 
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minare  il  moltiplicatore  di  qaesto  ultimo.    In  questo    caso  la 
equazione  (14)  della  prima  parte,  diviene 

che  ha  per  integrale 

dunque  la  risolvetUe  Lagrangiana  deUe  equazioni  di  grado  fi  pri- 
mo ha  tanti  fattori  razionali  di  grado  [i^  quante  sono  le  eoitau- 
zioni  fjf  cioè  quanti  i  numeri  primi  inferiori  a  fi  :  gli  altri  $9H0 
di  grado  fi(/x — 1)^  e  tutti  poi  ritolubUi  per  radicàU. 

III. 

DILLB  BQVAZIOm   IL   GRADO  DBLLB   QUALI   fe   IL    PBODOTTO 
Di  »ro'   ICUMBRI  PBOil  DirVBBBNTI 

25.°  Una  equazione  il  grado  deUa  quale  è  il  prodotto  di  nu- 
meri  primi  differenti  non  può  esser  risolubile  per  radicali  j  se  U 
suo  gruppo  non  è  a  lettere  congiunte. 

Poiché  abbiamo  veduto  che  l'ultimo  gruppo  di  una  equa* 
zione  risolubile  per  radicali  dev'esser  di  grado  primo  p  divi- 
sore del  grado  p.  della  equazione  (v.  n.<>  19);  e  che  il  massi- 
mo gruppo  che  lo  abbia  per  divisore  è  (v.  P.  I.  n.'  26,  27,  28) 
a  lettere  congiunte  quando  i  fattori  di  jx  sono  differenti  tra 
loro. 

26.°  Una  equazione  irridutlibile  il  grado  [i  =zpq  della  quale 
ha  dei  fattori  primi  differenti  non  può  esser  risolubile  per  radica- 
lij  se  non  è  decomponibile  in  p  fattori  razionali  di  grado  q^  coir 
Taggiunzione  détte  scie  radici  di  una  equazione  di  grado  p.. 

Distinguiamo  con  un  apice  h  le  lettere  di  uno  stesso  si* 
stema,  con  un  altro  k  il  sistema  al  quale  appartengono,  avre- 
mo per  il  teorema  precedente  che  tutte  le  sostituzioni  del 
gruppo  dovranno  essere  della  forma 


/^*,* 

Wa) 


Siauo  Fo  Fi  Fa  .  .  .  F^i  altrettante  funzioni  ciascuna   delle 
lettere  di  uno  stesso  sistemai  e  iuvariabili  per  le  sostituzioni 
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(27)  p'*  )  . 


Esse  saranno  radici  di  ana    equazione    di    grado  p  il  gruppo 
della  quale,  contiene  soltanto  le  sostituzioni 

(28)  r^^'    )  ; 

e  poiché  esse  sono  variabili  per  tutte  le  sostituzioni  (28),  ag- 
giunte ridurranno  il  gruppo  alle  sole  (27).  Dunque  le  funzioni 
invariabili  per  quelle  saranno  razionalmente  cognite;  e  quindi 
anche  le  funzioni  simmetriche  di  ogni  sistema  di  radici:  duu* 
que  per  l'aggiunzione  delle  p  radici  F^  la  proposta  si  ridurrà 
in  p  fattori  razionali  di  grado  q^  come  volevamo  dimostrare. 
È  evidente  che  le  funzioni  simmetriche  delle  F  ,  ossia  i 
coefficienti  della  equazione .  della  quale  esse  sono  radici,  saran- 
no invariabili  per  tutte  le  sostituzioni  del  gruppo,  e  quindi  ra- 
zionali; e  la  risolvente  Lagrangiana ,  che  in  questo  caso  è  di 
grado 


(*) 


{p^i)p(ì.2...q)P 

dovrà  avere  un  fattore  razionale  di  primo  grado  se  p  é  pri- 
mo; se  no,  dovrà  esser  riduttibile  parimente  la  equazione  che 
dà  le  F,  e  cosi  di  seguito,  finché  non  si  arri\i  a  una  di  grado 
primo;  per  la  quale  vale  quello  che  abbiamo  stabilito  nel  para- 
grafo precedente.  Lo  stesso  deve  dirsi  dei  fattori  razionali  di 
grado  jT,  i  quali  posti  a  zero  danno  direttamente  le  radici. 

Le  condizioni  esposte  nei  due  teoremi  dei  num.  25^  e  26^, 
non  son  sufficienti;  ma  le  condizioni  sufficienti  sono  già  in  esse 
contenute  :  perché  rimangono  ridotte  a  que  Ile  delle  equazioni 
di  grado  primo,  che  tali  sono  le  ultime  equazioni  irriduttibili 
alle  quali  si  arriva  con  questo  metodo. 

Quando  una  equazione  irriduttibile  é  di  grado  pq  y  i p  ^  q 

(*)  V.  Serret,  Cours  dWÌQ.  sup.  pag.  240. 
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sono  oumeri  primi  differenti,  indicando  le  radici  colle  lettere 


^«,0      ^^lO ^P'IiO 


^0,7-it  ^«,^1 •^p-i^T'i 

i  casi  di  risolubilità  sono  i  soli  tre  seguenti  : 

1.°  Quando  il  gruppo  della  equazione  é  di  grado 

p9(p  _  i)y  j(,  _  1) 
e  le  sue  sostitazioni  sono  date  da 

2.°  Quando  è  di  grado 
e  le  sostituzioni  sono 

3.**  Se  il  groppo  è  di  grado 

pqip  -  ì){q  -  i) 


e  le  sostituzioni 


In  tutti  questi  simboli  dovrà  aversi 

©(t)  =  a»  -4-  i  ,  (i(A)  =  a'A  -+■  A' 

essendo  a  e  b  numeri  interi  qualunque  <Cj'9  ^'  ^  ^'<C9^- 

Le  risolventi  Lagrangiane  delle  equazioni  di  grado  p  e  q 
dalle  quali  si  fa  dipendere  la  proposta,  debbono  inoltre  aver 
latte  un  fattore  razionale  di  primo  grado  (v.  num.°  24).  Fa- 
cendo /»  ss  2 ,  qzsZ  si  hanno  i  tre  casi  di  risolubilità  delle 
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eqoaziooi  di  6,"*  grado,  stttuppati  e  dimostrati  da  Lialmr  adi 
T.  36  del  Giornale  di  Creile. 

27.^  Da  ciò  che  abbiamo  stabilito  nel  nnmero  precedente 
si  deduce  immediatamente  che  il  grado  del  gruppo  di  una  e- 
quazione  di  grado  m  =  />jr  ,  dove  p  e  q  sono  differenti ,  non 
deve  esser  maggiore  di  1,  2  ...  q.  1.  2...  />.  Ora  il  Gruppo  di 
una  equazione  di  grado  pq  ìfk  generale  è  di  grado  1.2.3...  J9^; 
dunque  alBnchè  sia  risolubile  per  radicali  dovrà  aversi 


1.  2.  3. .  .  pq     1.  2.  3  . . .  jf.  12.  3.../>; 

o  anche 

« 

tj-hI  .j-4-2.../>jr~l.  2.  3  .•../! 


/ 
lo  che  evidentemente  non  può  essere  se  p  e  q  '^  ì',  dunque 

l'equazioni  i  gradi  delle  quali  amméttono  dei  fattori  primi  dif- 

ferentìy  non  sono  in  generale  risolubili  per  radicali. 

IV. 

DBLLB   IQUAZIONI  IL  «RADO  DKLLB  QUALI  t   LA   POTBIVZA 

DI   UN  XfUMBBO  PRIMO. 

28.^  5e  U  gruppo  K  di  una  equazione  risolubile  per  radicali 
di  grado  p*  {p  essendo  un  numero  primo)  non  è  a  lettere  congiun* 
te,  deve  necessariamente  1.^  non  contenere  altre  sostituzioni  che 
della  forma 

(29)  {       ^  „r 

(k  e  i  Br  essendo  radici  di  x^  ^  x  {mod.p)  );  e  tn  conseguenza 
essere  di  grado,  o  eguale  a 

•  a  fin  diimmre  rft  M;  a  tuUe  le  radici  ddUs  equazione  dMon 
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«Mere  funzioni  raxianali  éK  v  + 1  tra  loro.    2.*'  E$$endo  sempre 

K  =  Kfi  G,  Ga  9 
dov€  Ko  ha  eolkmte  ecsiUuzioni  della  forma 

0  G9  Gì  ,  Ga  Aoitno  t7  medesimo  significato  che  al  n.^  38;  t7  grt/g^ 
pò  Gì  «i  jffae/o  del  quale  è  un  divisore  di 

—  '■       I  «  I  ■  ■  '      L,   ■         ■  I     ■       ■»■!»■■■  I         ^ 

'Ap-ì) 

deve  essere  decomponibile  in  gruppi  di  prima  classe. 

L'aliimo  grappo  deve  essere  di  grado  p  (t.  d.°  19),  dun- 
que (y.  n.®  28)  il  massimo  gruppo  che  Io  ha  per  ultimo  divi- 
sore o  è  a  lettere  coogìuute,  0  non  contiene  altre  sostituzioni 
che  le  (29)  e  il  suo  grado  è  un  divisore  di  M  9  e  non  é  de- 
componibile in  gruppi  di  prima  classe  altro  che  quando  lo  6 
G,  (V.  P.  I.  n.*^  38). 

Le  funzioni  non  simmetriche  delle  v+1  radici  che  hanno 

per  apici 

0,  A,  t,  t'  .  .  .  !*-% 

y 

o  di  altre  y+1  delle  radici  della  congruenza  x^  =  a(;(mod.ji)  » 
delle  quali  nessuna  si  possa  esprimere  linearmente  per  le  altro 
(v.  P.L  num.^  32)  sono  variabili  per  tutte  le  sostituzioni  del 
gru[^  :  dunque  (v.  n.°  6),  tutte  le  radici  possono  esprimersi 
razionalmente  per  esse. 

Le  prime  condizioni  del  teorema  contiene  la  seconda  quan- 
do /?^  =4 ,  =sf  (v.  P.  L  n.°  38). 

29.^  Affinchè  una  equazione  irriduttibile  di  grado  p^  (p  essenr 
do  numero  primo  e  v  qualunque)  sia  risolubile  per  radicali^  è  ne-' 
ceesario  e  sufficiente  0  che  essa  sta  decomponibile  in  p*'^  equazio- 
ni ognuna  di  grado  p^y  i  coefficienti  deUe  quali  siano  funzioni 
razionali  delle  radici  di  una  sola  equazione  di  grado  p*"^^  o  che 
ciascuna  delle  radiei  possa  pnnder  la  firma 
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fA  fi  fi 

X  =  A-f-i/^S^M-i/Si  -4- H-t/S:, 

essendo  A  razionale  ,  e  le  S  ^  radici  di  una  equazione  di  grado 
d  <Cp^9  i  coefficienti  della  quale  siano  o  razionali  o  funzioni  ra- 
zionali di  eqtMzioni  di  gradi  minori  di  p' —  \  \  e  che  sì  neVCun 
caso  che  neìValtro  le  equazioni  dalle  quali  si  fa  cosi  dipender  la 
proposta  siano  risolubili  per  radicali. 

Il  groppo  della  equazione  o  sarà  a  lettere  congiante  ,  o 
sarà  il  gruppo  K  del  Dumero  precedente.  Se  è  a  lettere  con- 
giunte è  evidente  che  si  verifica  il  primo  caso  jdel  Teorema 
(v.  n.''  27).  Se  é  eguale  a  K  passiamo  a  dimostrare  che  si 
deve  necessariamente  verificare  il  secondo. 

La  espressione  Lagrangiana  del  numero  21  sarà  in  questo 
caso 

r  .        »-X 


S„=  E**  S'^'+'i    . 


—  o 


/="  r=i 


essendo  oc  radice  immaginaria  p"*'"<^  della  unità,  e  rappresen- 
tando con  Gk  la  espressione 

per  una  combinazione  qualunque  di  valori  numerici  dello' a  mi- 
nori di  p.  Kssa  è  invariabile  per  le  p^  sostituzioni  circolari  del 
gruppo  K^.  Ora  tra  i  seguenti  e  successivi  moltiplicatori  di  K„ 
nel  gruppo  K  se  ne  potranno  prendere  alcuni  in  modo  che  il 
loro  prodotto  sia  del  più  alto  grado  <!  p^^  cioè  al  più  eguale 
a  /)*  —  1.  Chiamiamo  questo  gruppo  F  e  J  il  suo  grado. 

Se  eseguiamo  tulle  le  sostituzioni    immaginabili'  sulle  x^ 
contenute  nella  So, avremo M  valori  differenti  per  la  medesima, 

(30)  S„  Sx  Sa  .  .  .  Sm-,  , 

essendo,  come  è  facile  a  dimostrarsi^ 

1.2.  3.4.  .  .  .(/)"— %v 


M  = 


1 


I>(1.  2.  3 p*-'f 


(  113  ) 
Le  sosti tozioni  di  K  eseguite  salle  x^  della  S,  non    potranno 
dare  più  di  m  dei  valori  (30) ,  chiamando  m   il  massimo  co- 
man  divisore  di  M  e  di 

Quelle  di  T  non  potranno .  dare  più  di  S  valori  (30),  e  9  do- 
vrà essere  divisore  di  m. 

Ora  construiamo  la  equazione  che  ha  per  radici  i  d  valo- 
ri (30)  ottenuti  colle  sostituzioni  di  F.  Il  grado  della  risol- 
vente Lagrangiana  che  ne  darà  i  coefficienti  sarà  al  più  eguale 

M 

a  -^  :  e  poiché  facendo  tutte  le  sostituzioni  di  K  nelle  fun- 
zioni simmetriche  F  di  quei  d  valori,  le  quali  sono  invaria- 
bili per  le  sostituzioni  di  KoF ,  non  si  possono  avere  più  di 

-j-  valori  differenti,  essendo  K^F  un  divisore  di  K,  la  rìsol- 
o 

vente  sarà  ridultibile ,  e  avrà  un  fattore    razionale  di   grado 

non  maggiore  di  -^   . 

Dalla  forma  delle  S  ò  facile  dedurre,  rammentando  il  me- 
todo già  usato  nell'Algebra,  che  le  radici  avranno  la  forma 

fi  /i  fi. 

a?  =  A  -4-  l/S^  -f-  J/'S,  H- . .  .  .  -H  |/Se.i  , 

A  essendo  il  coefficiente  del  secondo  termine  della  equazione. 
Se  -X-  <P* — 1  è  già  dimostrato  il  Teorema:  ma  quando 

non  è,  col  metodo  Lagrangiano  è  evidente  che  si  potrà  abbas-: 
sàre  la  equazione  che  dà  le  F  finché  non  si  giunga  a  una  ri- 
solvente di  grado  <ip* —  1. 

Consideriamo  ora  alcuni  casi  particolari. 

1.»  Sia  V  =  2 ,  /,  =  2,  sarà  M  =  ^^^y  =3,  M'=  3.2, 

onde  m  =  3,  e  poiché  d  deve  essere  un  fattore    di   m ,  sarà 
Jnnaii  di  Scienze  Mai.  e  Fis.  T.  IIL  marzo  18<(2.  8 


(114) 

i 

eguale  a  3;  e  il  grado  del  fattore  razionale  della  risolfisBleLa* 
graagiana   sarà    eguale  a  y==l. 

2.^  Se  y:s=a,  /te=3;  sarò  ìi^  1:|Ì:^J^=24.5 J,M'=24.3; 

=24,  $  =  8;  ^=2. 


3.°  Se  v=3,  />  =2;  M  =  jÌiÌI^»   ===  ^^  ^'  M'=  7.6.4. 

m  =  7,  J  =  7;  -v  =  l- 

o 

Le  risolventi  Lagrangiane  per  T  equazioni  di  4**  e  8^  gra* 
do  debbofao  aver  un  fattor  razionale  di  1.°  grado  :  per  quelle 
di  G*»  al  più  di  secondo. 

SO.""  Una  equazione  il  gruppo  della  quale  sia  >»M9  avendo 
M  il  valore  del  n.^  28,  e  che  abbia  per  grado  una  potenza  di 
iiii  numero  primo ,  non  può  esser  risolubile  per  radicali  (  ▼. 
n.^  28).  Deve  dunque  aversi,  se  le  radici  non  hanno  delle  par- 
ticolari relazioni  tra  loro 

P'{p'*-W-P)  •  •  •  0>'-"r"')^fV— l)(P-2)  ....3.2.1, 

o  anche 

(P'-pW-P')  ....  (r-r-*)  =(P''-2)(pv-3)  . . .  3.2.1. 

Ora  questo  non  ha  luogo  in  generale  altro  che  per  i  casi  se- 
guenti 

V  =  l,        ;>  5=  1     ;        v  =  2,        />  =  ! 

p=%    y  11  =  2; 

/>  =  3    ; 

dunque  le  equazioni  il  grado  delle  quali  è  potenza  di  un  nu* 
ihero  primo  ed  è  >>  4,  non  sono  risolubili  per  radicali  in  gè- 
neràU',  ma  di  quelle  il  grado  delle  quali  non  è  potenza  di  uu 
numero  primo  non  ve  ne  è  alcuna  (v.  n.^  23  e  26);  quindi  ne»- 


(  115  ) 
suna  eqmiUmc  di  grado  ^  4  pt4ò  HHf*  in  gmeraU  rùolulik  fer 
radicali. 

Determinato  se  una  eqaa^ioue  algebrica  è  o  non  é  risolu- 
bile per  radicali,  o  per  irrazionali  primitivi  di  altre  date  clas- 
si,  rimane  a  eseguire  la  risoluzione  effettiva.  Abbiamo  avuto 
luogo  di  accennare  il  modo  cbe  può  tenersi  per  la  medesima; 
però,  appena  il  grado  della  «equazione  è  un  poco  elevato,  i  cal- 
coli necessari  divengono  di  una  lunghezza  da  stancare  pgni 
paziente  calcolatore.  Ma  le  ricerche  intraprese  con  successo 
da  molti  distinti  geometri  in  questi  uitimi  tempi  sulle  quan- 
tità complesse  della  natura  delta  espressione  di  Lagran|[e,  fan- 
no sperare  che  l'Algebra  potrà  non  solo  vantaggiarsi  dell'acqui- 
sto di  nozioni  pia  determinate  e  più  estese  suUa  natura  de- 
grirrazionaii  primitivi,  ma  giungerà  anche  ad  arrichirsi  di  Ta- 
vole che  diano  gK  elementi  coi  quali  si  possa  cpn  più  spedi- 
tezza condurre  il  calcolo  della  costruzione  dei  valori  delle  ra- 
dici  coi  coefficienti;  come  ne  abbiamo  un  esempio  per  le  eqnar 
zioni  bino^ie,  nei  bei  lavori  dei  Sigg.  Plana  e  Ki^mmer. 


Pag.  Un.  Errori 
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SOPRA  UN  TEOREMA  DI  POLIGONOHETRIA 

NOTA 
D1P.TAR0T 

ProfeMore  di  Matematiche  in  Genova 

Nel  fascicolo  di  maggio  dello  scorso  anno  de' Naovi  Annali 
di  Matematiche  del  Sig.  Terquem  il  Sig.  Prouhet  ha  propo- 
sto la  seguente  quistione. 

P^  essendo  Tarea  di  nn  poligono  convesso  di  n  lati^  P, 
quella  di  un  poligono  avente  per  vertici  i  punti  di  mezzo  de' 
lati  del  primo,  P^  quella  di  un  poligono  avente  per  vertici  i 
punti  di  mezzo  de'Iati  del  secondo,  e  cosi  di  seguito,  si  ha 

_„_^-21  (n»  -  y)(«'  -  4»)      _ 

*^»  2.  3    *^'  ^         2.  3.  4.  5         *^'      "" 

(A)  ; 

l     .^~(»'-2l(n'-4')  ....  [«»-(n-2)']         _^ 
^       '  2.  3....{n— 1)  2i?~ 

a 

per  n  pari;  e 

p    £_zl'p  1  (n--i'K-y)    _ 


(B)  A 

-  {n'-V){n'-y)  ....  [n'-(tt-2)'] 

•   '        '  2. 3 (n— 1)  ^ 

per  n  impari. 

La  dimostrazione  generale  di  tali   formole  è  lo  scopo  di 
questa  nota. 

Premettiamo  un  lemma. 

Abbiasi  la  serie  ipergeometrica 


(117  ) 
Cangiando  a  in  a-hl  >  e  j3  in  /3-4-1,  olteniamo  la  relazione 

j    9(«  -I-  1,  /3  +  1, 7,  J,  e)  =  ?(«,  /3, 7, 5,  «) 

(*)  j  7     a-(-/3-+-l 

(     —  Y   — ^ «  ?(«,  /3-+-1,  7-i-l,  d+1,  s-t-1)  : 

allo  stesso  modo  a?renimo 

?>{«4-2,  /3-I-2, 7, 5,  s)  =  5,(a+l,  /3-hl,  7,  d,  s) 

7  a-+-i3-4-3 
—  -J '^j —  X.  »(a-hl,  /3-+-2,  7-4-1,  Jh-1,  6+1) 

» 

e  in  virtù  della  (b)  questa    equazione   potrebbe    ridarsi  alla 

forma 

9(a-H2,  /3+2, 7,  J,  €)  =  9(a,  /?,  7,  d,  s) 

-♦- X,f(a, /3 -h  1,  yn-l,  ì-hl,  e^-l) 

Xa(p(a, jS -H 2,  7  +  2,   8  +  2,   6-H2): 


e  cosi  per  un'  applicazione  continuata  della  relazione  (b)  per- 
Terremo  ad  una  formola  generale  siffatta 

f((x-Hny  /3-Hn,  7,  J,  s)  =  f  (a,  /3,  7,  J,  fi) 
W     I        M-C,?(a,/3-f-l,  7-f-l,  J-+-1,  £-+-l)-H  .... 

V         ..--!-  C,„9(a,  /3H-m,  7-+-m,  S+m,  sH-m)  . 

Da  qui  conchiudiamo  che  se  per  valori  particolari  di  x^a^^f 
7,  dy  s  si  abbia 

(p(a,  ^,  7,  J,  s)  =  0 ,    e    })(a,  j3-+-/ji,  7-f-/x,  $-+-fx,  fi-h/x)=0, 

indicando  con  /x  un  intero  qualunque,  sarà  anche  la  serie  pri- 
mitiva (a)  sempre  nulla  quando  »  senza  mutare  x^y^ij  e  >  si 
accrescano  oc  e  j3  di  un  numero  intero  qualsivoglia  m. 

Ciò  posto  siano  Xi ,  y^;  x,  ,  y^  ....  X/i,  y;,  le  coordinate  de* 
vertici  del  poligono  dato;  quelle  desertici  del  primo  iscritto 
saranno 


(  li8  ) 

aJH-x,     y,-t-y,     x,-+-3ci     ya-Hyì  ggH-J?,     y  »-+-'/, 

quelle  de'vertici  del  2."  iscritto 

x,-+-2x^-i-X3     y,-+-2y,-+-y3          x,r»-2j?i-<-ag»     yi»-t-2y,-Hy, 
4  '  ~~"4         '  4  '  4 

e  in  geoerale  chiamando  x^^ ,  y^/'  le  coordinate  del  verlice 
{q)  del  poligono  iscritto  dell'ordine  {p)y  avremo 

ove  per  brevità  abbiamo  pósto 

^'^  ~  1.  2.  a.  ...  m 

ed  ove  bisogna  prendere  grindici  delle  x  e  delle  y  ugqali  al 
resto  della  divisione  di  esse  per  n  j  quante  volte  riescissero 
maggiori  di  n. 

Se  supponiamo  p  <C  n,  siccome  (/))<„  =  0  quando   m  >•  p  9 

potremo  scrivere  i  valori  delle  coordinate  x^^'^y^^^  a  questo 
modo 

yj,^'= ^((p)oy7^-(p)iy«+i-*-'--'^(p)«-9y'i^-{p)'i-9+iyiH-----+  . 

Ora  egli  è  noto  che  la  superficie  P;;  di  detto  poligono  è  data 
dalla  espressione 


(  119  ) 
Sostitaendo  per  queste  coordinate  i  loro  valori  e  raccoglLendp 
il  coefficiente  6,  del  termine   generico  oc^y^^  si    troverà  eoa 
un  poco  d'al(eii<ioQe 

---  {P\  (P)^i  —  (P)*  W^»  —  ...  —  (p)«.#-a  (/>)ii-i 

—   (/>)/l-*-I   (P)0  —   (pU-^S   (/>),    —    ....    —   (/>)«-!    (p)sf     . 

Osserviamo  che  questo  coefficiente  è  indipendente   da  jf  e  di- 
ti 
pende  solo  da  s^  che  svanisce  per  «=  0,  e  per  «==  —  nel 

caso  che  n  fosse  pari  ;  che  rimane  lo  stesso  se  la  differenza 
fra  gr indici  della  y  e  della  x  è  8--n  ',  che  cambia  soltanto 
di  segno  se  questa  differenza  diviene  —  $  ,  oirvero  ti — s»  ìioa 

è  dunque  necesiario  di  valutarlo  al  di  là  di  <  a=      ■■"    sen 

è  pan,  o  di  f  =s  — —  se  n  ò  impan* 

Se  denotiamo  pertanto  con  A,  la  somma  de*  termiai  se' 
quali  la  differenza  fra  gì'  indici  sia  eguale  ad  s  y  oppure  ad 
«  —  Sy  diminuita  delia  somma  di  quelli  ne*  quali  questa  diffe^ 
renza  sia  —  s  ovvero  n  —  <>  cioè  se  poniamo 

ò  chiaro  che  otterremo 

Py  .s«$iAi  •»-  Sa  Aj  +  ...  H-  fi«-a  A//-,  per  n  pari  ; 

e 

Pp=  6,  A ,  -h  ©a  Aa  -h ...  -f-  6/1-1  Afl-i  per  n  impari, 

T*     ir 

Ora  se  limitiamo  T  ordine />  dell*  ultimo   poligono   iscri^lo  ad 
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•» — 2  *      .  ,    n — 1  .      . 

— - —    se  n  è  pan  ,  o  ad    -r — •  se  n  e  impari ,   i  coefficienti 

binomiali  (p)n-s  >  {p)n-,-^t  >  —  {p)n-i  svaniranno  (atti ,  e  il  va- 
lore di  9t  si  ridarrà  a 

G,  =  ^^,{(p)o  iP)s-i  ■+■  (p).  (p).  H-  {pU  (P).+.  H-  •"  -Hp)p-.+i{p)f 
—ÌPUp)'+i  —  (P)i(p)»+>  —  {p)2{p).+3  —  •"  -<P)p-.-i(p)p 

Dalla  formola  generale 

I 

(tH-t>),n  =(w)m  Wo  -4-  (t*)„»-i  (t?),  -h  (tt);„-a  (v)a  "H  •  •   •    • 

(F.  Cauehy  Court  cCÀnalyse  Ch.  IV  §  3.)  facendo 

e  rammentando  che 
si  ricava 

e  facendo 

m  =|>  —  5  —  1 

e  si  Tede  che  bisogna  prendere  (2p).^=0. 

L'ultimo  termine  di  Q,  cioè  (/>)/7-,.i  (/))o  sarà  sempre  nullo 

n~l 
eccetto  il  caso  di  5=  -^ —  ,  perchè  allora  diviene  (p)/?-i ,  e  per 

n — 1 

p  =  -- —  è  uguale  airunità. 

A  questo  modo  avremo 
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2''^»  P^  =.  A,  l(2p)p-  (2p)p-,H- A,  [(2p);^,  -  (2p)p.3] 


-t-  A,+*  [(2;»),,.*—  (2p)p.*-J  ■+• ...  H-  A^j  {2p)    ^4  ,  n  pari; 
2»'+'  Pp  =  A.  [(2p);,  -  (2p)^,]  -t-  A,[(2p)p-,  -(2j,)p.33  ■+■ .... 


A«-,  [(2p)     n-^  — (p)^]  ,  w  impari . 
•*     2  ''"2  2 

Avendo  rigaardo  in  seguito  all'uguaglianza 

=  2  ^.  (2p  -H  l)p.,.. , 

p — * 

possiamo  scrìvere 

n — 4  n — 2 

4_^  (2JH- 1)^  ^4  A«^4  +  —^4  (2p  f-  1)^  «.  A„^, 

se  n  d  pari,  e 

2^.P;.  =  -^  (2l>  -Hi);,..  A.-h  -;^^    (2p-M)p..  A,  -f-  .  .  .  . 

iH-A  ^ 

H r(^P  -»-  l)p-A-i  A,+A  H- 

P — ^ 
n — 3 

■H ^  (2p  + 1)      .-3  A..3  -f-  4  t  (H-  ''-•^  ^  (/^l-l^^-i 


(  1^  ) 

se  n  è  impari. —  Io  qaesie  equazioni  bisogna  sostituire  al  coof- 
ficiente  di  an  termine  qaaiunqae,  per  esempio  di  A,^jt  ,  cioè 

1-+-*  1  1 

alla  quantità    7  (2p  -+-  l)p-*-i  la  quantità    -^{^p)p^k  =  -q- 

quando  p  diviene  ugnale  a  k. 

Fatte  queste  sostituzioni  nelle  formole  del  Sig.  Proubet, 
ed  avuto  riguardo  che  Pj^  é  la  prima  a  introdurre  Ai^a>  coi^- 
seguiremo,  comiaciaiido  dai  easo  di  n  pari^  pel  coefficiente  di 
Kij^k  Id  seguente  serie 

(n'-2')(n'-4')  ....[n'-ja^n     *_/i   _    n'-(2t+2)'    1  \+h 
^      '  1.  2.  3...  (2A -i- 4)  2»**'V  (2AH-2)(2it-h3)  2      1   ^         ^ 

5r  -5—  (^  -*"  ^)i  — 


(2A-i-2)(2ik-+-3)(2/fc-+4).2*-4-5)   2'     2 


,     .  ^  -»  Cn»-(2ifc-i-2)']  [n'-(2A-+4)']...[n'-(n-2)']      1  1-4-ft 

■^      '  (2AH-2X2AH-3)..  .  (n-lj  2"-'*'^  n— 2    /"       — *** 

fi 

Consideriamo  la  serie  entro  parentesi  e  poniamo    —  sr,  es- 
sa  potrà  mettersi  sotto  la  forma 

1         2*-i-3  "^  1.  2^  (2A  +  3X2*-h4) 


1.  2.  3  "  (2AH-3J(2A+4)(2fc-h5) 


Il  più  piccolo  valore  che  possa  ricevere  r  per  un  dato  valore 

di  A  è  evidentemente  A+2  j  poiché  per  arrivare  sino  a  Pjt  bi- 

n— 2 
sogna  che  l'ultimo  indice  di    P  nella    formola  (A)  cioè  --r-— 

À 

sia  per  le  meno  =  k.  Ora  io  dico  che  la  serie  (1)  è  sempro 
uguale  a  zero,  infatti  essa  è  un  caso  particolare  della  serie  {p) 
del  lemoia  e  si  deduce  da  questa  ponendo 


(123  ) 
a=r—k—ìj  ^  —  r  -f-A-hl  ,  5  =  2* -h3,  7=6=x=l.  ' 

Di  più  per  r=s  i  -4-  2  ,  essa  é  maiiìfestaiiieiile  aalla  ,  e  tale 
si  tDaDtieùe  ci^sceodo  /3,  d,  y,  s  di  un  Dumero  intero  qualsi- 
voglia /x,  danqae  pel  saddetto  lemma  la  serie  (1)  d  sempre 
uguale  a  zero  ^er  valori  interi  quaicmqae  di  r  e  di  A  purché 

sia  r  "^  *  -4-  2. 


Con  ciò  resta  pienamente  dimostrata  l'equazione  (A). 

Passando  al  caso  di  n  impari,  fatta  la  sostituzione  dell'al- 
tro valore  di  Pp,  avremo  pel  coeflSciente  di  ku^k  la  seguente 
espressione 

i\*  JL  (it'-i')(n'-3')...[nM2A-l)']/        n'-(2*-4-1)'      1_  1-Ht 
'    2»*+'  1.  2. 3. . , .  CiJt)  V     (iA-t-lH2*H-2)    2     1     ^''*"+^^ 

'*"(2iH-i)(aN-2)(a*H-3)|2*-F4)  2»     2     ^^"^^'' 

[n'— (2ifc-t-l)']  [n'— (2*-t-3)']...[n''— (w— 2)']      1         ^  -»•  ^  /  v  \ 

(2A-4-l)i2ifc-+-2)  ....  (»— 1)  2"-'*-»    «  -  1      .  '"^^  -  */. 

n— 3 

Pel  caso  però  di  A  =  -^—    qaesto  valore   non  ò  più  esatlo ,    ' 

À 

ed  inrece  il  codfieìente  di  kn-i  sarà 


a 


^      *^     1.2....  («-3) F^(«-3)o 

^V-l')(»'-3')...[»'-(n-2)']  1  r  .„_1.      -, 

-H-l)     1.  2...  (n-1) 2^r"*^'--(-2-LJ 

a 

quantità  manifestamente  nulla. 

Ponendo  poi  nella  serie  entro  parentesi  del  coefficiente  di 
jj I 

ki^k  f  "Ti —  —  •"  >    ®  ridacendo  vedremo  che  essa  si  pu6  seri- 


(  124) 
Tere  cosi 

r—k  r+*-4-l  2ft-4-3      (r_*)(r-*— 1)  (r+-il-+-l)>'r-4-*-l-2)  (2Ì-l-3)(a 


1       2A-+.3  .2*-+-!  1.2  (2ft-i-3)(2*-H4)      (2ft-i-l)( 

(r_*)(r— jt_l)(r— A-2)  (rH-*-f-l)(r-4-JM-2)(r-+.Jfc-+^)    (2ft-f-3)(2*-f-5)(2i- 


1.  '  2. 3  (2ft-H3)(2A-f4)(2A-f.5)         (2*H-l)(2*-f-3)(2t. 


La  qiial  serie  derivasi  pare  dalla  (a)  det  lemma  prendendo 

2k  -4-3 
(x=r--k  ,  /3=r-f-*H-l ,  y= — 5—  ,  d  =  2fc-h3  , 

2*  H-  1 

£  = g ,  a?=l  . 

Il  più  piccolo  valore  di  r  è  =i  +  2,  e  per  esso  tosto  si  ve- 
rifica che  la  serie  ridacesi  a  zero,  e  che  rimane  nulla  ancora 
crescendo  jS,  y»  d>  £  di  un  numero  intero  qualunque  jui;  dun- 
que si  annullerà  per  valori  interi  qualsivogliano  di  r  e  ài  k  , 

purché  r  _  A  +  2;  e  cosi  viene  pure  dimostrata  1*  altra  e- 

quazione  del  Sig.  Prouhet  pel  caso  del  poligono  di  un  numero 
impari  di  lati. 

Facciamo  da  ultimo  avvertire  che  le  formole  (A)  e  (B)  si 
verificherebbero  immediatamente  se  il  poligono  fosse  regolare^ 
Infatti  detto  allora  A  il  lato  del  poligono  dato,  Ai  quello  del 
primo  iscritto  ,  A2  quello  del  secondo  ,  e  cosi  di  seguito  si 
avrebbe 

.  .        (n— 2)7r      .  .         (n— 2)7r       .      ,  {n—2)n 

A|  =  Asen  — r ,  A»  =  A|Sen  ■    ^   =  Asen   — r; r 

2n  2n  2n 

.  .        3  (n— 2);r 

A3  =  A  sen^  — rr---  ,.••.. 

2n      ^ 

e  gli  apotemi  di  questi  poligoni  sarebbero  rispettivamente 
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1  (n-2)jt  1    .  ,    («—2)71      (n-2)ff 

*    A  t»  <"-2)ff  (>«-2)ff 

Sicché  otterremmo  io  generale 

P  -  ^   -  A».J''-2)ff.._«,(»-2)ff 
P^_-^-«A,tg-^-.,enV-.^--j 

operate  quindi  le  sottrazioni  nelle  note  formole 


sen 


nx=i  n  sena?  cosar  (  1   —  sen  a: 

(n'-2')(n'-4')        ,  x 


sen^  J7 
1.  z.  iJ.  4.  D 

per  n  pan,  e 


cos  na:=cosir^l j-^  ^®°  ^  "*"  """ITsl ^s«»^^~-) 

per  n  impari ,  prendendo  x  =  — ,  ne  verrebbero  tosto 

, fuori  quelle  date  dal  Sig.  Prouhet. 


■0  ■•titi«>  o- 
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SULLA  RISOLUZIONE  IN  t^UMERI  INTERI  DELL'  EQUAZIONE 

NOTA 

DEL  P.  D.  CHELinri    D.  6,  P» 

Professore  di  Meccanica  e  Idranlica  airUoiversitii  ili  Bol#Q«a. 

Sapposto  che  il  numero  N  su  il  prodótto  de^nameri  interi 

H  ,    H^'  ,   H,%  etc. 

denotando  ciascuno  degli  H^  Hi ,  Ha,  ...  un  numero  primo 
delia  forma  4p  -f-  1  »  e  però  decomponibile  in  on  sol  modo 
nella  somma  di  due  quadrati,  e  supposto  inoltre  che  sia^i  tro? 
▼alo 


H  =  a'-4-6\  H,  =  aJ-i-4J,  H,  =  aJ-HAj,  eie.  , 
per  determinare  tntte  le  soluzioni  deirequazione 


Il  eh.  Sig.  Giusto  Bellavitis  ha  dato  nel  tomo  I  di  questi  An- 
nali (  pag.  422  )  un  metodo  di  una  tale  semplicità  che  a  me 
pare  non  potersi  desiderare  la  maggiore.  Or  com'è  avvenuto 
che  un  metodo  così  semplice  sia  passato  inosservato  ?  Forse 
perché  Tautore  non  ha  creduto  neeesfiario  di  presentare  il  suo 
metodo  sotto  una  forma  generale,  e  di  dame  un'esplicita  di- 
mostrazione ?  Se  ciò  fosse ,  non  sarebbe  fuor  di  proposito  il 
mostrare  quanto  sia  cosa  di  lieve  momento  il  provvedere  ad 
un  simile  difetto,  seppure  voglia  dirsi  difetto. 
Fatto  |>cr  abbreviare 

[/■..— 1=1,  a  «4*  Ai  =  A  9  a  —  bi=  (h) ,    etc.  , 

donde 

h{h)  =  H,  A.(AO  =H,  ,  K(K)  =H,  ,  etc. , 
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ecco  come  al  metodo  dèi  Sig.  Bellavitis  si  pad  dare  una  for- 
ma generale,  raccogliendo  nel  seguente  :  ' 
TSOBSMA.  Tutte  h  soluzimi  dell'equazione 

tulTipoteti  di 

Iti  HI  M 

N=rH   H,'H/  ..  .  , 


Mi  otterranno  solchi  si  prendano  sueéessivamente  per  x^  ed  y  uno 
de  sistemi  di  valori  che  dà  lo  sviluppo  del  prodotto  : 


tn  ~n 


(a)    *-(*)'-«  A.'  (fcO   '    »  hi-  (h,)  »      » =r  x^yi, 

allorché  per  n  si  prende  uno  qualunque  de^ numeri  contenuti  nella 
serie  :  0,  1.  2,  3,  ....  m  ;  e  per  n,  si  prende  uno  qualunque  de 
nnmeri  della  serie  :  0^  1,  2,  3,  ....  mi}  e  lo  stesso  dicasi  dé*nu- 
meri  n^  9  ^3  »  etc. 

niMoaTAASiova.  Se  nel  prodotto  (0)  mutiamo  il  segno 
di  t,  avremo  il  nuovo  prodotto  : 


m  —it  n         m 


{ò)    (hr  *--  (A.)  «  A.  '    «  (A,)  >  A  »   ^  .  .  .  =x-yi, 

che  si  può  chiamare  prodotto  conjugato  del  primo  (a). 

Ora  moltiplicando  l*on  per  Taitro  i  due  prodotti  conjugati 
(a)  e  (i)»  si  ottiene  evidentemente 

Dunque  i  valori  di  2:  e  di  y  determipati  nel   modo   espresso 
dal  teorema  costituiscono  una  soluzione  dell'equazione 

Da  questo  teorema  si  deriva  subito  quello  del  Sig.  Gauss, 
cosi  espresso  dal  Sig.  Bellavitis  : 

TSOasKA  3>z  OAVI8.  Il  numero  di  tutte  le  soluzioni  deW 
equazione 

^  _  fn       w        tu 
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è  dato  dalla  formula 

(m  -+.  l)(m(  -+-  l)(m2  -h  1  )  .... 
2 ' 

purché  si  conti  per  j  se  esista  la  soluzione 

BIIK08THAXI0VB.  Il  Dumero  di  tutti  i  prodotti   diversi 
che  nascono  dalla  formula 

quando  si  prende  per  n  successivamente  uno  de'  ^umeri  della 
serie  : 

0,  1, 2,  3,  ...  m 

è  espresso  da  m  H- 1. 

Similmente  ,  il  numero  di  tutti  i  prodotti  diversi  che  na- 
scono da  ciascuna  delle  formule 


m  -/(  «  m  ^n 


A.'  ÌK)  '    *  ,     V  (A.)  '^  ,  ctc. 

viene  espresso  rispettivamente  da 

m,  -+-  1 ,     ma  -H  1 ,     etc. 


Dunque  il  numero  di  tutti  i  prodotti    diversi  che  si  possono 
ricavare  dalia  formula 


tn  — n  «  w  —/t 


A- (A)-- A/    (A.)   '    '  A,V(A,)   -    -  .  .  .  . 

è  rappref^entato  da 

(m-f"l)(m,-4-l)(m2-+-l)  ..." 

Ma,  in  questo  numero,  i  prodotti  benché  tutti  diversi  1*  uno 
dall'altro  riescono  due  a  due  conjugati,  quali  (a)  e  (b),  purché 
però  il  numero  N  non  sìa  un  quadrato;  e  due  prodotti  con- 
jugati  danno  evidentemente  la  stessa  soluzione  dell'equazione 
jp'-Hy^=N.  Quindi,  ove  N  non  sia  un  quadrato,  il  numero 
di  tutte  le  soluzioni  diverse  di  cotesta  equazione  sarà 
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(m  H-  iKm.  -4"  IKwa  -f-  1)  .  . . . 

2 

Se  poi  il  numero  N  è  un  quadrato  ,  oltre  la  soluzione 

x  =  l/N,  y  =  0, 

gli  altri  prodotti  dati  dalla  (a),  il  cui  numero  ò 

(mH-l)(m,  -H  l)(ma-+-  1) —  1, 

essendo  due  a  due  conjugati,  daranno  un  numero  di  soluzioni 
espresso  da 

(m  -4-  l)(m,  -4-  l)(m,  -+•!)...  —  1 
2- • 

Il  teorema  di  Gauss  è  adunque  pienamente   dimostrato. 


Si  osservi  che,  a  causa  di  h(h)  =  H  ,  il  prodotto 

A»  (A)' 


km-n 


quando  si  prende  per  n  un  numero  intero  minore  di    — 

2       y 

equivale  al  prodotto 

H»(A)'"-»'', 

e  che^  quando  si  prende  per  n  un  numero  maggiore  di  —  > 
equivale  al  prodotto 

Estendendo  questa  osservazione  ai  prodotti  analoghi 

n  m  -a         n  m   .ma 

K'  (AJ   '    ',V(*J  '    ^  >  etc. 


si  potrà  sempre  conoscere  a  priori  il  massimo  fatlor  comune 
aj  due  numeri  x^  y  forniti  dal  metodo  precedente  per  la  so- 
luzione deirequazione  x^  -h  y^  =^  N. 


■o  fiWI»!  o- 


jinnali  di  Seienz$  Mat.  e  FU.  T.  IIL  marzo  1852.  9 
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■    f    I 

SULLO  SPEZZAMENTO  NUMERICO  IN  SOMME 
OGNUNA  DI  DUE  QUADRATI 
NOTA 
DEL    PBOV.  PAOLO  YOLPICELLI 

Da  quanto  abbiamo  esposto  nelle  precedenti  pnbblicaBioni, 
sullo  spezzaiiHsnto  dei  quineri  ,  nelle  somme  ognuna  di  due 
quadrati,  si  conclude  che  le  soluzioni  tutte,  cioè  quelle  di  pri- 
ma, seconda,  terza, ,  X:esiroa.  specie,  appartenenti  alla 

proposta  a:*  H-  y*  s=  jj'  ,  nella  quale 

dipendono  in  uìodo  conosciuto  dalle  soluzioni 

(«I  >  yi)  ;  (^^  >  ya)  ;  (^3  j  ya)  ;  •  •  •  •  ;  (^k ,  y*)> 

ognuna  di  vHtifn^  spm^^  spettanti  rUp^tlivamante  alle 

•  .  .  .  ,  a?' 4- y' =  z/(  =  ^*)  ; 

nullo  quali  Zi ,  2,  ,....,  Zj^  rappresentano  rispettivamente  , 
uno  dopo  Taltro,  i  sopra  indicati  fattori  di  js,  i  binari  di  que- 
sti medesimi  fattori ,  i  ternari  ,  i  quaternari ,  ecc.    dei  fattori 
stessi;  e  cosi  sino  alla  z^  ,  che  rappresenta  la  stessa  x. 
Come  poi  le 

Xi  ^  x^j  x^  y  ,  ,  .  j  Xftf        yi  i  ya  »  ya  »  •  •  •  9  yji  9 

dipendano  dalle 

^1  J     <»a  9    «3  9  •   •  •  9    «*  3  *|   >   *a  9    *3  9  •   •  •  •  9    '*  9 

sarà  da  noi  dìmoetr^to  in  un*  altrui  memoria  su  questo   argo- 
mento. 

Quindi  d  che  a  risolvere  la  proposta  x^-^y^s=z^  ,  quando 

ia  medesima  sia  possibile  (*),  dorremo  ; 

' — ■ —     "■"'"  '         .■■■■..  y  .  . 

(*)  Le  condizioni  cui  de^e  la  z  soddisfare^  affinchè  là  x^  ^^y^  =^  %* 
sia  possibile,  furono  da  me  determinate,  in  una  nota  inserita  in  questi 
Annali  <tt  scienze  fi«ichf  «  aMlem«iicbt,  T.  I,  p.  44a. 
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1.^  Fare  tutte  le  combìoazioni  anarie ,  bioarie  ,  ternarie , 
.  . .  ,  {k — l)arìe.  cke  possono  aver  luogo  cogl'  indicati  fattori 
della  z. 

2.^  Mediante  le  (h^)  (*)  spezzare  ciascuna  di  queste  com- 
binazioni o  prodotti ,  nelle  possibili  somme  di  due  quadrati 
ognuna. 

S.**  Mediante  le  (Ar^)  (*^)  ottenere  tutte  le  soluzioni  di  ul- 
tima specie^  spettanti  ad  ognuna  delle  (i);  ed  avvertendo  che  nella 
prima  di  queste  la  z,  deve  ricevere  tutti,  uno  dopo  l'altro  i 
fattori  della  z;  lo  che  fornirà  il  primo  sistema  (Q')  di  solu<- 
zioni  relative  alla  prima  delle  (k)  :  che  la  z^  deve  ricevere  si- 
milmente i  prodotti  binari  tutti  dei  fattori  stessi  di  x;  e  si 
avrà  con  ciò  il  secondo  sistema  {Q")  di  soluzioni,  relative  alla 
seconda  delle  (k)  :  che  I»  z^  riceverà  nella  stessa  guisa  i  pro- 
dotti ternari  tutti  dei  fattori  di  Zy  ìp  che  produrrà  il  terzo  si* 
atema  (Q"')  di  soluzioni  relative  alla  terza  delle  {k)  :  e  cosi 
fino  airoltima  delle  {k\  nella  quale  sarà  z^  =  z,  di  cui  le  so« 
luzioni  di  ultima  specie  forniranno  Tullimo  sistema  [Q^*)]. 

4.°  €iò  premesso,  avremo  direttamente,  e  senza  ripetizioni 
le  soluzioni  tutte  della  proposta  x^-h  y^  =  2%  moltiplicando 
rispettivamente  pei  seguenti  fattori 

9     "^    9  >••••»  9    (^^^/   9 

Zi  Z2  Zi  Zi-i  Zk 

quelle  già  ottenute,  ognuna  composta  di  due  numeri  primi  fra 
loro,  cioè  ognuna  di  ultima  specie,  appartenenti  rispettivamente 
alle  {k);  ovvero  ,  in  altri  termini  ,  avremo  le  soluzioni  tutte 
della  proposta ,  moltiplicando  pei  fattori  medesimi  rispettiva* 
mente  i  numeri  di  ciascuno  degP  indicati  sistemi  (Q') ,  (Q'') , 
(Q'")'  -*>  (Q^^O-  Pertanto  si  vedo  che^  nel  primo  sistema,  la  Zi 

-  IIIP  llli  11»!  Il  II  IMI  ■■  ^  $ 

{*)  Per  le  (k^)  veggau  T.  I.  settembre  ISSO,  pag.  369  di  questi  Anna* 
li  —  Le  {k^  coincidono  con  le  (2)  riportate  nella  Raccolta  scientifica, 
anno  qninto.  Roma  1849>  p.  265. 

('*)  Per  le  (k/j  veggansi  gli  stessi  Ayinali;  luogp  citato, 
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cangia  k  volto,  producendo  a  questo  modo  k  diversi  gruppi  (^), 
ognuno  dei  quali  costituisce  2',  cioè  una  soluzione  della  propo- 

kik  —1) 
sta:^che  nel  secondo  sistema  la  z^  cangia    — - —  volte,  produ- 
cendo altrettanti  gruppi  ,  ognuno  dei  quali  risulta  2*  soluzioni 

1.        .  .  .  .    A(*-1)(A— 2) 

della  proposta:  che  nel  terzo  sistema  la  z^  cangia — - — - — - — 

Yolte,  dando  luogo  ad  un  egual  numero  di  gruppi,  ognuno  dei 
quali  risulta  di  2^  soluzioni  della  propostale  così  sino  airuilimo 
e  Aesimo,  sistema,  nel  quale  la  z^t  riceve  il  solo  valore  js,  da  cui 
nascerà  un  solo  gruppo,  composto  di  2^*'  soluzioni  della  pro- 
posta, e  tutte  di  ultima  specie;  vale  a  dire  ognuna  formata  di 
due  nnmeri  primi  fra  loro,  mentre  le  precedenti  soluzioni  della 
medesima^  saranno  ciascuna  composta  di  due  numeri  non  primi 
fra  loro. 

Gli  enunciati  1^,  2\  3%  4"  formano  il  canone  per  la  com- 
pleta soluzione  numerica  della  proposta. 

Cosi  la 

X'-h  Y*  =  (5.  13.  17.37.  29)' 

=  (1  -H  2^(2'  -h  3^)(1"  -H  4=*)(1'  -+-  6^;(2'  -h5') 

=  (1183665)'  =  1405801492225 

ammette  centoventuna  soluzioni,  di  cui  cinque  di  prima  specie, 
ed  in  cinque  gruppi^  ognuno  composto  di  una  soluzione  :  venti 
di  seconda  specie,  ed  in  dieci  gruppi,  ognuno  composto  di  due 
soluzioni  :  quaranta  di  terza  specie  ed  in  dieci  gruppi,  ognuno 
composto  di  quattro  soluzioni  :  quaranta  di  quarta  specie ,  ed 
in  cinque  gruppi,  ognuno  composto  di  otto  soluzioni  :  sedici  di 
quinta  ed  ultima  specie  ,  ed  in  un  gruppo.  Tutte  le  indicate 
soluzioni  si  trovano  sviluppate  nella  memoria  sullo  stesso  ar- 
gomento, da  me  inserita  negli  atti  dell'accademia  dei  Lincei  , 
sessione  VI,  maggio  1851,  voi.  4.**  pag.  372. 


(*)  Ckiamiamo  coHa  voce  gruppo  V  insieme  di  soluzioni,  che  ad  ana 
medesima  specie  appartenendo^  hanno  le  x,  y  divisibili  per  un  fattore 
sempre  lo  slesso. 


J 
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Osservazione.  L'equazione  z^  =  2ar^  sì  costruisce,  sia  per 
mezzo  del  triangolo  rettangolo  isoscele,  avente  z  per  ipotenu- 
sa, ed  X  per  Tuno  e  Taltro  cateto;  sia  per  mezzo  di  una  me- 
dia geometrica  proporzionale  x,  fra  z,  e  -^  .  Ma  Tequazione 

medesima  non  può  risolversi  esattamente  per  numeri,  giacché 
1/^2  è  irrazionale.  Quindi  si  conclude  che  un  quadrato  non 
può  mai  giustamente  spezzarsi  nella  somma  di  due  altri,  eguali 
fra  loro.  Sarà  utile  riconoscere  che  le  formule  da  noi  date  per 
la  generale  soluzione  in  interi  della  ^  +  y^  =  2^  conducono^ 
pei  medesimi,  alla  stessa  conseguenza. 

Infatti   suppongasi  l'intero  z  essere  della  forma  più  gene- 
rale che  può  convenirgli,  cioè 

jj  =  Ax*  Aa^  .  . .  .  hi"^ , 

essendo  Ai  ,  A,  9 ,  A^t  tutti  numeri  primi,  e  della  forma 

4n  -4-  1  ;  ed  essendo  a,  j3, . .  . .  ^  r  esponenti,  ognuno  intero. 
Per  le  precedenti  conclusioni  chiaro  apparisce  che,  rappresen- 
tando con  A^  «4-  B'   lo  spezzamento  in  due  quadrati   di   un 

qualunque  prodotto  binario,  ternario,  ec.  dei  fattori  A, ,  A2  9 ..., 
ogni  soluzione  della  proposta  potrà  esprimersi  a  questo  modo 

X  ==  M|A^  —  B^) ,       y  =2MA«B«, 

essendo  M  un  opportuno  prodotto  dei  fattori  medesimi.  Ora 
supponiamo  che  fra  le  soluzioni  stesse  ve  ne  abbia  per  lo  me- 
no una,  formata  di  due  quadrati  fra  loro  eguali;  sarà 

x  =  y,     ossia     M(A^  —  B»)=  2MA«P«  , 
vale  a  dire 

A^  —  2B«  A«  — B*  =0, 

doBde  A»  =  B»,(l  d=  y^2) ,  quindi  x  =  y=  2MB»  {\-±V2)  ; 

e  perciò  le  Xj  y  saranno  irrazionali  ambedue. 

Torna  dunque  che  non  potrà  mai  conseguirsi  lo  spezza- 
mento di  un  intero  quadrato,  in  altri  due  interi  quadrati  9  e 
Tra  loro  eguali. 
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SUL  CALCOLO  DELL'EQUAZIONE  DEI  PERIODI 

METEOROLOGICI 

NOTA 
HEI.  P.  A.  seupieri 

PrefeMore  alle  scuole  pie. 

Urbino  20  marzo  1852. 

Appena  conosciuta  rolilissima  memoria  del  eh.  P.  Secchi 
intorno  ali^applicazione  del  metodo  d'interpolazione  di  Cauchy 
alla  ridazione  delle  osservazioni  meteorologiche  ,  mi  proposi 
subito  di  secondare  le  sapienti  vedute  del  eh.  Autore,  sem- 
brandomi che  questi  studi  siano  veramente  un*iaurora  di  belle 
speranze  ai  penosi  e  lunghi  travagli  dei  meteorologisti.  Ac- 
cennai già  (Annali,  luglio  1851)  due  leggi  particolari  che  mi 
venne  fatto  di  trovare  ,  occupandomi  in  quest'  argomento  >  le 
quali  sono  applicabili  alla  maggior  parte  dei  periodi  meteo- 
rologici. In  seguito  ho  volato  semplicizzare  per  quanto  é  pos- 
sibile l'applicazione  di  quel  metodo  ,  neir  intento  di  renderlo 
anche  più  accetto  e  comune  :  ed  essendo  giunto  a  qualche  utile 
risullamento,  credo  di  doverne  dar  notizia,  esponendo  insieme 
le  basi  dei  miei  calcoli,  col  richiamare  in  brevi  parole  la  parte 
teoretica  e  generalissima  della  memoria  del  P.  Secchi,  per  co- 
modo di  chi  non  la  possiede. 

Se  con  le  ascisse  della  curva  meteorologica  si  rappresenti 
l'epoca  delFosservazione,  o  l'angolo  orario  del  sole ,  che  con- 
teremo dalla  mezzanotte^  può  sempre  sopporsi  tra  l'elemento 
meteorologico  T  e  l'angolo  orario  A  la  relazione 

T  =  I  *f-  y  sen  A  -H  JK  sen  2A  -f-  X  sen  3A 

(1)  ; 

■4-y'cos  A  -H  z'cos  2A  4-  x'cos  3A 


•  •  •  • 


essendo  ty  y,  y\  ....  dei  coeiBcienti  da  determinarsi. 

Trascurando  come  piccolissimi  i  termini  oltre  quelli  scritti^ 
si  abbiano  per  lo  meno  sette  valori  Ai  ,  A,  , kj  dell* 
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elemento  T  corrispondenti  ai  Talori  &■ ,  A, , h^  itWh  Va^ 

riabile  angolare  A.  Nascono  cosi  sette  equazioni  con  coefficienti 
nomerici 

(2)  i     a,r  H- 6,y -4- cy -4- , 


Si  renda  tutta  positiva  quella  colonna  «he  dà  una  somma 
S  maggiore  delle  altre,  cangiando  opportanameate  i  segni  delle 
equazioni.  Quindi  si  faccia  un'equazione  somma  di  tutte  con  in 
capo  il  termine  che  ha  per  coefficiente  là  somma  maggiore 
delta  dominante^  lasciando  por  disposti  comunque  gli  altri  ter-* 
mini  accompagnati  dalle  somme  2  respettive  :  nel  modo  se-» 
gaente. 

Sa.t'^Ii.y  -f-  2c.y'  H-  Id.x  ^ ,.=Ik 

d'onde 

Questa  sottratta  via  ria  dalle  equazioni  (2),  darà  sette  nuore 
equazioni  senza  t^  nelle  quali  si  rappresentano 

con  A'6| ,  A'6a  , i  nuovi  coefficienti  di  y 

co»  à'c^\  ù!e^  f « y' 


Intanto  in  questo  calcolo,  come  nei  segueoli,  si  ha  una  riprova 
per  le  operazioni  fatte,  nelf  uguagliarsi  a  zero  le  somme  di 
ogni  colonna  dei  nuovi  coefficienti.  Dalle  quali  sommo  si 
prende  norma  ^  come  sopra,  per  modificare  nei  segni  quanda 
occorra,  e  sistemare  le  nuove  equazioni.  Sitppopendo  ora  corno 
in  appresso-,  che  la  somma  dominante  risulti  sempre  dai  primi 
coefficienti,  avremo  un'equazione  somma  della  forma 

SA'i.y  -^  lA'c.y  +  2Md,z  +....=  là'k 


e  quindi 
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2A'c      .       2A'rf  2A'A 


Questa  moltiplicata  successivamente  per  A'i,  ,  d'i, ,  A'63 , 

e  sottratta  in  ordine  da  ciascuna  delle  equazioni  del  secondo 
sistema,  produrrà  altre  sette  equazioni ,  senza  y  ;  nelle  quali 
indicheremo  • 


con  A^c,  ,  A'ca  ,  .  .  .  i  nuovi  coefficienti  di  y^ 
con  A*rf, ,  A^da, z 

E  queste  equazioni  ordinate'  e  sommate  nel  modo  solito  y  da- 
ranno 

SA^c.y'  -+-  2A'rf.5  -+- =  2A'A 

d'onde 


SA"c  SA^c 

E  cosi  di  seguito.  Fin  qui  non  è  altro  che  un  metodo  di  eli- 
minazione :  metodo  che  è  comodissimo  per  le  continue  ripro- 
ve che  s'incontrano.  Ma  si  osservi  che  le  equazioni  (3,4,5,...) 
permettono  di  esprimere  in  generale  i  valori  delle  incognite 
^9  Vy  y'j  •••• }  ^  che  indipendentemente  dai  valori  £,,  k^^  ^3  •— 
possiamo  determinare  sino  all'  ultima  equazione  i  coefficienti 
da  cui  quello  incognite  ,  e  le  2AA  sono  successivamente  ac- 
compagnate. Cosi  ha  fatto  per  diversi  casi  il  eh.  P.  Secchi , 
dando  insieme  gli  elementi  costanti  che  servono  a  calcolare  le 
£ik  e  le  làk. 

Ora  io  ho  notato  che  senza  dover  comporre  ogni  volta  le 
ZA/r,  possano  le  medesime  esprimersi  una  volta  per  sèmpre  in 
funzioni  dirette  di  Jr/  ,  k^  j  £3  .  .  .  ;  e  quindi  può  esprimersi 
in  un  modo  somigliante  non  solo  il  valore  dell'  ultima  inco- 
gnita che  rimane  dopo  l'eliminazione  di  tutte  le  altre,  ma  que- 
ste pur  anco,  se  a  grado  a  grado  si  risalga  nel  calcolo  facendo 
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le  opportune  sostituzioni.  Ognnn  vede  che  preparando  simili 
espressioni,  non  si  avrà  più  nei  diversi  casi  particolari  il  no* 
ìoso  impiccio  di  calcolare  le  Ai  e  te  iàk  :  e  resterà  la  sola 
operazione  assai  piana  e  spedita  di  calcolare  direttamente  .i 
valori  di  t^  y,  y',  . .  . ,  coll'introdarre  nelle  espressioni  gene- 
rali i  dati  namerici  ki  ^  k^  j  k^  .  .  .  .  k^. 

Avendo  per  ora  in  vista  specialmente  le  temperature  diur- 
ne ,  ho  creduto  in  questo  primo  calcolo  di  considerare  come 
conosciute  o  prese  per  base  le  osservazioni  delle  ore 

Mezzanotte  —  4'''  ant.  —  9*'*  ant. 

Mezzodì  —  3"''  pom.  —  6^''  pom.  —  9*''  pom. 

le  quali  ore  saranno  opportunissime,  senza  incomodo  soverchio 
degli  osservatori,  per  Tepoca  in  cui  la  curva  diurna  fa  le  sue 
inflessioni  del  minimum  e  del  maximum  intorno  alle  4""*  ant.  e 
alle  S*"*  pom.;  e  corrispondono  pure  assai  prossimamente  alle 
ordinarie  inflessioni  della  curva  barometrica,  alla  quale  per- 
ciò saranno  molto  adattati  i  valori  calcolati  :  i  quali  saranno 
pure  applicabili,  anche  alla  curva  annua.  Stimo  inutile  di  ri- 
portare qui  i  diversi  sistemi  di  valori  ai  quali  ho  dovuto 
successivamente  indirizzare  i  miei  calcoli  :  dirò  solo  che  in 
1.^  luogo  ho  stabiliti  i  valori  delle  incognite  nel  modo  indi- 
cato di  sopra  :  2.*'  ho  espressi  tutti  i  valori  delle  làk  per 
mezzo  di  quelli  di  un  ordine  inferiore  :  3.^  ho  ridotti  questi 
Talori  delle  làk  in  semplici  funzioni  dei  k:  4.^  ho  sostituite 
queste  espressioni  dei  làk  nei  valori  delle  incognite  incomin- 
ciando dalfultima:  e  risalendo  a  quelle  di  un'espressione  più 
composta,  ho  sostituiti  insieme  anche  i  valori  delle  precedenti 
espressi  già  in  funzione  dei  k.  In  tal  modo  bo  avuti  i  risnl- 
tamenti  seguenti,  nell'applicazione  dei  quali  potrà  impiegarsi  a 
piacere  un  minor  nomerò  di  cifre  decimali  ; 
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/  , 


(A') 


X 


y'  =  H- 


0,120594  *,  H-  0,203870  A^, 
-j-  0,069627  ^4  +  0,170534  *5 
-H  0,150693  *7 , 

^0,164761  ft,  —  0,144165  k, 

—  0,299198  ^4  -H  0,232906  h  — 

—  0,106620  kj , 

0,335307  *,  H-  0,144148  *:.  — 
0,200731  ki  —  0,233032  A5 
0,106494  h, , 


0496396  Jb3 
0,088287  Jfc« 


0,214670  ib} 
0,062354  Jbs 


0,214690  «3 
0,062502^6 


y= 


.- 


0,044184  ky  H-  0,348042  *,  - 
0,131195  A4  —  0,062337  h 
0,  0%209  A; , 
0,379365  A,  — 0,203860  A, 
0,430330  A4  —  0,170460  A5  - 
0,150617  A; , 

0,120526  A,  ^- 0,20388  7  A, 
0,069554  A4 -4- 0,170659  A5- 
_  0,349181  kj , 


0,335282  A3 
■0,349398  Ae 


0,196383  A3 
0,088376  Ae 


0,303584  A3 
0,088139  Ag 


0,057486  A3 
0,473877  Ae 


«  =  -+-  0,214559  A,  —  0,059683  A, 
-t-  0,229480  A4  —  0,403282  A5 
—  0,397465  A; 

nel  calcolo  dei  quali  ho  sempre  conservale  selle  cifre  decimali 
nei  logaritmi ,  e  non  mai  meno  di  cinque  nei  numeri  corri- 
i^ndenti. 
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Per  mostrare  T  esattezza  di  questi  valori  sia  per  rigaardo 
alle  equazioni  primitive  da  cui  derivano,  sia  per  riguardo  a 
tutta  la  curva  che  viene  ad  esprimersi  con  l'equazione  (1),  li 
applico  a  una  delle  serie  di  temperature  orarie*  date  da 
Kaemtz;  e  scelgo  quella  del  mese  di  agosto  per  Edimburgo  al 
Forte  di  Leith  ,  nella  quale  tutti  i  termini  sono  ottenuti  per 
Tosservazione  diretta,  senza  soccorso  di  formule  d*  interpola- 
zione. I  valori  da  prendersi  sono 

*,  =  13%  06 ,  *5  =  16%  62  , 

*^=.12,  54,  *6  =16,  5à, 

h  —  14,  88,  ky  —  14,  27 , 
^4  =  16,   26, 

e  con  questi  calcolo  le  equazioni  (A'),  dopo  di  che  l'equazio- 
ne (1)  sarebbe  già  determinata.  Ma,  come  ha  fatto  il  P.  Sec- 
chi, giova  calcolare  le  seguenti 

cot  C  =  ~-  ,    cot  E  =  -r- ,    cot G  =-r 

B  =  -^^,    D  =  — =,   F=— p 
senG  sen  E  senu 

per  mezzo  delle  quali  Tequazione  (1)  prende  la  forma 

(A"')  T  =  <  4-  Bsen(A  -h  C)  •+•  Dsen(2A  4-  E)h-F  sen^3A  -f-  G)  ; 

e  in  ogni  applicazione  a  casi  particolari  tutto  il  calcolo  si  ri- 
clurrà  alle  sole  equazioni  (A%  A",  A'''). 
Nel  nostro  caso  risulta 

T  =  -+^  14%  62916  —  2%21385  sen(A  -i-  46\  0'.  4") 

-f-  (y,  06217  sen(2A  -f-  29'.  S^.  41") 
—  0°,  38384  sen(3A-t-  178°.  53'.  55") 

dalla  qaale  sono  dati  eoa  taota  esalteiza  i  valori  A;i  ,  ^a  ,  ... 
ki  ,  cbo  restano  perfettamente  verificate   le   equazioni  (A')  : 
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non  risaltano  infatti  che  le  differenze  seguenti 


per  *,  ....  0,0000 

peri;  ....  0,0001 

*a  ....  0,0002 

h     '  0,0000 

ks  ....  0,0000 

kj  ....  0,0003 

*4  ....  0,0002 

Per  le  altre  temperature  di  tutta  la  giornata  la  massima  dif- 
ferenza è  di  0,40;  mentre  quasi  tutte  le  altre  oscillano  intor- 
no a  0,10. 

Indipendentemente  ancora  dall'oggetto  che  ci  occupa  ò  im- 
portante l'avvertire  che  l'espressione  trovata  per  t^  serve  a  de- 
durre  la  media  diurna  dalle  osservazioni  fatte  a  mezzanotte, 
4'"'  ant.9  etc.  come  sopra  :  perchè  t  uguaglia  sempre  la  media 
diurna.  Nel  caso  contemplato,  le  osservazioni  dirette  danno  la 
media  14%  60. 

Giova  pure  ricordare  che  quando  si  voglian  calcolare  tutti 
i  valori  delfelemento  meteorologico  T  nel  corso  di  un  giorno 
o  di  altro  periodo,  basterà  calcolare  soltanto 

i  primi  12  valori  di  Bsen(A  +  G)  ....  (M) 

i  primi  6     .     .     .    Dsen(2A  -^  E)  .  • .  .  (N) 

i  primi  4     .     .     .    Fsen(3A  -H  G)  .  .  . .  (P) 

mentre  poi  si  ripetono  in  ordine  con  segni  contrai]  ,  e  così 
con  alternativa  costante  riempiono  tutto  il  periodo.  —  Al  qual 
proposito  noteremo  con  A.  Bravais  (Mem.  extr.  des  Yojages 
en  Scandinavie  etc.  etc.) ,  che  M  può  riguardarsi  come  1*  e- 
spressione  di  un'onda  diurna,  N  di  un'ofuia  sem-diumaj  P  di 
un'onda  terzo-diurna ,  qualora  il  periodo  sia  il  giorno  solare  ; 
come  pure  rappresenterebbero  onde  annualij  semi-annuaU^  ter-- 
zo-annuaHj  trattandosi  del  periodo  di  un  anno  :  le  quali  onde 
hanno  la  seconda  metà  perfettamente  uguale  ed  opposta  alla 
prima;  e  fanno  sospettare  che  l'onda  totale  si  formi  in  natura 
per  la  sovrapposizione  di  una  moltitudine  di  onde  parziali 
della  medesima  forma,  ma  di  diversa  lunghezza.  Se  mbrano  in 
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generale  trascurabili  le  onde  di  un  ordine  supcriore;  ma  tra- 
scurando Tonda  terzo-diurna,  avremmo  avnti  nel  nostro  caso 
degli  errori  assai  sensibili,  risultando  più  forti  le  variazioni  P 
che  le  variazioni  N.  —  Lo  studio  di  ciascuna  di  queste  onde 
in  diverse  circostanze  di  luoghi  e  di  tempi,  farà  conoscere  se 
ognuna  di  esse  sia  Tespressione  distinta  di  diverse  cause  na- 
turali, oppure  debba  solo  riguardarsi,  com'  è  in  origine ,  una 
semplice  legge  dello  sviluppo  adottato  :  e  così  la  scienza  pò- 
tra  essere  indirizzata  a  utili  ricerche  ed  analisi  :  mentre  in- 
tanto  questi  sviluppi  hanno  il  pregio  di  servire  con  estrema 
esattezza  e  alle  interpolazioni,  e  al  calcolo  delle  medie,  e  al- 
Tespressione  compendiata  dei  periodi  meteorologici. 

Spero  di  potere  in  seguito  preparare  qualche  altra  tavola 
di  valori  ,  prendendo  per  base  un  nuovo  sistema  di  osserva- 
zioni ,  e  di  esporre  insieme  altre  riflessioni  intorno  a  questo 
utile  processo  di  riduzione  »  di  cui  molto  profittarono ,  come 
dice  Bravais,  i  Sigg.  Bouvard,  Quetelet,  Kaemtz  e  Carlini  ,*  e 
di  cui  pure  recentemente  ha  trattato  il  Sig.  Vìllarceau. 


Dovendo  applicare  le  formule  alla  curva  annua  ,  io  credo 
che  importi  di  ravvicinarle  per  quanto  è  possibile  all'  anda- 
^  mento  delle  cause  naturali^  e  perciò  non  saprei  vedere  quanto 
opportunamente  potesse  incominciarsi  il  periodo  col  1"  gen- 
naio. Non  ostante  che  T  anno  meteorologico  si  faccia  comin^ 
ciare  dal  l""  decembre  ,  io  inclinerei  a  pensare  che  le  curve 
dovessero  dipartirsi  dal  solstizio  invernale^  in  quanto  che  sem- 
brami che  in  tal  modo  riuscirà  più  facile  1*  indagare  il  vero 
senso  dei  termini  della  formula  e  loro  relazioni  pei  diversi 
luoghi.  Volendo  profittare  dei  valori  dati  di  sopra,  parmi  che 
le  epoche  delTanno  che  meglio  corrispondono  a  quelle  epoche 
diurne,  siano  le  seguenti 

21  decembre  —  20  febbraio  —  6  maggio. 

21  giugno  —  6  agosto  —  20  settem.  —  5  novembre. 
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Ho  €atto  il  calcolo  per  Berlino,  prcndondo  dalla  bellissima 
tavola  di  Maedier  (Aon.  météor.  de  la  France  poar  1850  -— 
P.  IL  «  pag.  157),  dedotta  da  110  anni  di  osservazioni,  la  mt^ 
dia  di  detti  giorni,  e  dei  due  antecedenti  e  segoenti;  ed  ha 
avuta  la  formula  seguente,  che  dunque  rappresenta  assai  pros-» 
simamente  le  condizioni  terniiche  del  clima  di  Berlino 

T  =  H-  9".  084  ~  lO^  021  sen(A  -+-  63\  31') 
—  0".  667  sen(2A  -^  100".  24')  H-  0.285  sen(3AH-126^  24'). 

La  media  conclusa  direttamente  è  inferiore  di  0, 11  al  primo 
termine  della  formula  :  non  ho  impiegate  in  tutto  il  calcoloj, 
che  sole  quattro  cifre  decimali. 


LETTERA 

HEL  PROr.   X.  SECCHI 
AL  COMPILATORE 

RELATIVA  ALLA  PRECEDENTE  NOTA 

Chiarissimo  Sig.  Prof. 

U  bel  lavoro  del  P.  Serpieri  mi  richiamò  alla  mente  un  mio 
progetto  che  faceva  poco  fa  al  Sig.  Manry  direttore  dell*  os- 
servatorio di  Waghinston  agli  Stati  Uniti,  nell'atto  di  rispon- 
dere al  suo  invito  su  un  sistema  di  osservazioni  generale  ed 
nniformi  da  adottarsi  in  meteorologia.  Siccome  l'idea  può  es- 
ser utile  non  credo  inopportuna  di  soggiungerla  qui  in  poche 
parole.  La  meteorologia  sta  finora  a  poco  più  che  ai  medii,  mas- 
simi e  minimi,  cioè  al  primo  stadio  del  suo  progresso  :  l'idea 
felice  di  rappresentare  per  curve  di  seni  le  variazioni  clima- 
teriche è  forse  sola  capace  di  condurre  a  grandi  e  utili  risul- 
tati, ma  i  calcoli  spaventano  a  ragione  i  più  dei  meteorologi- 
sti per  Timmenso  tempo  e  fatica  che  richiedono.  La  formola 
ridotta  alla  osservazione  finale  prescelta  dal  P.  Serpieri  ha  il 
vantaggio  di  diminuire  moltissimo  tali  calcoli  ;  le  espressioni 
generali  dei  coefficienti  dei  A  sono  dati  dal  Sig.  Willarcau  nella 
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Connaissanee  cfiv  ten^  per  il  1852»  ma  eraDo  meno  semplici  ed 
in  funzione  dei  ài.  Quelle  del  P.  Serpieri  sono  preferìbili.  Ora 
questa  forma  finale  ha  un  rantaggio  non  ancora  rimarcalo^  ed 
ò  che  per  ridursi  il  valore  delle  incognite  in  tavole,  e  quindi 
risparmiare  un  mondo  di  calcoli, 

Snppongansi  per  esempio  fissati  i  coefficienti  per  certe  ore 
prefisse  di  osservazioni,  esse  saranno  sempre  gli  stessi  :  quelli 
che  varìatao  sono  i  numeri  ki,  k^  ,.. ..  ora  si  faccia  una  ta- 
vola dei  prodotti  dei  coefficienti  predetti  per  ciascun  valore 
possibile  che  può  prendere  A,  che  d'ordinario  starà  fra  certi 
limiti  conosciuti,  e  non  molto  ampli  ;  questa  tavola  darà  a  col- 
po d'occhio  dopo  una  breve  somma  i  valori  delle  incognite,  e 
quindi  resterà  la  sola  determinazione  dei  coefficienti  finali  colle 
equazioni  A"  della  pag.  139,  i  cui  valori  ancor  essi  potranno 
coir  aiuto  di  tavole  rendersi  di  più  agevole  determinazione. 
Credo  che  il  solo  avere  accennato  tale  vantaggiò  sia  per  es* 
sere  di  servizio  alla  meteorologia.  Queste  tavole  costruite  che 
siano  una  volta  serviranno  per  sempre^  e  per  tutti,  e  in  pò* 
che  ore  potrà  farsi  un  lavoro  che  prima  esigeva  mesi  di  fatica* 

Chiudo  qui  questo  breve  cenno,  e  in  altra  occasione  forse 
svilupperò  più  a  lungo  questo  soggetto. 

Roma  30  marzo  1852. 


OSSERVAZIONI 

DEL  TWkOW.  «ASPARE  MAINAR»! 
AL  COMPILATORE 

La  nota  richiamata  dal  Sig.  cav.  Bordoni  ,  mio  maestro  , 
ncir  articolo  da  Ini  pubblicato  in  questo  giornale  (  Annali  di 
Scienze  Matematiche.  Roma)  nel  prossimo  passato  gennaio  1852 
parrebbe  essere  quella  da  me  prodotta  nell'agosto  1850  ,  non 
nel  1851  citato  nell'articolo.  Mi  ò  gratissimo  il  vedere  un  al- 
tra volta  riprodotto ,  comentato  ed  in  parte  esteso ,  da  quel 
Sig.  Cav.  un  modo  scientifico  ritrovato.  Nel  mio  lavoro  ho  e- 
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sposto  quanto  di  più  notevole  mi  offriva  I^argomenlo;  ma  re- 
stano a  sviluppare  altri  miei  Teoremi  meno  facili  e  più  im- 
portanti, i  quali  ho  dimostrato  con  somma  concisione:  e  vi  ho 
molto  ancora  a  raccogliere. 

Le  coincidenze  negli  studiì  e  nei  risultati  sono  assai  fre- 
quenti fra  gli  scrittori  non  connazionali,  ed  io  per  me  provai 
somma  compiacenza  vedendo  :  nel  1845  riprodotte  da  Saint- 
Yenant  nel  Giornale  della  Scuola  Politecnica  di  Francia,  come 
nuove,  molle  formole  su  la  teorìa  delle  curve^  da  me  trovale 
nel  1829  e  stampate  nel  Tomo  20  della  Società  Italiana  delle^ 
scienze:  nel  1842  riprodotti  nel  Giornale  del  Sig.  Creile  i  Teo- 
remi di  poligonometria  e  poliedrometria  che  io  aveva  dati  nel 
1832  in  un  opuscolo  stampato  in  Pavia  col  titolo  <(  Trasformazio- 
ni di  alcune  funzioni  algebriche  ec.^  dei  quali  Teoremi  il  prin- 
cipale veniva  ampliato  dal  Sig.  Giusto  Bellavitis,  distinto  Prof, 
airi.  B.  Università  di  Padova.  Cosi  viddi  nel  Giornale  del  Sig. 
Liouville  pubblicato  dal  doti.  Pages  un  Teorema  sui  circoli 
osculatori  della  parabola  da  me  indicato  fra  alcune  Memorie 
di  JHatematica  stampate  in  Pavia  nel  1832.  E  taccio  molle  al- 
tre coincidenze. 

Credo  per  altro  importante  per  la  storia  della  scienza  una 
scrupolosa  esattezza  nelle  citazioni.  Se  non  fosse  dimenticala 
una  bella  Memoria  che  il  Monge  presentava  nel  1783  alla  B. 
Accademia  di  Francia  non  sarebbe  insorta  la  disputa  di  prio- 
rità accennata  dal  chiar.  Sig.  Prof.  Tortolini  nella  prima  pa- 
gina di  questo  giornale. 

Nel  fascicolo  di  febbrajo  1850  io  ho  data  come  nuova  la 
composizione  dei  coefficienti  di  una  equazione  differenziale  li- 
neare per  mezzo  dei  determinanti  funzionali  degli  integrali  par- 
ticolari. Per  un  articolo  stampato  nel  seguente  aprile  dal  mio 
carissimo  amico  il  valente  Prof.  Tardy  conobbi  che  anche  il 
chiariss.  Prof.  Sig.  Maimsten  di  Upsala  notava  la  slessa  pro- 
prietà :  ma  la  pubblicazione  mi  sembra  posteriore  alla  mia. 
Le  formule  date  da  me  sul  fine  della  pag.  70  porgono  sotto 
varie  forme  il  risultato  del  doli.  Maimsten. 
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Nel  1844  io  eomnnicava  alla  Società  Italiana  delle  scienze 
la  dimostrazione  diretta  dt  un  Teorema  di  Abcl,  la  quale  ve- 
niTa  richiesta  ai  geometri  da  Jacobi.  Nello  stesso  anno  questo 
sommo  geometra  pubblicò  la  sua  grande  Memoria  nella  quale 
è  SToUo  rargomento.  Il  Sig.  Prof.  Tardy  mi  ha  signiBcata  una 
discordanza  osservata  dal  eh.  Sig.  Prof.  Minicb  fra  i  miei  ri- 
saltati e  quelli  di  Jacobi,  discordanza  che  proviene  dall'avere 
io  ommesso  nella  equazione.  (6)  pag.  174  voi.  23  il  coeflSciente 
i  al  binomio  (p^ — A),  per  cui  la  equazione  djr=(j9'+e)dp  si 
cambia  nella  dq  =(A  —  e)d;7,  ed  alla  equazione  (e)  sostituire- 
mo ^  =  (A— c)l/"(a?-*-^-i-jr  -i-Aj-H-B. 

BIBLIOGRAFIA 

ATTI  dell'  accademia  PONTIFICIA    DE'  NUOYl^  LINCEI 
ANNO     lY.  SESSIONE  VII  DEL   27   GIUGNO    1851. 

La  maggior  parte  di  questo  fascicolo  composto  di  133  pa- 
gine in  4.*^  è  occupato  da  uno  scritto  intitolato:  Della  vita,  e  delle 
opere  di  Gherardo  cremonese  traduttore  del  secolo  duodecimo^  e  di 
Gherardo  da  Sabbionetta  astronomo  del  secolo  decimoterzo.  Notizie 
raccolte  da  Baldassarre  Boncompagni. 

Questo  scritto  è  diviso  in  due  parti,  nella  prima  delle  quali 
TAutore  tratta  della  vita  ,  e  delle  opere  del  traduttore  Ghe- 
rardo. In  questa  prima  parte  si  riportano  tre  importanti  do- 
cumenti relativi  al  medesimo  Gherardo,  l.'^  Un  elogio  di  Ghe- 
rardo Cremonese  in  prosa  latina.  2.""  Un  catalogo  di  tradu- 
zioni da  lui  fatte.  3."^  Un*  iscrizione  composta  di  sette  versi 
in  sua  lode.  L'  autore  dimostra  ,  che  alcuni  di  questi  sette 
versi  erano  stati  con  gravi  inesattezze  pubblicati  nel  Giornale 
de*  Letterati  d'Italia.  Poscia  indica  alcune  traduzioni  stampa- 
te di  Gherardo  Cremonese ,  che  sono  ì,^  Traduzione  di  un 
trattato  di  Astronomia  composto  da  Giaber-bcn-Afflah  di  Sivi- 
glia. 2."  Traduzione  dell'Almagesto  di  Tolomeo.  3.""  Traduzione 
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del  trattato  de' Crepuscoli  d*Alhazen.  Il  Sig.  BoDCompagni  esat- 
tamente descrive  le  edizioni,  che  si  hanno  dì  queste  traduzioni,  ed 
indica  tre  Godici  della  versione  dell'Almagesto  di  Tolomeo.  Segue 
(p.  409 — 435)  una  traduzione  dall'arabo  in  latino,  fatta  da  Ghe- 
rardo Cremonese  d'un  importante  trattato  d'algebra,  colla  tradu- 
zione in  linguaggio  algebrico  delle  regole  e  delle  operazioni  che 
trovansi  in  questo  trottalo.  Questa  traduzione  conferma  nel  mo- 
do il  più  luminoso  un  risultamento  notabilissimo  delle  imporr 
tanti  ricerche  del  sig.  Cbasles  sulla  storia  dell'algebra ,  cioè 
che  l'algebra  numerica  fu  introdotta  in  Europa  dai  traduttori 
del  duodecimo  secolo  (p.  435).  Il  sig.  Boncompagni  riporta  po- 
scia (p,  436)  il  seguente  passo  di  una  lettera  a  lui  diretta  nel 
1848  dal  medesimo  sig.  Cbasles: 

Je  8uis  bien  conterU  que  vous  ayez  trouvé,  en  partie  du  moins, 
le  tratte  des  nombres  carrés  de  Léonard  de  Pise.  Nous  sattrons  enfin 
ce  quétait  cet  ouvrage}  sUl  derive  de  Diophante  ou  des  Indiens,  par  le 
canal  des  Arabes  bien  entendu.  La  découeerte  du  traiti  d^algèbre  de 
Gerard  de  Crémone  est  au  moins  aussi  précieusey  puisque  cet  ouvrage 
sera  tout-d-fait  nouveau  pour  nous^  et  qu'il  confermerà  de  la  ma- 
niére  la  plus  explicite  Vépoque  de  V  introduction  de  Valgébre  ehez 
les  Européens.  Je  verrai  avec  plaisir  mes  premiere  essais  sanetim^ 
nés  par  vos  recherches  plus  étendues  et  plus  fructueuses. 

Les  vers  de  Gerard  de  Crémone  (1)  sur  la  risolution  des  équa^ 
tions  du  second  degré  ont  peut-étre  donne  lieu  d  ceux  de  Lucas  de 
Burgo.  La  notation  des  quantitis  négatives  est  un  fait  originai 
qui  peut  indiquer  une  source  hindoue,  et  qui  est  intiressant  aussi 
pour  Vhistoire  de  Valgèbrechec  les  Européens  (2).  Onpourras'étcn" 
ner  que  cette  notation,  qui  impliquait  un  principe  i:apitalj  savoir, 
la  dìstinction  des  quantités  positives  et  négatives ,   tandis  que  les 

(1)  Qui  il  Sig.  Cbasles  chiama  vers  de  Girard  de  Crémone  alcune  re- 
gole in  versi  che  irovansi  nel  trattato  d'algebra  suddetto  relative  alla 
risoluzione  delle  equazioni  di  secondo  grado  (p.  415 — 418). 

(2)  Ciò  dicendo  il  Sig.  Cbasles  allude  ad  una  notazione  delle  quanti- 
tà negative  che  trovasi  insegnata  ed  applicata  ad  alcuni  esempi  nel  sud- 
detto trattato  d'algebra  (p.  422  e  423). 
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Arabet,  comme  on  le  voti  notamment  par  Valgèàre  de  Mohtmmed 
ben  Mwa  et  eelle  de  Fibonacci ,  ne  connaissaieni  que  des  quanti- 
tés  positivegj  on  pourra  s^étonner  dis-je^  que  cette  notation  naU 
porte  ses  fruita  que  300  ans  plus  tard.  Mais  beaucoup  d*autres 
exemples  prouvent  que  par  foie  des  découvertes  qui  constituent  de 
writables  progrès  qui  un  jour  tiendront  lenr  place  dans  VMstoire 
des  sdenees,  restent  pendant  des  siècles  inapergus. 

Il  Sig.  BoncompagDi  passa  qaindì  a  ragionare  d'altre  tradu- 
ffioni  fatte  da  Gherardo  Cremonese.  Queste  sono:  1.^  Tradaziòno 
di  un  trattato  della  misura  delle  superficie  e  de'volumi  de*oorpi. 
2.^  Traduzione  dei  Canoni  di  Arzachele  celebre  Astrònomo  spa- 
gnuolo  sopra  le  tavole  astronomiche  di  Toledo,  della  quale  TAu- 
tore  indica  due  manoscritti  esistenti  in  Roma.  3.^  Traduzione  de- 
gli Elementi  di  Astronomia  d'Alfragano.  4."*  Traduzione  di  un 
trattato  di  Astrologia  d*Alcabizio.  5.°  Traduzione  di  un  libro  di 
tutte  le  sfere  del  cielo,  e  della  composizione  delle  tavole  d'Astro- 
logia. L'Autore  indica  gli  esemplari  manoscritti,  che  si  hanno 
di  queste  traduzioni;  parla  di  alcune  tavole  astronomiche  costruite 
da  Gherardo  Cremonese;  dimostra  che  Gherardo  Cremonese  tra- 
dusse gli  elementi  della  Geometria  di  Euclide,  un  trattato  di 
Ispide  de'corpi  regolari:  i  tre  libri  degli  sferici  di  Teodosio, 
i  tre  libri  degli  sferici  di  Menelao,  e  probabilmente  un  trat- 
tato di  Geometria  dei  tre  fratelli  Matematici  Arabi  figliuoli  di 
Musa-ben-Schaker. 

Il  Sig.  Cav.  Vincenzo  Flauti  nella  prefazione  ad  una 
nuova  edizione  degli  Elementi  di  Euclide  citando  alcune  del- 
le versioni  notate  nel  soprammenlovato  catalogo  di  libri  tra- 
dotti da  Gherardo  Cremonese,  dice  «  Liber  Milei  (hoc  est  Me- 
nelai)  tractus  III.,  forse  la  sferica  ».  Questo  forse  non  sembra 
necessario,  giacché  il  Sig.  fioncompagni  dimostra  (p.  447)  che 
questo  libro  deve  essere  il  trattato  in  tre  libri  degli  sferici 
di  Menelao. 

La  seconda  parte  dello  scritto  di  cui  si  fratta  contiene 
le  notizie  sulla  vita>  e  sulle  opere  di  Gherardo  da  Sabbio- 
nclta.  L'Autore  riporta  primieramente  le  testimonianze  di  va- 
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ri  Aatori  intorno  a  questo  scrittore,  come  Guido  Bonatti, 
Biondo  Flavio,  o  Flavio  Biondo,  Zaccaria  Lilio,  ed  altri.  Parla 
quindi  di  un  Codice  Vaticano  e  he  contiene  le  risposte  del  me- 
desimo Gherardo  ad  alcuni  de*principali  Signori  Italiani  che  Io 
consultarono,  intorno  a  ciò  che  far  dovessero  nelle  loro  impre- 
se^ e  riporta  (p.  458  e  459)  vari  passi  inediti  di  questo  co- 
dice per  far  sempre  meglio  conoscere  esser  egli  vissuto  nel 
secolo  XIII.  L'Autore  descrive  (  p.  461 — 481  )  dieci  edizioni 
della  Theorica  Planetarum  di  Gherardo  da  Sabbionetta  ,  otto 
delle  quali  sono  del  secolo  XY,  e  di  alcune  di  queste  indi- 
ca i  diversi  esemplari,  e  ne  riporta  vari  passi  in  fac  simile  (p. 
461 — 481).  Parla  quindi  di  tre  Opere  inedite  di  Gherardo  da 
Sabbionetta,  che  sono:  1."  Practica  Planetarum.  2.^  Trattato  di 
Geomanzia»  3.  Liber  Carcandrey,  Termina  enumerando  gli  auto* 
ri  che  hanno  scritto  biografie  di  Gherardo  da  Sabbionetta. 

Questo  scritto  ò  adorno  di  alcuni  fac  simile  incisi  in  rame. 

Nel  sopraccitato  fascicolo  de'nuovi  Lincei  dopo  lo  scritto  me- 
desimo trovansi  le  seguenti  produzioni: 

Istorico  fisico  ragionamento  del  dottor  A.  Cappello  stdle  col- 
ture umide  ,  e  sulle  modificazioni  da  farsi  per  loro  mezzo ,  delle 
terre .  palustri  dello  stato  pontificio.  Parte  seconda^  risguardante  le 
legazioni  di  Ferrara^  Ravenna^  ed  altre  provincie. 

Sullo  spezzamento  numerico  in  somme  ognuna  di  due  quadrati 
del  prof  P.   VolpiceUi,  in  appendice  aUa  precedente  Memoria, 

Seguono  i  rapporti  e  le  corrispondenze. 


Pag.    Un.  ERBOBI  COBBEZIONI 

100  27-28  condizioni  da  verificarsi  condizioni  di   risolubilità 

sui  gruppi  di  risolubilità  per  radicali  da  verificarsi 

per  radicali  sui  gruppi 

103    33      D^g    ,  H    D,o      .  H  D.^    H    D^^      H 

111  22      Le  prime  condizioni  La  prima  condizione 

—  23      y  9 

112  4      razionali  di  equazioni         razionali  di  radici  di  equa^ 

zioni 

—  10        (v.  n.o  27)  (V.  n.\  26.°) 
143  ult.      modo  scientifico              mio  scientifico 
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SUL   CÀLCOLO  DELLE  VARIAZIONI 

S  T  V  D  I  I 

DEL  PROr.  GASPARE  IHAllVARDI 

Le  scoperte  di  Eulero  e  Lagrange,  la  completa  variazione 
di  una  simbolica  funzione  di  più  variabili  indipendenti  trovate 
da  Poisson  e  dall'il lastre  dott.  Ostrogradski^  e  le  generali  for- 
mule dei  celebri  Geometri  Sigg.  Gauchy  e  Sarrus,  porgono  gli 
elementi  per  calcolare  la  variazione  di  un  integrale  multiplo  » 
esteso  fra  limiti  vincolati  da  qualsivoglia  dipendenza.  La  im- 
portante dottrina  applicata  al  suo  primario  oggetto,  la  ricerca 
delle  indeterminate  che  rendono  massimo  o  minimo  T  integra- 
le ,  trova  essenziale  compimento  nei  criterii  che  assicurano  e 
distinguono  i  due  casi  di  massimo  o  di  minimo.  Questa  secon- 
da parte  della  sublime  dottrina  ,  studiata  da  Legendre  e  La- 
grange,  mirabilmente  promossa  dal  sommo  Jacobi^  porge  tut- 
tora argomento  di  gravi  ricerche.  Gli  affarismi  di  Jacobi  ven- 
nero dimostrali  dai  chiariss.  Geometri  Bertrand,  Lebesgue  e  De- 
launay,  ma  la  completa  analisi  esige  alcune  formule  non  an-» 
cora  calcolate.  Intorno  ai  criterii  che  distinguono*  i  massimi 
dai  minimi  valori  degli  integrali  multipli  nulla,  a  mio  avviso^ 
si  è  aggiunto  ai  primi  pensieri  di  Legendre  e  Lagrange. 

In  questo  scritto  dichiaro  le  scoperte  di  Jacobi,  e  propongo 
un  nuovo  metodo  di  ricerca,  il  quale  si  applica  a  qualunque 
integrale.  Il  lettore  giudicherà  se  io  abbia  condotta  più  oltre 
la  quislione,  e  se  possa  essere  maggiormente  sempliGcata.  Sul 
fine  del  presente  lavoro  dimostro  che  la  equazione  delle  linee 
geodetiche  di  una  estesa  famiglia  di  superficie  si  riduce  alle 
quadrature,  da  cui  discende  la  celebre,  scoperta  di  Jacobi  :  e 
provò  che  le  equazioni  fondamentali  della  Teoria  dei  fenomeni 
capillari  si  ottengono  con  analisi  più  breve  di  quella  trovata 
dal  celebre  dott.  Gauss. 

1.  Poisson  nella  classica  memoria    stampata  nel  Tomo  12 

Jmali  di  Seiense  Mat.  e  FU.  7*.  ///.  a'ptiU  1852.  IO 
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della  R.  Accademia  francese  scriveva  :  «  il  pouvait  étrc  boa 
»  de  rappeler  et  de  comparer  cntre  elles  les  differentes  con- 
»  sideratioDS  dont  on  a  fait  usage  pour  résoudre  le  probleme 
»  des  isopèrìmetrès  ,  V  un  de  ceux  qui  à  plus  exercès  la  sa- 
»  gacitè  des  geometrcs  du  dernier  siede  »  :  ed  altrove,  con- 
siderando il  vantaggio  dei  moderni  metodi  su  li  antichi^  sog- 
gimige  efaa  il  processo  della  integrazione  a  parti  <c  serait  d*aii- 
»  ìewn  «ncore  bìen  pins  diflScile  de  remplacer  par  la  decora- 
»  position  en  èlèment  infiniment  petit  daas  le  cas  des  inlegra* 
»  )es  reialivef  h  denx  o  plosieurs  variables  indipendantes.  ji 
Pobblicberò  in  appresso  i  miei  studii  sui  metodi  antichi  e  mo- 
derpi:  quì^  per  noa  sviarmi  dallo  scopo  che  mi  sono  prefisso^ 
acooDoerò  soltanto  con  quanta  facilità  i  primi  metodi  condu- 
cano alla  risoluzione  de*problemi,  porgano  i  termini  di  un  in- 
tegrale variato  i  quali  riguardano  i  limiti ,  e  la  variazione  di 
un  integrale  dupplicato. 

Il  primo  problema  sugli  isoperimetri,  risoluto  da  Giovanni 
e  Giacomo  Bemnllì  uegli  atti  di  Lipsia  per  Tanno  1701,  e  in 
quftHi  di  Parigi  del  1718;  semplificato  quanto  mi  fu  possibile, 
e  riportato  ai  poligoni ,  ò  il  seguente.  Tra  i  poligoni  dello 
slesso  perimetro,  che  si  distendono  fra  dati  limiti ,  quello  si 
vuote  per  x^qì  l'integrale  di  una  data  funzione,  sia  dell'ordina* 
la  di  un  Tertice,  sia  del  perimetro  terminato  a  questo  vertice 
e  ad  un  estremo,  abbia  il  massimo  o  minimo  valore.  Il  prin- 
cipio fondamentale  è  espresso  dalle  seguenti  parole  di  Eulero 
«  aemper  concipitqjr  cnrvae  portio  aliquantilum  variar!,  atque 
)i  tum  queritur  diflerentia  valorum  ,  quos  formula  cum  prò 
>»  curva  vera  tum  prò  ficta  sortitur  ,  eaque  differentia  nihilo 
»  equalis  posìta  dat  naturam  curvae  quaesitae.  »  Numerati  i 
Tertici  che  si  succedono  scorrendo  il  perimetro  del  poligono 
indico  eolla  lettera  n  il  numero  apposto  ad  un  vertice  ,  eoa 
o^n  9  yn  quelle  funzioni  di  n  che  ne    esprìmono  le  coordinate 


m 


ortogonali,  e  con  ^.9(y«)  Tinlegrale  che  si  vuole  massimo  o 


1 
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miniinO.  Suppongo  cbe  le  ordinale  coaseguentì  i/n+t  9  9^4.2  ri- 
cevano gli  incrementi  infinitamente  piccoli  oa^  9,  ^  chiamata 
Sn  la  somma  dei  Iati  dal  primo  al  nr"''^^y  le  lunghezze  dei  lati 
n+l,  n+2,  n-H3  esimi  del  polìgono  variato  saranno 

r 

=   A5y,   H-  G)    --  =   A«,i    -H   Cj)X/I 

1/^[Aj?,i+,  H-  ^Ay^+i  -H  e  —  6))  ]  =  A5;,+i  -+-  (9— (ì))Xì 


— 3 

l^l^n+2  -4-  (0  —  Ay ,1+^)^3  =  A5/i4.a  —  9  X«^a  i 

e  perchè  i  due  poligoni,  il  cercato  ed  il  variato^  siano  isope- 
rimetri deve  essere 

ASn  H-  A*„^i  -H  A»/I^.a  =  A««  -4-  GùiXn  H-  A5,iH.i  "4-  (6 — «)Xrt+i 

ossia 

(1)  9  AX^^i4-a)AX„=0. 

I  due  termini  (f(yn^i)  ,  ylyn^»)  della  sonima\^f  (y„)  per  il  pò- 


lìgono  variato  saranno  rimpiazzati  da  <p{ya^i  +  ca) ,  ?(y/t^H*'^)> 
per  cui  dovrà  essere 

ossia 

(2)  «teiL^eM^^O, 

e  le  equazioni  (1)  (2)  forniscono  quella  del  cercato  poligono 

AX.^.  :    ^?M-  =  AX.  :  ^^^^  costante. 


''"^'         dy„^.2  '"*      dy 


Dovendo  essere  massimo  o  minimo  l'integrale  ^ M^f) > 


(  152  ) 
siccome  i  tre  termini  ^(sn^i)  -f-  ff^/i^a)  H-  9(«/i*3)  per  il  poli- 
gono variato  si  cambiano  nei.  seguenti 

4-  f  (5/1*3  —  6)  AX«  —  6  AX/,*x) 

poslo—^ — ^szzfnj  eguagliati  qaei  termini  fra  di  loro  ,  caviamo 
la  equazione 

la  quale  combinata  alla  (1)  ne  porge 

* /i-#-i  ^/i  AAii  =^  Pw-*-a  ^/i-*-i  AA/i^i  > 

e  la  equazione  del  ricbiesto  poligono  sarà 

Ah  X/i-Hi  -.>      =  costante. 


m 


Consideriamo  Pintegrale  definito \F/i(y/„  Ay«  ,  A*y;i,  A'y^) 

I 
di  una  funzione  F;,  della  variabile  yn  e  delle  sue  differenze, 
e  supposto  che  la  yn  riceva  l'incremento  infinitamente  piccolo 
(un  9  le  ordinate  estreme  y^  ,  ym-^i  »  ym-«-a  subiranno  le  varia- 
zioni infinitesime  6)^  »  ^m^i  »  Ci>m-Ha  9  e  gli  ultimi  tre  termini 
deirintegrale 

Fm-3(yi«-3  ••••  >  A3y„,.3)  -H  F^-a(y^-a  ...  ,  A*y^a  i  A^y;„-a)    • 
riceveranno  l'incremento 


G> 


in 


dF„-3 
dA'y„_3 


/    < 


—  3 


dF». 


as-3 


dF„., 


d.A'y 
dF„., 


dF^., 


d.A^y^., 


dF^., 


) 


"'\d.Ay„.,        "d.^'y^.,     '   ~  d.A'y^, 

dF„..,  „   dF„.,    X   .  dF„., 


^'m-^'  XTT: "  Ì~ÀÌ /"^  ®m-fa 


d.AV-'i 


(153) 
ossia 

/  à¥„.i  _  .    dF„-,  ,     àFm-3   \ 

\d.Ay„-,  d.A*y«.,  d.A»y„-,  r" 

^  Vd.ù'y„-.       ""  d-A^y».,;"*""  ^  d.AV-.        " 

il  quale  trinomio  porge  la  parte  deUmtegrale  variato  che  ri- 
gaarda  il  limite  superiore  m  :  se  anche  questo  limite  si  cam- 
bia in  m-+-l  vi  aggiungeremo  il  termine  F^(y^  ....  A'y«). 
Si  abbia  Tintegrale  dupplicato  definito 


nel  quale  x^^n  ^  funzione  dei  numeri  interi  positivi  m,  n.  At«- 
Irìbuito  a  questa  funzione  un  incremento  infinitamente  picco- 
lo, i  termini  dell'integrale  i  quali  subiscono  variazione  sono 

Fm-i,/i(*iii-i,n  9  Afit^m-p/i  >.  ^n^m-'i^n)  9 
Fm,»(^m,«  >    Amalfi ,/l  >    All*in,«)  i 

e  perchè 

il  coefficiente  della  variazione  prodotta  da  x„^n  nell'  integrale 
sarà 


dF,„^n-,         .  dF^.,^;,        dF,n,«  dF;„^„  dF 


'"i/i 


ossia 

dF^^„  dF;^i^n  dF^^n^i 

—  A„   r- A/, 


d.ir^,/i  d.A|^„.i^;i  d.Ay,z«jn-i 

Se  l'ordine  delle  differenze  si  eleva  più  oltre  l'analisi  procede 
colle  stesse  norme.  Ed  è  poi  facile  il  passaggio  dalle  discreto 
alle  continue  funzioni. 


(  154  ) 

2.^  In  questo  paragrafo  propongo  un  naovo  metodo  per  tro- 
Tare  i  criterii  che  assicurano  e  distinguono  i  massimi  dai  mi- 
nimi valori  degli  integrali.  I  simboli  che  impiego  sono  gene- 
ralmente quelli  usati  da  Lagrange  nella  Teoria  delle  funzioni 
analitiche, 

Neirintegrale 

Jdx  F(r,  y,  y',  y",  y'"  . .  .) 

si  cambi  y  in  y  4-  ici)  i  e  sviluppata  la  fanxione  risttkante  Be«- 

•'' 
condo  le  potenze  della  lettera  i,  troviamo  per  —     il    coeSi- 

Ik 

ciente 

U«  Càx  (ft>'F"(>)  -4-  aG^'r'(y,  y')  H-  a)'"F"(y')  -H  2c.Ki)"F"(yy'') 

-h  2a)'6)"F%'y")  +  c^'"F"(y")  + )  . 

Se  la  T{xj  y )  contiene  al  più  y'  indicata  la  quantità  posta 

sotto  rintegrale  con 

A«'  -4-  2BcM*'  H-  Ce»'' 

la  riduco  alla  forma 

(gi^M)'  -+-««'  -H  2ÌW  -t-  C6)'* 
col  porre 

a4-M'  =  A,     6-hM  =  B,     c  =  C 
siccome 

«3**  -h  Sìcjq'  -H  cfl)'*  =  c/g>'  H-  —  w\   -+-  o*(a ) 

=  cJ(h(o  -h  cfij')  -i-  6i)(aa)  -f-  òca') 
se  determiniamo  «)  ed  M  cosiché  siano 

sarà  il  deterwQante 

e 


(  155  ) 
Quelle  due  equazioni  eq^ival^ouQ  alle  seguenti 

da  cui  si  ricaya 

(a)        Afij  H-  Bcù'  —  (B«  4-  Co)')'  =  0. 
Sia  y  =  9(jcr,  m,  n)  Tintegrale  completo  della  equazione 

(6)  F'(y)  -  d,F'(y')  =  0, 

ed  attribuiti  alle  costanti  m^  ngli  incrementi  infinitamente  pic- 
coli nii  j  ni  ,  sapposto 

ì  d©  d®  ^ 

o(ap,  m  H- 1»!  ,  n-^fii)  =  «h-  m,  /-  -h  n, — ^  st=  «  -+-  ^ 

^  dm  m         '^ 

se  nella  (6)  porremo  y  =9-4-9  si  avrà 

A9-I.B9'— (B9  4-Ce')'  =  0. 
Dunque  la  equazione  (a)  è  soddisfatta  da  o)  =  d  :  sarà 

M  =  4-  (C9'  -4-  Bg) 

rinlegrale  della  equazione 

C(A— M')  — (B  — M)'5aO' 


ed 


La  fanzioDe  F(a;,  y )  contenga  anche  y"  »  e  la  quantità 

soggetta  all'integrale  nella  espresMone  U  na 


A&>'  -1-  2Ba«'H-C«"  -t-  2Da)4)"H-2E(D'(a''  -i-F«"' 

la  quale  ridurremo  alla  forma 

(Ma»'  -h  2Nm«'  H-  Pw")'  -H  04)'  H-  24m4)'  -+-  ca"  4-  2(fc»)" 

-l-2e<»'»"-t-/»'" 
col  rendere  soddisfatte  le  equszioai 


(  156.^ 
a  +  M'  =  A,  i-4-M-»-N'=B,  e -j- 2N-I- P  =  C, 

rf-+-N=D,  e-t.P=E,  /•=F 


siccome 


a)'(co"  -h  cù/  -h  6oa)  -f-  w  (<fcx'  "f-  W  -1-  ai)) 

dove  Y  è  fanzione  liDearc  di  o,  ^',  e  Z  ne  è  iDdipendente  : 
possiamo  disporre  delle  arbitrarie  M,  N, .  . .  ci,  A  .  .  .  per  modo 
che  siano  Y=0  ,  Z=0 ,  qualunque  sia  o).  A  tale  oggetto  po- 
niamo 

Queste  equazioni  scritte  nel  seguente  modo 

f  Aci)-+- Bw' -h  DcJ' =  (Ma^' -h  (No')' 

(d)     <  Jkù-h  Coi  -F  Ecj'  =  Mco-h  Nco  -+-  (No)'  -h  {Poi}' 

Do  -H  Eo'  -H  Fo"  =  NoH-  Pg; 

differenziate,  una  yolta  la  seconda,  due  la  terza,  poi  aggregate 
fra  loro  ci  danno 

le)  Ao-hBo'+Do"— (Bo-4-  CoH-Ew")'  -f-  (DoH-Eo'-hFo'y'=» 

Sia  y  =  (p{Xfiny  n .  .  .)  Tintegrale  completo  della  equazione 

F'(y)  -  d,F'(y')  H- d%FV)  =  0. 

Accresciute  le  costanti  m^  n  .  .  .  di  quantità  inBnitesime  fiii  , 
n, . . . ,  supposto 

d®  d©      •  ^ 

p(a?,  m-Hiii ,  n+fii  ...)  =  9-+-  mj  -p  H-iii  ^  . .  .  =  9  h-  0  , 

se  nella  equazione  (/)  poniamo  y  ==  9  4"  ^  ^>  ottiene 


(  157  ) 

if)     Ae-f-Bfl'-+-De'HBe-HCe'-+-Efi'T4-(D9-f-E9'-HF9")"=0 

cosichè  la  (e)  è  soddisfatta  da  g)  =  9. 

Le  equazioni  (d)  reodoDO  il  determinante  1=0,  porgono  i 
calori  di  due  arbitrarie  M>  N ,  P  ;  ma  ne  lasciano  ana^  inde- 
terminata :  Eliminata  da  esse  co"  si  hanno 

(fc -H.*)cj'  H-  (*/•—  rfe)  «  =  0  ,    {bf  —  dc)(i>'-4-  (af—d^](ù=0  , 

e  posto 

bf—de={ì 

ne  seguono  e*  —  /i?  =  0 ,  rf*  —  af=  0 ,  Y  =  0,  qualunque  sia 
ciy  e  la  funzione  (b)  si  riduce  al  solo  primo  termine. 
Dalle  equazioni 

N=Dh-{E— P)  y  -H  F  ~,*  e^— /c=(E-.P)^— F(C-2N— P*) 
ricaviamo 

(E-P)'  =FfC— 2D— 2(E  — P)  —  —  2F  —  —  P'j 

ovvero,  fatto  E  —  P  =  z , 


z^  ^z'-^  2F 


|.z=f(C--2D-+.E')-2F^)  . 


Dovressimo  integrare  questa  equazione,  quindi  colle  {d)  calco- 
lare M  ed  N.  Ma  la  equazione  (/*'),  posto 

A_B'-4-D''  =  a,        C  -2D-f.E'=/3 

8Ì  riduce  alla  seguente 

(h)  ae-h(jS6V-+-(FflT=0, 

e  daHe  equazioni  (a)  si  ricava 

perciò  siccome  le  incognite  Cj  d^  e  .  .  .  dipendono  dalle  quan- 
tità jS,  F,  le  quali  sono  funzioni  alternate  degli  integrali  par- 
ticolari di  (k)j  la  equazione 


(  158  ) 
Fa"  H- ««' H- <fc)  =  0 
ne  convince  dover  essere 

A  confermare  questa  induzione,  cambio  nella  (k)  9  in  q  ^  ed 
eliminata  a  ricavo 

(l)    P{9q'  —  6'ù>)  -  2F{e'ù>"  —  e"oì')  +  d^Oo}^  —  fi'o))'  F  =0. 
Se  ora  nella  (&)  si  pone    x  =  -^  F  —   ne  deriva 

^^  _  2F ^  -H  d,(Ft?')  =  0 

la  quale,  in  conseguenza  della  (Q  6  identicamente   soddisfatta 
dairintegrale 

che  è  quanto  abbiamo  superiormente  adottato. 

Consideriamo  ancora  il  caso  in  cui  la  funzione  T(x,  y ) 

contenga  y'"  onde  la  quantità   soggetta    all'  integrale    nella  U 
sarà  della  forma 


-^  2Ga)fi/"  -4-  2H6) V"  4-  2KGy  V"  -i-  L^)"'* , 
la  quale  ridurremo  alla  seguente 

(Mo)*  H-  mwù'  -+.  Pw'"  -H  2QW  -H  2R&) V  -4-  &»"^)' 

(a)  {       -+-  ocj"  H-  24(i)a)'  -f-  cw"  -f-  2(fc)cj"  -h  2e(i)'Q"  -Hi)"* 

rendendo  soddisfatte  le  equazioni 

a-i-M'=A,  6  +  M-hN'=B,  cH-2N4-P'  =  C, 

(ft)(  cf-+-N  +  Q'=D,  c+P-4-Q-^R'=E,/-f-2R4-S't=F, 

y4^Q  =  G,  Ah-R  =  H,  *-hS  =  K:,  /  =  L. 


I 


(  159  ) 
siccome 

a«"  -t-2Ó6)4)'  ■+■ -¥•  ha""  =a"'(ta"'  ■+■  ka"  -h  ha'  -hga) 

<tà"{koì"'  -4-  la"  H-  ««'  H-  rf»)-t-  c»'(W"  -+-  «a"  H-<»/-+-ò(a) 

l-H  «(j'a'"  -+-  da"  •+•  ha'  ■+■  aa)s=i  (  6>"'H — 3l_  V 

dorè  X,  Y  indicano  funzioni  lineari  di  a,  a',  a"  ed  a,  /3  sono 
indipendenti  dalFo.  Se  poniamo 


(la'"  H-  ha"  -H  Aa'  -4-  jfa  =  0 ,  *a"'  -+■  fa"-hea'  -+-  da  =-.0, 
(Aa"'  -H  «a"  -t-  ca'  -f-  *a  =  0 ,  j^a'"  -4-  da"  -f-  ia'-+-  oa  =  0 


queste  equazioni,  in  conseguenza  delle  (i)  ci  danno 
Aa  -l-  Ba'  4-  Da"  -+-  Ga'"  =  (Ma)'  -h  (NaO'  ■+■  (Qa")' 
lBa-M:a'+Ea"-»-H6)"'=Ma-HN6))'H-Na'+(Pa')'-+.Qa"-t-)Ra")' 
lDa-l-E(i/-4-Ffflf'-+-Ka"'  =  Na4-  {Qa)'H-Pa'-HBa')'-t-Ba"-f-(Sa'')' 
Ga-f-  HoT  4-  Ka"  -f-  Lei"  s:  Qa4<  Bei  ■+■  Sa" 

le  quali  forniscono  la  conseguente 

(        Aa. . .  -t-  Ga"'  —  (Ba  .  .  .  -i-  Ha'")' 

(        -l-(Da .  . .  -f-  Ka'")"  —  (Ga \-  La'")"'  =  » 

Sia  y  =  f(x,  m,  n . . .  )  l'integrale  completo  della 

(9)        F'(y)  ~  4.  F'iy')  +  diF'(y'')-  d^  F'(y"')  ==  0. 
Aumeataie  le  costanti  m,'  n delle  quantità  ininiteshnè' 

mnr-,  Hi  .  • -^  O'SUppestOi 


j  '      »  »      • 


£tn,  +  -n.4-.,..==:fl; 


(  160  ) 
se  nella  (g)  porremo  y  =  y  -f«  0  la  risultante  sarà  la  (/)  in  cui 
sì  faccia  0)  ^=  6. 

Per  determinare  le  sedici  incognite  M,  N  .  .  .  .  a  ,  ò  . . .. 
abbiamo  le  dieci  equazioni  (b)  ,  poi  le  (d)  che  si  ridocooD  a 
tre  sole^  onde  restano  tre  arbitrarie.  Siccome  eliminato  oi"  dalle 
equazioni  (d)  si  ricavano 

(    (*'  —  fl)<^' + (**  —  ei)<^  -4-  (gk  —  zrf)  (i)=  0 , 

(A)      (hk  —  el)<J'  H-  (A*  -  cl)oi  -+-  (yA  —  iZ)  0)  =  0  , 

(     (^A  —  dV' ^- (^A  —  40<>>  +  (^*  —  «/)  c^=  0 
se  poniamo 

(A)        AA  — rf  =  0,    ^*  — dZ=0,  jA  — «  =  0 
saranno  ancora 

k^  —  ft==Oj    A*— c/==0,    ^"_ai  =  0 
e  nella  funzione  (e)  avremo  qualunque  sia  q 

X  =  0  ,    Y  =  0  ,  ed  il  determinante  ^  =  0 

■ 

e  quella  funzione  (e)  si  riduce  al  solo  primo  termine. 

Abbiamo  ora  sufficienti  equazioni  per  determinare  tutte  le 
quantità  incognite  ,  potremo  per  esempio  cavare  dalle  {i)  le 
due  seguenti 

3y  ^.  A"  ^-  e  —  e'  — 2d=3G'  -+-H"  -h  C  —  E'  —  2D=  —  B,, 

2A— /--HA'rrrCi, 

e  siccome 

'  ,      gk  hk       ,        A*  A" 

d=-,     e  =  -,    f=-,    c=^ 


(m')        LJ"  -h  Ag/'  -h  Acd'  -i-  ^6>=  0 

troveremo  due  equazioni  differenziali  fra  A,  A  che  dovremmo 
integrare.  Ma  un  ovvia  osservazione  dispensa  dal  faticoso  cal^* 
colo  :  quest'ultima  equazione  lineare  deve  sussistere  qualunque 
sia  l'integrale  g)  della  equazione  (A),  la  quale  si  riduce  alla  se- 


(  161  ) 
guente 

(p)  A.«^.  (B.«r  4-  (C.a)T  +  {D.ciT  =  0 

essendo  A,  ==  A  —  B'  -hD"  -+-E"  —  G'"  ,  D,  =  —  L  :  come 
▼erra  dichiarato  in  altro  paragrafo:  e  poiché  i  coefficienti 
Bj ,  G,  9  L  sono  funzioni  algebriche  alternate  degli  integrali 
particolari  di  quella  equazione  differenziale,  indicati  con  6),  $y 
f  Ire  di  quegli  integrali,  e  con  R(a  i'  c^')  il  determinante  che 
si  ottiene  permutando  gli  apici  fra  le  lettere  a,  i,  e;  la  equa- 
zione (m!)  ne  apprende  essere 

Sebbene  molte  ragioni  appoggino   la    deduzione   adduciamone 
«ina  conferma.  Dalla  equazione 

2A  +  *'-^=G, 

e 

fatto  i  =  —  L-=-  si  ricava 


(,)  C.§  -  2A?  -K  (L?Y  =  0. 

Cambiato  cjìn  9  nella  equazione  (/>)  ed  eliminato    A|  si  de- 
duce 

Da  questa,  colla  integrazione  a  parti,  altra  se  ne  ricava,  il  cui 
primo  membro  è  differenziate  esatto,  ed  integrata  ci  dà  partico- 
larmente 

H-  D.[(9&)V  —  0^0))  —  (SW^  -  0'vci)  -+-  (9'V"— e"W')]=0 .  ' 

Cambiata  in  questa  equazione  &  in  ^  ,  quindi  eliminato  Bi  , 
con  facili,  sebben  lunghe,  riduzioni  troviamo 
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d,«[C.R(«ey')  —  2D.R(6)"§"'9)-t-  d,(D.R'(«eV') ) ]  =  0 
colla  quale  coincide  la  equazione  (q)  ore  si  facciano 

?  =  R(«9'  f") ,        A?  =  D,R(a"6"  j>) 

La  equazione  (p)  ai  differenziati  del  sesto  ordine  contiene 
le  sole  qaattro  funzioni  Ai  ,B|  ,C|  L,  per  cui  y  mediante  le 
relazioni  altrove  dimostrate  fra  i  coefficienti  ed  i  determinanti 
formati  cogli  integrali  particolari,  e  le  loro  derivate,  trovere* 
mo  tre  equazioni  di  relazione  fra  quegli  integrali. 

Abbiamo  quindi  ridotto 

U=(Ma>^-f.2Na)cJ...-f-  S6)")-I-Jd^  («'"  -f-  *^'''--^g^\'  pyvy 

Estendiamo  V  esposto  metodo  alla   ricerca    dei  criterii  per 
gli  integrali  dupplicati. 
Considero  la  funzione 


iàxiày.f{x,y,z,z\z^) 


Ù.Z  djs 

dove  J5'  =  —  ,    jg  ==  — • .  Posto  «-+-ÌW  in  scambio  di  x ,  svol- 
Qx  dy 

.     .  f' 
to  in  serie  il  risultato  troviamo  i  coefficienti  di  —  essere 

U  =  fax  fdy  i¥'\x)oi  -h  2F"(zz')oìùÌ  h-  2F"(«z,)«a) 

Indico  la  quantità  sottoposta  alfintegrale  con 

Ac?  -+-  2B^^'  H-  Cwfii),  -f-  Dcd>  '  -f-  2Ea)Ci)^  -H  Foj'  , 

la  quale  riduco  alla  seguente 

(Ma?)'  -f-  (No? ),  -H  acì  +  26a)Q/4-2cwfli{  -+-  dii)"-f-2etóis;  -f-  /ci)' 
mediante  le  equazioni 
.«-f.M'4-N,»=A,  4h.M=:B,  c-f-N=C ,  rf=D,  e=E,  /•=F 


._i 


(  168  ) 
Siccome. 

•+•  c.)(<5i)«  -4-  G.)  /"-f-  eoe)  -I-  w(cdfi  -f-  0)  e  -f-  oa) 

dove  ;^  ò  funzione  lineare  di  cjj  ,  6),  ed  a  non  contiene  6):  se 
poniamo 

(a)  dlsi/-Mfi»j  H-  4ci)=  0,  eoi  -f-/&)  -f-  co)  =  0  ,  4a)-h  cgì  ^acà=  0 

sarà  il  determinate  a  =  0.  Ma  queste  equazioni  (a)  equival- 
gono alle  seguenti 

!Da)'H-E(i)  -f-  Biii  =  Mo),    Ecjf  -f-  Fw^  H-  C<J)  =  N<<> , 
W  +  Cc^  -4-  Aw  =  (Mca)'  -h  (Nw), 
epperò  cj  dovrà  rendere 

(e)    BcD-hCq  H-Ao)— (Do/H-Eo),  -H  Bci)/— (EeJ-f-Fo) +C(i))^=0. 

Sia  jr  =  9  l'integrale  che  Lagrange  chiama  il  completo.  Sup- 
posto che  le  costanti  ricevano  variazioni  infinitesime  onde  ? 
divenda  9  -f-  d  9  se  nella  equazione  {d)  poniamo  z  =  9  +  d  ne 
deriva  la  stessa  (e)  ove  si  cambi  cj  in  0,  epperò  la  (e)  è  sod- 
disfatta da  6)  =  9.  Avremo  quindi 

M=  l(Be-H  D&-hEe,)y  N  = -^  (C9  H- ES' ^  Ffij 

Il  primo  termine  si  riduce  ad  integrali  semplici  e  quantità  fi- 
nite, il  ebe  dipende  dalla  natura  dei  limiti.  Se  si  deve  esten- 
dere a  tutta  l'area  piana  terminata  da  una  linea  continua,  io- 
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dicato  con  s  Tarco  variabile,  con  «=09  s  =  c  i  valori  estremi 

dì  s;  cou  tx  ,    ty  gli  angoli  della  retta  tangente  cogli  assi  or- 
togonair  Xy  y  sarà 

fix  CàyKMcùy  -+-  (N(i)^),  ]  =|    [M  cos  Ì?-HNcos1yJ  o)'  d*. 

Se  la  funzione  F(x9  y  .  .  .)  implica  anche  i  coefficienti  dif- 
ferenziali secondi  di  z  cioè 

ò^z  „        d^z  ,        d'z 


z  • =  z    • =  z 


dx*  dx  dy  dy' 

supponiamo 

U  =CdxCdylAcà'  -H  2BW  -f-  2Ccr^  -h  2D(i)»"  -♦-  2E(3jtt^  -f-2F(avj, 
-h  2P(ij'o"  ^  2Q(V{  0}'  -H  2R(iì  &j,  -f-  Sui"  -l-  2TcJ' J  -+-  2Uai"&)^^ 


e  riduciamo  la  quantità  sottoposta  all'  integrale  alla  seguente 
forma 

-4-(a5i)*  -*-  2^^<i)'  -f-  27r(i)S{  -+-Ta)*  -4-  2!^Joì  -+-  oi^), 

(«)     '_ 

oùi  -H  2^6)6)  -+-  2c&)CJ 


i 

2 


e  ciò  col  rendere  soddisfatte  le  equazioni 

a -+- u'  -h [x,  =  A  ,    6-t-«H-/5'H-p,  =  B, 

(*)  <    /-f.  nr  =  F,  y  H-  2/3  -t-  5'-i-t'=G,  A-1-7-H/J-H  |'+?,=H, 

§-4-p=P,  ?-H?-l-X=Q,  r-l-9=A,  «=S,<=T,  «=U,  »=V,  x=X,  y=Y. 
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Siccome 

.     =..  («'' ^  !!?krL±*') V (t,  -  ^)x: 

^l\^  -  TÌ-Ti^)}  ^;  -^  ^«  Z?  +  B*  U?  -*-C.  0)» 


f  a" ' 

(d) 


=  cù\(ù's  -+.  aj' ^  -H  (ij^w -h  ...  H-orf)  -f-  oj'  (cJV  .. .  -4-(»e) 

-+-  Oi(ói'd.  ••••*-  Ci)a)  • 

dove  Z,  »  Ux  noD  conteDgono  i  coelficienti  differenziali  secondi 
di  ca  »  ed  Ai  9  B|  ,  C|  ne  sono  indipendenti. 
Se  poniamo 

Oi)" I  -*-  G{'  t?  -f-  w^^ X  -4- Ci)  Z--h  6j y  H-  «e  =  0  , 
o/'A  +  6)'  2  -f-  e.)^  m  +  fiof^  H-  Gì;  A  +  Oi>&  =  0  , 

o" rf H-  cij' e  -f- 6}|  f-^  ft/6-hajc-+-wa=  0, 

sarà  il  determinante  C|  =  0.  Queste  equazioni  poi  equivalgono 
alle  seguenti 

IBo)  H-  Go)'  +  Ho»,  H-Ko)"  -4-  La)',-4-  Mci),^  =  «&>  -f-  (^ca)' 

H-  /Sci'  -1-70)^  H-  (t6)')^  -f-  (po))^  +(^6)7 
(e)  JC«  -f-  Hfia'  -+.  No),  -+-  Pg)"  H-  Qo'^  -+-  Ro)^^  =  /xw  H-  (76))' 

-*-  (^«)/-f-  TTG),  H-  (Xg)/  -+-  pG)'-h  (?HX),), 

)Dg)  +  Kg>'  +  Pg),  H- Sg>"  h-  Tg)',  -+-  Ucj,,  =ìSg)  -h  Jg)' 

)  -H  Lg>'H^)g),+Tg)''4-Vg)',  4-  XG),,=(7-hp)GH-TG)'H-XG), 

Tg)  -4-  M«'  -+-  Qg)^  -t-  Ug)"  -h  Xg)/  -h  Yg),^  =  ncù  -f-yw, 

^nna/<  df  5c^en2«  Mai.  e  FU,  T.  HI.  apriU  181^2.  li 
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indicali  ordinariamente  i  primi  membri  di  queste  equazioni  coi 
segni  (1)  (2)  (3)  .  .  .  .  (6)  troviamo 

(f)        (1)  ^  (2)'  -  (3),  -t-  (4)"  -H  (5)',  -H  (6)„  =  0. 
Se  z  =  f  rappresenta  l'integrale  completo  della  equazione 

e,  per  una  variazione  infinitesima  delie  costanti,  9  si  muta  in 
9+9^  posto  in  (g)  z^f^O  si  ottiene  la  equazione  (/),  ovest 
ponga  G)  =9,  la  quale  perciò  resta  soddisfatta. 

Abbiamo  trentatre  incognite  a,  b  .  ...  a,  /3.  ...  ,  veni* 
i)no  equazioni  (i),  cinque  equazioni  (e),  cioè  ventisci  equazioni 
per  cui  restano  sette  quantità  tutt*ora  indeterminate.  Se  dalle 
{d)  eliminiamo  d)''  ,  (a\  ,  o)^^  posti  per  brevità  di  scrittura 

(ut  —  OLS)^  —  (m*  —  y8)(t^  —  V8)  =  a, , 

{kt  —  U)(ut  ~  xs)  —  {ku  —  ms)(t^  —  vs)  =  4,  , 

(pt  —  p){ut  —  xs)  —  (pu  —  r«)(c*  —  vs)  =  Ci  , 

(dt  —  es){ui  —  xs)  —  {du  ^  fs){i^  —  vs)  ==  d, , 

(kt  -  Uy  -  {k^  ^  gs)(t^  —  vf)  =  e, , 

(pt  -qs)(kt  -  fo)  -  (p*  -  hs)(t^  - 1.5)  =  /; 

(dt  —  es)(kt  ^Is)  —  (dh  —  ls)(t''  —  t?«)  =  y,  , 

(P^  —  ?^)^  —  (P^  —  W*)!^"*  —  »«)  =  Ai  ^ 

idt  —  c*)(p/  —  Jf«)  —  (dp  —  cs)(t^  —  vs)  =  *.  , 
(«ft  —  e*;*  —  (rf'  —  «)(«'  -^  m)  =  l, 

si  ottengono 

(4',  —  a,e,)«'-4-  (*,c,-a,/;)(M,  -*-  (A.rfj  —  a,g,)a  =  0 , 
a)  j  (t.c,  —  «,/■,)<»'-♦-  (c%  —  o,A,)  w,H-(rf»Cj  --  a,i,)(V)=  0  , 
!  (4,rf|  —  «,y,)«'-H  (d,c,  —  a,*,)  tóy-h  (d\  —  a./>  =  0; 


(*) 


cosicché  supposti 

(m)    c,rf,  —  a,ft,  =  0  ,  4.rf,  —  a^gi  =  0 ,  b^c^  —  a,/;  =  0 
ne  seguono 

(tu')         *^  —  aie,  =  0  ,  <^,  —  a^A,  =  0  ,  cP,  —  C|/,  ±=  0  ; 
epperò  Zt  =  0  ,  Ui=0  ,  €^=0  qualunque  siasi  6>)  ed  ayrenio 

^  Jdx  Jdy  [S(«"  H-  ...  r  -+-(V  -  ^  )X,' 

Avendosi  ancora  due  quantità  disponibili  possiamo  supporre 
(»)  9i=  fi  =  *i  =  il  =^  </i  =  0 

e  le  equazioni  a  risolvere  saranno  le  (d)  y  (n)  alle  quali  ag- 
giungeremo 

g  —  2d—k'  ^/, -+./  =G  -2D  — K'— L, +  P', 
ip)       n—  2f—  y'  —  r,  -H  m'  =  N  —  2F—  Q'  —  Ri  +  M', 

A_e— m,  — y  =  H  —  E  —  M,  — P' 

che  vengono  fomite  dalle  {6)  :  cosicché  fra  le  quattordici  in- 
cognite, 6,  Cf  d,  e,  fj  g^  A,  A,  /,  m,  n^p^q^  r  si  hanno  cinque 
equazioni  (</),  le  cinque  (n),  e  le  tre  indicate  colla  lettera  (p). 
Colle  (6)  avremo  poi,  fatto  ^  =  0 

y  =  E  —  «,/x=C— e  —  y-,-?:', 

a  =  B  —  *  —  jS'  —  jJ,  ,  a  =  A  —  «'  —  /Ji,. 

So  la  funzione  integrale  fosse 
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avremo  le  equazioni 

d^=if=^  t  =:m=p=sr=0  ,  8=§=:7r  =  y  =  5=0, 
Ycj/  -f-  jo,  -h  fa)'  -f-ea)  =  0  ,  yci)'^-f-  nxù^^  Aw'-f-  cw  =0  , 
Vù\  H-  Ag)^  •+•  S'to'  H- Ì6)  =  0 ,  efij'^-f- cw^  -+-  htJ  -+•  aca=  0 , 
dalle  quali  si  dedacono 

( j»  _  nV)(i),  -+•  («7  —  AV)cj'  H-  (ey  —  cV)6>  =  0  , 
(ij  —  AV)6),  4- (P  —  yV)  fi)'  H-  (eZ  —  4V)6)  =  0  , 
(cj~cV)G>,-f.(rf— 6V)G)'-h  («' —  aV)a)  =  0; 

quindi 

ey  — cV  =  0,  Zy  — AV  =  0,  rf  — 4V  =  0, 

e  le  conseguenti 

y»  — nY=0,  r  — yV  =  0,  e^— aV  =  0. 
Essendo  poi 

^  — /,  =  G  — L,,  e  — A  =  E  — H,  n— y'=N-Q' 
dovremo  integrare  Tuna  o  Taltra  equazione 

coi  aggiaogeremo 

Va',  H-  y«  -h  fc»'  -+-Ye  —  H  -h^V»  =  0  . 

La  eqaazioae  (y)  si  ridace  alla 

(A  _  B'  —  C,  H-  E',)  6)  -(-  [(G  —  L,)«'  H-  (H  -*  £)«,]' 
4-  [(H  -  E)«'  -t-  (N  -  Q>,],  H-  (V«/)',  =  0 , 


ma  non  mi  fu  possibile   agevolare    per    essa    la  integrazione 
delle  equazioni  (jr). 
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Ad  ulteriore  dichiarazione  del  nostro  metodo  proponiamoci 
la  ricerca  dei  criterìi  atti  a  riconoscere  e  distinguere  i  yalori 
di  due  variabili  y,  x^  dipendenti  da  una  medesima  x  j  i  quali 
rendono  massimo  o  minimo  l'integrale 

Jdj:¥{x,y,x,j/,x'). 

Le  equazioni  che'  determinano  le  due  funzioni  y^  x  sono 

(a)        F'(y)  -  d,F  V)  =  0 ,    F'(z)  -  d,F  V)  ==  0 , 
i  di  cui  integrali  siano 

y  =s  f(Xi  m^n.  ..)f    x  :=  4^(^9*'^j n .  . •  ) 

I  richiesti  criterii  si  devono  desumere  dalla  formula 
U  =Jdx  ra"F"(y)  H-  2a/3  F' V)  -^  i8'F"(«)  -4-  2ccccT\yy') 


■ 

2a'/3'F"  iy'z')  M-  /3'*  F"<a')l  . 


dove  a,  ^  sono  incrementi  arbitrarii  altribniti  alle  funzioni  y,  x. 
ladichiamo  la  quantità  soggetta  all'integrale  con 

Adt'  -H  SBap  -♦-  CP'  4-  Do"  -+-  2E««'  -»-  F/3'  -4-20/3/3' 

-H  2Ha/3'  +  2Ka'/3  H-2La'/3' , 

che  rìdorremo  alla  segaenle 

(*)    (Ma'  ■+■  2Na/3  -+-  P/8*)'  -t-  oa'  H-  2te/3  -i-  c/S» ....  -»-  2te'/3' 

ponendo  che  siano 

(  oH-M'  =  A,  6-|-N'=B,  cH- ?*:=€,  d  =  D, 

(e)  { 

l  e-hìi  s=E,  ^F,  y-4-P=6,  A-t-N=H,  t-l-N=ssK,  fc=L 

siccome 
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^v--dAP  "^ ^3773 — — ) 

t-  X  (^  -4-  —a  )  -H  a'Z  =  «V/3'  -I-  i«'-+-i^H-ea) 


/3'(/33'  H-  te'  -4-  ^j9  -+-  A«)  -+-  a(Ap'  +  ««'  -v  i^  -♦-  o«) 
/3(^^' -»- Aa' -+- «P -t- A«) , 

dove  X,  Y>  Z  sono  fanzioni  dia,  i  .  .  .  .  Se  poniamo 

(  Iff  -4-  rf*'  +  Aj3  -+*  ea=  0 ,    /JS'  -+-  te'  -^-gB  -^ha  =0, 

(  A^'-h ««'-+- Ji3-f- «a  =0,    y/3'H-Aa'-f.cj3H-ft«=0, 
ìd  coqsegoeaza  delle  (e)  avremo   . 

Aa  -4-  B/3  H-  Ea'  -+-H/5'  =  (M«)'  -h(N^)' , 
B«  4-  C/3  -^  K«'  -f-  C/3'  =  (N«)'  -H  (P^)', 
Ea -♦- K/3  H- Da' H-L.S' =  Ma -+- N/3 , 
Ha  +  Cp  +  La'  -hF/S'=  Na  -t- P/3  j 
dalle  quali  si  deducono 

(  Aa  -4-  Bp  -+-  E«'  -+-  Hi5'  —  (E«  ■+-  K/3  -+-Da'  -4-L/S')'=0, 

ini 

(  Ba  H-  C/3  +  Ka'  +  C/5'  —  (Ha  -».  G|3  H-  La'-t-  F|3')'=0. 

Se  le  costanti  «iii  «  .  .  .  contenute  negli  integrali  y=sfj  Zj=s^ 
ricevono  incrementi  infinitesimi  mi,  n, .  .  .  e  poniamo 

«  —  3^*^»  -+-  t:  ^« »  P  =  iZ  '^i 


dm  da  dm  dn 

troviamo  che  le  equazioni  (/)  coincidono  colle  (a)    nelle  quali 
siano  fatte  y  =^  9  -f-ot  ,  z  =^+  b. 

Le  dieci  equazioni  (e)  lasciano  tutt'ora  tre  quantità  dispo- 
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nibili  :  siccome  eliniioata  a'  dalle  (e)  ne  derivano 

{V  —  df)^'  -»-(M  —  dg)^  ■+-  (ti  —  W)a  =  0 , 
{Ik  —  dg)^'  -4-  (*'  —  dc)^  H-  (eA  —  <fó)a  5=  0  , 
{d  —  d4)jS'  -4-  («A  —  <fó)/3  -<-  («»  —  ad)«  =  0  ; 

possiamo  quindi  supporre 

(A)        Lk—hg  =  0,    ek—Db=i6,    A'  — De  ss:  0, 

per  cui  qualunque  siano  a,  /3 ,  saranno 

X=0,     Y  =0,     Z  =  0. 
Dalle  equazioni 

F/3' -*- Lo' -4- ^/3 -4- *«  =  0  ,  *— *=sK  — H, 


caviamo 


«-y=C  -G',  ^  =  ^A 


F^'  -H  L«'  -t-  (H  —  K)a  -«-  ^^  "^  °^  ;t  =^0 


integrale  della  equazione  differenziale 

Trovalo  k  caveremo  di  seguito  A,  jr,  e,  i5,  e;  quindi  M,  N,  P^ 

o  sarà 

U  =  M«*  -H  2Na/S  H-  P/3* 


<• 


3.*^  Dal  metodo  esposto  ncirautecedcnte  paragrafo  potressi- 
roo  desumere  io  tutta  la  sua  generalità  l'ammirabile  scoperta 
di  Jacobi^  che  riguarda  gl'integrali  semplici  delle  funzioni  di 
una  sola  funzione^  ma  1'  analisi  riesce  .  complicata  :  seguiamo 
perciò  altro  metodo  profittando  di  qualche  ingegnose  pensiero 
déHlllustre  Bertrand. 

Se  neirintegrale  i 
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si  cambia  y  ia  y  -+-  to) ,  e  si  svolge   in   serie  il  risaltato  ,  si 
trova  il  coefficiente  della  lettera  •  lineare 

H-  a>tFV)  -  dxFV") .  .  .  ]  +  e.'  [FV")  ...  3  •+-....  ] 
H- J]*ìLp  C  F'(y)  -  d,F'(y')  ^  d%  F'(/'|  -  d*r(y'")  ...]«, 

dove  il  segno  1  esprime  la  differenza  dei  risaltati  che  si  han- 
no ponendo  x  an  a  poi  x  =  i  nella  quantità  seguente  il  se- 
gno e  scritta  fra  le  parentesi. 

Il  coefficiente  di  t'  nello  stesso  sviluppo  è  quello  delft  li- 
neare nello  sviluppo  di  i\,  in  cui  si  ponga  y  -4-  va)  in  luogo 
deir  y.  La  parte  di  tale  coefficiente  affetta  dall'  integrale  é  la 
seguente 

f»  [t  «F"(y) -1- «'F^yy')  -t- «"F'W)-  •  •  •  3 


(«) 


—  d,  loF'\yy')  ■+-  <i)'F"(j,')  ^«"F"{j'y")  •  •  •  ] 

-+-  d%  t  »  V"(yf)  •+■  «'F"(y'y")  •  •  •  3 

—  d'x  [  aF"(yy")  H-  «'F"(yy)  ....  3  -+-....  "Id*. 

Il  polinomio  che  moltiplica  a  sotto  il  segno  integi^ale  lo  indico 
con 

1  [Ad»  +  B<u'  -t-  Cai"  •+•  Da'"...]  —  [Bà  ■+■  Fa'  -+-  G«"...3' 

(_H  [  E» -+- 6«' -4- W  . . .  3"  —  t  D© -+- Ha' ...  3'" -♦- . . . 

ed  osservo  che  ì  termini,  i  quali  contengono  le  stesse  lettere 
A,  B,  C  ...  si  ridacono  nel  seguente  modo 


(173) 

(oj'G)"  —  (&)"Gi'=  (a)'G7  ,  ec. 

Tatli  i  termini  analoghi  del  polinomio  {b)  subiscono  simile  ri- 
dazione.  Infatti  hanno  e«si  la  seguente  forma 

(_t)r  Jr^p  a'^'Cj)  ^(— 1)'^'  d'^'(P  d'-to)    . 

Supposto  «  =  2r  si  può  rendere 

dr(p  jr^a/gjj  -Hd'-^''(P  d^cj)  =  d'-(d»'P  d'^O)) 

(e)   {         -+^  A,  d'^'(d»'-»P  d'-^'«)  -+-  Aa  d'-^»{d''-4  p  d*^»») 

-h  A,  d'-*'(P  d'-»-'«) 

determinando  opportunamente  i  coefiTicienti  numerici  A|,  A^ ... 
Per  averne  speditamente  i  valori  poniamo  P  =  e^  ,  co  =  e^'  9 
essendo  e  la  base  iperbolica ,  A  una  costante  ^  e  la  equazione 
(e)  si  trasforma  nella 

(iH-A)tr  ^  43^  =  1  H-  A.  4(l-#-  A)-h  Aa  *^(1  -H  *)*.  .  .  . 

-f"A,A'(l^A)' 

da  cui  fatto  ò{i  h-  6)  =  ^9  ne  derivano 


[K(-i)-}r. 


A 


__   1    rt{t  —  i) ...  (t  —  r-H  1)      2<(2<— 1)  (<— 1)...(<— r-i-1) 


2— L 


1. 2  ..  r  1. 2  1.  2...(r— 1) 

2<(2<— 1)...(2^— 3)  (<— 2).  ..(<— r-t-1) 
1.  2.  3.  4  1.  2.  .  .  (r— 2) 

2<(2<  —  1) . .  .(2<  —  2r -f- 1) 


Am  a  •  •  •  •  iSr 
Se  «  =  2/  *(-  1  9  considerando  ii  binomio 


j 
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Svolta  in  serie  la  funzione 


troviamo 


(2f  -<-  i)(2<X2<  —  1)  (<  —  !)...  (•<  — r-4-1) 

1.  2.  3  1.2..  .(r-1)  "^ 

(2<-t-l).  . .  (2<  —  2r ■+- 1  jT 
■■*■*"*  1.2.  3...  (ar-i- 1)      J  * 


•     •     • 


Dunque  il  polinomio  {b)  si  riduce  alla  forma 

{e)        ««  -h  (/3g)7  ^  (7«")"  H-  (ao)"')'"  .... 

dove  1*6)  si  trova  unicamente  nell'esplicito  modo. 

Sia  y  as  ^(07,  m^n »  l'integrale  completo  della  equa- 
zione 

(/)  F(y)  -  d,F'(y')  -»-  d*F.'(y")  . . .  .  =  0 , 

ed  attribuiti  alle  costanti  nty  n  ,  .  , ,  incrementi  infinitamente 
piccoli  fili ,  fii .  •  .  poniamo 

Se  nella  eqnuione  {f)  porremo  y  ^  f  -i-  9  si  avrà 
(9)       aS  ■+■  {fi&y  -h  {yO")"  ■+-  ( J5"')"' . . .  =  0. 
Il  polinon^io  (e)»  .fatto  g»  =  ti9 ,  si  riduce  ai  seguente 

ocue  ^^  i^{u9fy^  iy{u9fT  -+-  [«(«e)"']'" . . . .  =  q, 

e  sottratto  da  d  Q  il  primo  membro  della  equazione  {g)  mol- 
tiplicato per  u  abbiamo 


(  475  ) 

$Q=9[(/3(«9)')'-«(^5')']4-  0  [(vW  )"-<7«")"].-t- 

I  binoniii  chd  compongono  il  secondo  membro  sono  della  for- 
ma 

efd-  (p  d'  {u$)  \-^u d'ip i'B)]  , 
e  perché  • 

Je  Fd'  (p  à-  {u9)  )  —  «  d-  (p  d^  5)1  ix 
(m)    /      =1"$  d--'  (p  d'  (u9)  )  -  mS  d'-  (/»  d^  S)"] 

—  fdr  fde  d'-'fp  d-  («9)  )  —  d(«9)  d'->(p  d'  6)] 

• 

rinnovata  la  integrazione  per  parti  indicata  nel  secondo  mem- 
bro sparisce  il  segno  integrale,  epperò  il  prodotto  OQ  è  dif- 
ferenziale esalto.  Siccome  poi  supposto  u  costante  si  ha  0=0 
Ja  fanzione  Q  contiene  u  unicamente  soggetta  alla  differen. 
2Ìazione. 

Se  la  equazione  (m)  si  integra  per  parti  un  numero  r  di 
Tolte,  all'intento  di  liberare  dai  differenziali  i  prodotti  p  d''(u9), 
p  à''0  ;  quindi  si  differenzia  r  volte  il  risultato,  si  ha 

JUà^[p  d'-  (u9)  ^  —  uOA'-(p  d'fi)ldx 
=  {~l)Tf  d./>  (d-'  9  A'^(u9)  —  d-e  d'--'  (u9)\ 

_  ';(j^^±l*d>^d-a  9  d'-  (uQ)  ~  ìH  d-'  (u9)\ 

« 

h  (—1)'-  d'.p^S  d'-(«9)  —  d'e.ttS)"!  . 


•     •      •      • 


(  176  ) 
La  equazione  dìOcrenziale  {g)  presenta  due  siogolarità:  la  sna 
forma,  e  la  proprietà  che  il  prodotto  del  primo  membro  per 
qualunque  integrale  della  equazione  è  differenziale  esatto.  Que- 
ste proprietà  sono  reciprocamente  conseguenti  l'dna  delfaltra  : 
infatti  se  il  primo  membro  di  una  equazione  differenziale 

(n)     A^d»*  js  H-  A|  d»*-»  js -4- A,  d*"-*  jH-  A3  i^^  «  .  .  .  =  0 

moltiplicato  per  qualunque    suo    integrale  je  =  9  ò  un  esatto 
differenziale  sarà 

/     d^{koB)  —  d»-^  (A, e)  4.  d»*-»(Aae)  —  d»"-3(A39) . . . 
=  A^  d»"«  -f-  (2n  d  A„  —  A,)  d*»-»  9 

(!:(^  a-A.  _  (a.- 1)  dA,  +  A.)d-.« 

(P)' 


1.  2.  3  "  ""  1.  2 


/2n(2n--l)(2n-2)^,^        (2n-l)(2n-2)  j,^^ 


-+-  (2ii .—  2)  dA,  —  Aa)  d»»-3  fin- =0, 

e  siccome  qoesta  equazione  in  $  é  identica    alla  (ti)  in  x  sa- 
ranno 

2ndA,=A..^-(^-^^\^-^)d3A. 

-^^-ì;<f-^^d'A.H-(2.-2)dA,^2A3 

(-)  !  2«(2n-l)..(2n-4)  (2n~l)..(2«-4) 

'  —172^75 *  ^' 1. 2.  3.  4       ***  ^' 


(2ii-2M2n-4) .-  .  (2n-3)(2n-4) 

— Ta^ — ^  ^*  O  ^' 

(2n  -  4)dA4  =  2A5 


(177) 
le  qaali  eqoazioai,  oltenate  eguagliando  i  coefficienti  dei  dif- 
ferenziali dello  stesso,  ordine    dispari  di  x  e  9  incHiadono  la 
egaaglianze  degli  altri  analugi  termini. 
Si  facciano 


^0  •=  *o  »  A» r-o —  ^*o  =  *i  * 


n(n-l)..(«-3)  (n-l)(»-2)  _ 

^'^^  '  A«-*^'?r5)d64        (n-l)...(n~4)  ,,  . 
^*  1.2..6   ^  *'~      1.2.3.4       ^'*' 


(„^2)(«-^) 
e  dalle  eqaazioni  (g)  caveremo 


A,  =  .J>..As=""-'i''-"'d-«.H.(.-l)d.„ 


1.  2.  3 


n  ...  (n— 4)  .. ,        (n— l)..(tt— 3) .,  . 


La  generalità  di  queste  dedazioni  si  prova  «apponendole  ve- 
rificate per  tutte  le  quantità  A,  ,  A,  . . .  A^^ ,  per  cui 

o._  ^  _V  (     ^y  (an-r)(2n-l-l)....(2n-2r)     „ 

V  (n— t))(n— t— 1) ....  (n— <-t-tH-I)    .    .„, 
'"  ^,  1.2....(.-2uj *'"*  *- 

I 

il  termine  della  funzione  A,^^,    il  quale  contiene   d**^»""^'* 
trae  origine  dai  seguenti 


(178) 


'     ^^  L  1.2..i2r-2M-)-l)  ^" 

(2«  —  2M-t-l)  ...  (2n  —  2r)  . 

J '         ^ .'  A  a/— ai/  A 

1.  2  ....  (2r  -  2u)  ^         ^*"*' 


(2n^2w-H2)....f2«  -  2r)        ,„_,  n 

1.  2  ....  (2r  -  2u  -  1)   **  ^^«-"^ J 


Sostituito  io  questo  polinomio  ad  ogni  funzione  A^^^  ,  A^^^i  ... 
il  termine  che  contiene  6^  quale  si  cava  dalla  seconda  equa- 
zione {s)  si   avrà 

/     -,i,r(2n— 2u)...(2n— 2r)  ^     __    , 
^     ^  Ll.2..(2r  -  2ii  H-1) 


-t- 


(2i»-2«-2)...(2n-2r)    ^^,^,  /(nH-«)(n-t»-l)  v 

1.2...(2r— 2m-1)  \  1.2  V 

(2«-2tf-3>...(2«-2r)     ^^«.,  /(n-ii)(n-M-l)(fi-w-2)         x 
1.2...(2r— 2u— 2)  \  1.2.3.  V 

• ]. 

poi  col  mezzo  della  nota  eqaaztonpe  (*) 


(*}  Di  questa  formula^  che  si  legge  a  pag.  100  del  Conrs  d^Aoaly- 
se  del  Sig.  Cauehy,  si  conoscono  molte  dinioslrazioni  indirette  :  d*essa 
però|  ed  innumerabili  altre,  si  cavano  dalle  equazioni  identiche 


(a  -f-  h)'^  (a  -4-  6)«  =  (a  -f-  ó)'""^"  , 
(a  -4-  h)'-  (a  -H  *)«  (a  ^.  A)''  =  (a  -f-  4)«*»-»-'', 


•     •     •     • 


svolgendo  col  canone  Newtoniano  le  parziali  potenze^  ed  eguagliando  i 
coefficienti  dei  termini  omologi  rispello  ad  a,  b. 


(  179  ) 

(2n— 2«)...(2n— 2f)  _   _    (2n— 2tt— l)...(2n-2r) 
1.2..(2r— 2u-Hl)        '^"     "'      1.  2...(2r— 2«) 

(«_«)(„_  M  —  1)  (2n~2M— 2)...(2n— 2r) 


^  1.  2  1.2...(2r— 2«— 1) 

t 

(«— 2r-4-w)....(n — «) 

""  1.  a ....  (2r— 2«-t-l)  ' 

troviamo,  appanto  '"^ 

A         _  V  ,  («-U) ....  (n-2r-f.u)    ^^,^, 


tt^o 


Qaindi  si  deduce 

A  d^'z-t-A,  d'"-'  «  H-A,  d*"-*  «  -4-...=  *„  d"  x^-ndi,  d^'-'s 


3* 


*^  V  1.2.3.4  •  1.2  V 

=  d-(ò.d»*)H-d«-'(i,d"-)  +  d"-'(4a<l-*^)-H 

]|  prodotto  6Q  è  riducibile  alla  forma 

BQ  =  (B.«'  -+•  By -H  B3U'"  ...)'=  f ', 

essendo  B,  ,  B,  .  .  .  indipendenti  da   ti   indicato   con  9,  un 
secondo  integrale  della  equazione  (/)  siccome 

-^)   un  differenziale  esatto  :  ma  ^  =  -7-  rende  Q=:  0 
e  ^0,  dunque  9Q  può  ridursi  alla  forma 


(180) 
Per  conseguire  la  trasformazione  giova  eseguirla  a  parie  sopra 
ogni  termine.  Presone  uno  qualunque  il  quale  sia 

0  U"  Ip  d'-  (ti©)]  —  u  d^  (p  d»-  e)) 
=  d'^(c^  d'-ti)  H-  d*^-'  (v,  à'^'u)  -♦-  d»^  (c^,  d*-"  u)  -♦- 


eseguite  le  differenziazioni  indicate  in  ambo  i  memiMriy  ed  e- 
guagliati  i  termini  analogi  rispetto  ad  u  si  hanno 

cr=p  e\  c^.  =  I^^  [d>e)  H-p  d'fl]  9 

-+-  r  '"^''"^^ij"^^  td'(p  dS)  -t-  d(p  d'fi)]  ©  H- 

r(r-l)  r(r-l)                        (r-l)(r-2) 
H-  "5 j—  6d{pà$) j-^ 1  d  c^. 

r(r-l)(r~2)(r-3),, 
1.2.3.4.      '^*'" 

r(r-l)(r-^2)  r(r-l)(r^2) 
^     1.  2.  3  1.  2.  3      "  "  ^/'  "  ^' 

(r-2)(r-3)^,,  (r-l)...(r-4)  r...(r-5) 


(  181  ) 
equazioni  delle  quali  è  manifesta  la  legge,  ma  non  sembrano 
sDsceUibìli  di  ulteriore  semplificazione. 

Essendo  d|  ,  $a  ,  ....  tanti  integrali  particolari  della  equa- 
zione   (/)  f  7^  >  -^  .  . .  .  lo  saranno  della 

ce.  tt' -h{i8.  tt")'-f-  (7.  «'"/".  .  .  .=  0 
epperò  fallo 


«•.=   (-2.)«.  =  pu. 


si  potranno  conseguire  le  trasformazioni 

/>(«.  p«.  ■+■  [jS.  (p«.)']'  -t-  C7.  (/'«.)"]"  •  •  •) 

SQ  =  (![«,  «',  H-  (^yy-t-  (7.«"')"  + ...  3')' . 

0 

Ma  adche  il  polinomio  ce,  tt'i  H-  (/Ss  ^'T  +  ^^  annulla  po- 

nendovi  t<,  =  (~-j    :  (~h  quindi  fatto 

«■.  =  [(l)'v(^)]-  =  - 

potremo  nuovamente  avere  le  trasformazioni 

ria,  u\  -h  (/3,«;')'  -I-  ...3  =  [«su',  -i-  (^ju,")'  H-  . . .  ]' 

e-Q  =[y( v"^ai  «'=>  +  (^i  O'  -^-3')']' . 

trasformazioni  che  potremo  proseguire  fino  a  quando  la  fun- 
zione differenziata,  nel  valore  di  d.Q ,  si  riduca  ad  un  mono- 
mio. 

Se  la  derivata  del  maggior  ordine  contenuta  in  Y(xjyyy\...) 
è  la  y('');  il  termine  del  prodotto  d.Q  in  cui  esiste  la  derivata 
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(  182) 
di  tt  delPordine  piùeleralo  sarà  ò''l¥"{y'%d''{u9)'ì  ,  ed  i  (er- 

mini  che  conteDgoDO  le  più  alte  derivate  di  u,  tf i .,  t<2 .  .  .  . 
nelle  funzioni 

^       a,  W  -h  (i8,  u'y.  .  . ,  «,  w'i -*- (/3, 11,7  . . , , 

«3  U^a  H-  (iSj  «"a)'  .  .  .  •  ,    eC 

saranno  rispettivamente 

d«-'[9"  F"(y('»))  d«tt  ]  ,  d"-»[9'  j9'  F"(y  »)  d""'  u,  ]  , 

d«-3(;9-  p*  t'  F' V  )  d'*-»  ti.  ]  , . . . . 

Dunque  la  funzione  (a)  si  riduce  finalmente  ad  un  polinomio 
finito,  e  ad  un  monomio,  aQetto  d^l  segno  integrale  ,  della 
forma 

J^dx(9pi ....  u'„r  F'VO  • 

Dichiariamo  l'uso  dell'esposto  metodo  con  qualche  esempio. 
Se  la  ¥(xy  y ....  )  òontiene  al  più  y^  h   funzione  (a)  sarà 

U  =  (da:  [Ao)  -h-  1h>  —  (Bo)  4-  C(»7](V) , 

ed 

AB  H-  B5'  —  (Bfi  -^  C^T  =  0  . 

Fatto  a  ^U7  ,  avremo 

«(A  -  B')  —  (Cd)')'  =s:  —  C'u'9  —  C(2tt'5'  ■+■  u"9) 


U  =  -ru(CeV)'  dx  ^  —  C9'  1»»' -f-Jc{e»')'  Ax . 
Se  la  F(z,  y ...  ^  contiene  al  più  y"  la  fuozioae  (a)  sarà 

U  =|à£A4)-l-B«'-f-D»''— (B4)-f-C(i>'^--E«'')'-^•(D«-J-Ei)'-^F«''  /']dj, 

e  posto 

A  — B'-l-D"  =  «,  — Ch-2D'-»-E55^,  F«=7 
avremo 


I 


(  1B3) 

ed  ÌDolire  la  equazione 

(a)  «0+  (/397-+.(yeX=0. 

Fallo  G)  =ti.9  abbiamo 

U  =fu  [  «iu'  "*-  (ySV)']'  dj?  =  «  Cai  u'  -h  (7d'u")'3 

-Ji'Ca.v -H(7&'i473da:, 

essendo 

a.  =  jS9*  H-  3(y  90'  H-  27  fiS"  —  y  fi'*). 

Indicato  con  fii  un   secondo  integrale  della  equazione  (a),  la 

seguente 

(«,  fx  ^  (yfi»'  =  0  , 

/fi,  \' 
a  cui  quella  si  riduce,  sarà  soddisfatta  da/x=(  — j  ,  ond*  é 

che  posto  nella  funzione  U  la  u'  =  jx  u i  si  avrà 

U  =tt  [a.  u'  ^(yfi^tt")']  —fut  (yfi>Vi)'  d^ 

=  u[a,u'  -f.(y9V7]  —  yfiV  «i^',  -hfy  (0[iu\)àx. 

4.**  Applichiamo  un  analisi  affine    agli    integrali  duplicati, 
onde  conoscere  a  quali  conseguenze  siamo  condotti. 
Biprcndo  Tintegrale 

rdjFJ  dy  F(a?,  y,  z',  z,)  , 
per  cui 

U  =  C\x  fdyl  kù)  -4-  Cw,  -f-  B!i)'  —  (Bcj  -+-  Efij^  H-  Do)')' 
=pj?  Tdy  [  a  &)  —  (Ecj^  H-Dto')'  —  (E«'  ^  F«j,l  w  , 


(  184  ) 
essendo 

a  =  A  — B'  — C,, 

ed  avremo  inoltre  la  equazione 

a9  —  {E$,-t'WY  —  (E$'-{-F9,),  =  0. 

Fatto  6)  =s  tt  9  ,  in  consegaenza  di  questa  equazione,  la  U  as- 
sume la  seguente  forma 

U=— fdxpyfc  (Ett,  -+-  Du')  5'  ]'-j-  t(EM'H-Fu,)9*  ],)» 
—  —  py  (Ett,  ■+■  Du')  9^u  — A*  (Ett'  •+-  F«,)  0*tt 

-^  fixCày  (Du"  H-  2Eu'  u,  ■+■  Fu,')  5'  , 
eppcrò  il  criterio  cercato  consiste  nella  eguaglianza  dei  segai 
della  fiinzione  D,  e  del  binomio  F  —  ir-- 

Se  la  fanzione  F(Xf  y .  • .)  contiene  i  differenziali  secondi, 
usando  le  denominazioni  del  terzo  paragrafo,  avremo 

U  =fi^fiy  t  (1)  -  (2)'-  (3),  -h  (4)"  -+-  (5)',  -H  (6)  J  0,, 

e  supposti 
A_B'— C,-hD"+E>F,,  =  «  ,    G-2D-K'-L,H-P  =p , 
H  —  2F  —  Q'— R.H-M,  =  d  ,  H— E-M,  —  P'  =  y , 

troviamo 

(1)  -.  (2)'  _  (3), .  . .  -f-  (6)„  =««■+-  (/Sa)'  -h  76),)' 
-H  (7»'  -hSw.),  -t-  (Sa»"  -h  Ttì)',  -h  U«  J" 
+  (T<i)"-+-  Va',  -H  X»,,)',  -«-  (U«"  -t-Xa',  -t-  ¥«„)„, 

il  quale  polinomio  indico  con  p(a)  :  e  siccome  (p(9)  =  0,  fatto 
oi  =:  u  0 ,  troviamo 


dove 


(185) 
f{u)  =  $(p(uO)  —  i*j>(5)  ==  {hu'  -4-  kuy  -+■  (*m'  -4-^), 

[(s«"  ^  tu',  -4-  vu„)0*y'  +  t(Tu"  -4- . .  .)e']', 
[  {u«"  -j. . . .  )  e*]„ , 


A  =;  j8.9'  -4-1» —  r-é-a-HC,  il;  =  y9'  — p^i^  ^  —  y^ 
i  =  5.9»  -f-n  —  jH-  «-!-/•,  m  =  2S'.$5' -+-  2S(6!e"  —  6") , 
n  =  2 Y,  59,  -H  2Y{0e„  —  0,') ,    /»  =  V(9'e,  —  e^-,) , 

y  =  ve"  —  (vfley ,  r=v0;— (veeo, 

A = T(2ee" — 0")  H-  T'es' ,  ^=x,0e'-4-4xes',+xw,— 2xe'5„ 

i^  =  X(299,,  -  9.») -H  X,  se, ,   e  -  -  2(U9),  9, , 

e  =  —  2(U9)'.9' ,    d  =  2  [  (U9'\ -H  (U9/ ]  9. 

In  conseguenza  dì  queste  trasformazioni  la  parte  delia  fun- 
zione U  soggetta  all'integrale  duplicato  può  ridursi  al  polino- 
mio 

(Att"  -h  2Att'«,  -t-  itt\) 

-+-  (Su'"  -4-  2Uu"m,,  -4-  Yk^,  -4-  2T«"tt',  H-  2X«y ,  •^  Vu^e'. 

Questa  formula  dà  luogo  ad  aTcuoe  dedazioni  relative  al  se- 
gno 'della  fanzione  U  ;  ma  non  mi  sembrano  né  sicure  né  ge- 
nerali. 

5.**  Raccoglierò  in  questo  paragrafo  qualche  applicazione 
del  calcolo  delle  variazioni  che  mi  porge  argomento. di  qual- 
che annotazione. 

Consideriamo  le  curve  geodetiche  :  supposto  ogni  punto  di 
una  superficie  determinato  da  due  yariabili  indipendenti  u^t', 
siano  p^E.du  ,  |/'6.d^  i  differenziali  degli  archi  di  due  linee 
determinate  dalle  equazioni  u=  costante,  ^scostante  :  quelle 
linee  stano  fra  loro  ortogonali ,  per  cui  T  arco  di  qualunque 
curva  tracciata  nella  superficie  verrà  dato  dalVintegrale 


/. 


du 
l/(E«"  -4-  G).d< ,    ove    «'  =  j-  • 


{  186  ) 
La  equazione  delle  linee  geodetiche,  che  si  desume  dalla  sim* 
bolica 

F'(«) -d,  FV)  =0, 
dove 

F(r,  w,  w')  =  i/-(E.u'"  +  G) 
d  la  seguente  * 


1/   v-.ra 


2EG.M"  H-E.E',  «'3  +  {GE'„  —  2EG'„)tt' 

(«)  : 

—  <EG',  —  2G.E'Ju'  —  GG'„  =  0  , 

essendo 

E't  =  d(E  ,  E  B  =  d«E ,  .  .  . 
Se 

G  =  («»-05,,    E  =  (<*-u>„, 

ove  9t  è  funzione  soltanto  di  t ,  f^  solo  di  u,  la  equazione  (a) 
fornisce 


^*)  - 
che  equivale  a  quest'altra 

la  quale  integrata  ne  porge 

Se  la  data  superficie  é  un  Ellissoide  rappresentato  dalla  equa- 
zione 

I  _      *'         I     ■  —  i 

a        a  —6        a  — -e 

e  le  rariabiii  u^  t  sono  i  parametri  degli  iperboloidi  omofocali 
determinati  dalie 

- — I i-,  ^    J. —  1,       t u. — i— J 1 — 1  , 


(  «»7  ) 
essendo 

^  u  —  I  a   —  w 


la  equazione  (e)  si  ridace  alla 

ttV(a'  —  u')  I/-(a»  —  <')  - 

wLm  »'  <  ■    ■■  Il  .  !■■   ■  IP 


*che  dipende  dai  trascendenti  Abeliàni  :  come  ba  trovato  Ja- 
cobi ,  e  dimostrarono  in  diversi  modi  molti  illustri  geometri. 
La  nostra  equazione  (e)  comprende  questo  celebre  Teorema  del 
sommo  Prussiano  ,  e  riguarda  una  estesa  classe  di  superficie 
cbe  studierò  con  altro  lavoro. 

Una  delle  più  belle  applicazioni  del  calcolo  delle  variazio- 
ni, fatte  dai  geometri  del  secolo,  é  quella  del  Sig.  Gauss  alla 
Teoria  dei  fenomeni  capillari:  ma  l'analisi  del  celebre  geome* 
tra  può  essere  notabilmente  semplificata. 

Un  recipiente  solido,  omogeneo  ,  immobile  contiene  un  li- 
quido omogeneo  iu  equilibrio  :  le  molecole  liquide  e  solide  si 
attraggono  scambievolmente  :  1'  azione  molecolare  si  esprime 
col  prodotto  delle  masse  delle  moleòoie  per  una  lale  funzione 
della  loro  distanza,  che  si  annulla  allora  che  la  distanza  é  ap- 
prezzabile^ ma  aumenta  rapidamente  al  diminuire  di  essa.  In* 
dichiamo  con  T  la  estensione  della  superficie  solida  umettata» 
con  U  quella  della  superficie  liquida  libera,  cogli  integrali 


I  f  js.dx.dy ,    I  I  X^.Ax.dì/ 


il  volume  del  liquido  ed  il  momento  della  sua  massa  rispetto 
ad  un  piano  orizzontale.  Il  Sig.  Gauss,  poi  Betfand,  dimostra* 
reno,  che  nello  stato  di  equilibrio  la  funzione 

(  Cz^.dxAj  -i-A.T-f-B.UH-C  fCxdxdy  , 

nella  quale  A,  B^  G  sono  parametri  costanti ,  deve  essere  mi- 
nima. 
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Sia  X  z=f(x^y)  la  equazione  della  superficie  liquida  libera; 
z  =  F(xy  y)  quella  della  superficie  solida  bagnata  ,  riferite  a 
tre  assi  ortogonali  x,  y,  z  dei  quali  z  è  verticale. 

Essendo 

T  =rAxjdy  1/(1  -i-  F'^  H-  F,* ) 
posto 

Jdy^/^(l  ^-  F'^  +  F;)  =  Q{x,  y)  ^  Cost. 

eccome  ai  limiti  varia  la  y  dipendente  dalla  x,  e  variano  pu- 
re i  valori  estremi  a,  b  sarà  la  variazione*  di  T 


dT  =J]  Q.ix  -h  J]  ^  Jy  dx 

=  rdyl/'(l  ^-  F'*  H-  F;)Jx  H-r*da?l/'(l  H-F"  -+-  F^jJy. 

Considerando  la  proiezione  sul  piano  xy  della  curva  limite, 
indicata  con  a  la  lunghezza  di  un  arco ,  i  cui  estremi  siano 
dati  da  «^=0,  s=sc;  rappresentati  con  tx,  ty  gli  angoli  che 
la  tangente  l'arco  s  forma  cogli  assi^  sarà 

dT=Pd«  (ix  cos^  -f-$y  .cos'Jì)l/(l  -i-  F'*  -+-  F^) . 
Essendo 

immaginata  una  superficie  infinitamente  vicina,  la  cui  equa- 
zione sia  z=:f-^  9fj  la  variazione  di  U  sarà 

-f- 1    ds  ($x  cos  ty  -+-Jy  cos  tx  )  \/'{ì  4-  /•"  •+-  /*/)  , 
e  perché 
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f^ày  ^(,1'p^^.)  ^£^S''  W"^'^^;))' 


sarà 

5U  =/]'  d«  ((8«  cos/y  4-  Jy  eoa  to)  (^(1  -t-  /"  -t-  /)') 

-I-  (  ^cos^-t-  /;cos  ^)—^———) 

Avremo  poi 

5  r*d^dyz'  =  ar^dxTdy  /9/" 

-1-Pd«  (/"  —  F*){d«  cosly  •+.  dy  cosTi ) 

dove  il  secondo  termine  sparisce .  essendo  al  limite  x  =  F  ss/l 
Cosi 

$i  dx/dy«=|   dx/dyS/". 

Dobbiamo  ora  sostilnire  le  variazioni  parziali  nella  equazione 

8  fix  Tdy  z'  +  A.JT  H-  BdU  -(-  C  d|d«|dy  z  =  0, 


"^ 
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odde  si  oUicde 


/>/d,  [e  ^f-  B  (_^)'_b(j7^5^)  ] 

Siccome  ìif  é  la  variazione  che  subisce  la  funzione  f\x^  y)  nel 
supposto  che  or,  y  rimangano  costanti^  affinchè  esprima  la  ?a- 
riazione  completa  cambieremo  $/*  in  d/*  —  f^v  —  /j$y  ;  e  per- 
ché la  linea  limite  ò  posta  nella  superficie  z  =  Y{x,  y)  dovrà 
essere  if=^F'Sx^¥^iiyj  epperò  in  quella  equazione  sostitui- 
remo a  if  il  binomio 

(F'  -  f)ix  -h  (F,  -  f,)9y , 

e  ne  verranno:  la  equazione  della  superficie  libera 

(i/(i-t-r+/;v  "^v(i-+-r -«-•/•/)' .  "s"  '^"*"^^' 

ed  altre  due  riguardanti  il  limite  ,  le  quali  in  conseguenza 
della  equazione  identica 

f  —¥'   cosTy 

fi        ^i  costx 

si  riducono  alla  seguente 


l-H/^F'-H^.F^  ^A^^,^ 


[/-(l  -4-  r'  -+-  C)  1/^(1  -h'  F'"  -+-  F/)  •    B 

la  quale  apprende  che  la  superficie  liquida  libera  e  la  solida, 
dovè  si  incontrano,  sono  fra  loro  egualmente  inclinate. 

Il  Sig.  Gauss,  nella  sua  analisi,  non  considera  1'  esilissimo 
anello  liquido  intraposto  fra  i  piani  tangenti  le  superficie  li* 
quida  e  solida^  la  densità  del  quale  partecipa,  ma  é  diversa  da 
quelle  dei  due  strati  superficiali.  Se  si  dovesse  tenerne  calcolo 
non  avrebbe  luogo  il  Teorema  di  Young  espresso  dalla  equa- 
zione al  limile. 


(  191  )  . 
Notiamo  una  bella  proprietà  della  snporficie  di  data  esten- 
sione, flessìbile,  inestendibile,  pesante^  omogenea  ed  equilibra- 
ta. Riportata  a  tre  assi  ortogonali  or,  yj  z  verticale,  deve  es- 
sere minimo  l'integrale 

fdxfàyiz  -H  OLJi^iì  -f-  -s"  -*-  ^')  : 

dove  a  é  una  costante  arbitraria  :  e  la  solita  equazione 

r  (z)  -  dxF  V)  -  dy  F'(*,)  =r^  0 
ne  porge 

1 .==  . cos(m) , 

cioè  la  somma  dei  raggi  inversi  di  curvatura  eguale  al  valore 
inverso  della  normale  terminata  al  piano  z=;  —  «  : 
Consultando  i  criterii  troviamo 

D  =   ■      ^/ j  Jlh-  cos\ìiz)  >  0. 

i^z''Hrz;  p,^p. 

Il  celebre  S/  Steiner  ha  trovato,  con  analisi  geometrica, 
una  elegante  proprietà  del  poligono  d'area  massima  ,  di  dato 
perimetro,  che  giace  in  una  determinata  superficie.  Essendo  ri- 
ferita ad  assi  rettilinei  ortogonali,  indico  con  yi  ,  ya  >  •—  y/i— 
le  ordinate  delle  proiezioni  sul  piano  xy  dei  lati  del  richiesto 
poligono;  con  a?i  ,  oTa .  .  .  a?;, .  •  .  .  le  ascisse  dei  vertici  ,  con 
A  una  costante.  Posto 

rdyl/"(l  -f-  z'^-h  V)  =  Q(^'  y)  -*-  Cost 
dovrà  essere  massima  la  fttn2ione 

V  [/^     ^x  (Q(x,y„)^Q{x,i))+A  l^[l-h!f'%-l-(2'-H*,y'«/]) 


X 

a 
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opperò  si  avranno  le  equazioni 


-  l^tl  ■+■  y' V.  4-  («'  H-  *y/.+.)']]j-B 
KCl  -»-  y  n  -f-  (V  -f.  x^y'fl)'] 

4  (*  -»•  ^  )y  n-M  -4-  xXi -  .      


dy         i/^d  +  y"  M''  H-  ',yr3 
/      (i-f-^;)y'-HA      y^o 

Siccome  ad  x=Xn  corrìspoDdooo 

se  da?y  $y  sono  indipendenti  la  equazione  relativa  ai  limiti  for- 
nisce y'n  =  y'n^i  epperò  il  contorno  del  poligono  é  una  li- 
nea rientrante  continua.  Se  il  cercato  poligono  deve  essere  in- 
scritto in  un  altrOi  i  lati  del  quale  siano  dati  dalle  equazioni 

y,  =  ó,(jr)  ,  ....  y„=  ipn(x}  .  .  .         sarà         iy„  =  ^\.^Xn 

e  la  equazione  limite  ne  porge 

1  H-  y'n  ^\  +  {z  ^  z,  y'n){z'  -h  z^  f  ^) 
l/"[l  -+-  y'%  -f-  (z'  ^  z,  y'„T:\ 

* 

cioè  i  due  lati  y^  >  yn^i  devono  formare  angoli  eguali  col  la- 
to y  =sipn  nel  quale  convengono. 

Pavia  2  agosto  1851. 
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IETTERÀ 

HEL  PROff.  «IVSTO    BCLLAVITIS 
4^L  COnPlLATORE 

Signor  Professore  Padova  9  febbraro  1852» 

In  questi  giorni  ebbi  il  voi.  XXIV^  1850  delle  Memorie 
della  Società  Italiana.  Qnalche  teorema  geometrico  è  forse  fa- 
cile conseguenza  di  importantissime  teorie^  cbe  meriterebbero 
d'essere  più  generalmente  conosciute ,  e  che  io  mi  studiai  di 
riunire  in  un  Saggio  di  Geometrìa  derivata  inserito  nel  voi. 
IV,  1836  dei  nuovi  Saggi  dell'  Accademia  di  Padova.  Cosi  il 
teorema  cbe  si  legge  a  pag.  264  io  lo  aveva  ricordato  con 
queste  parole  :  <(  Il  teorema  :  In  ogni  conica  una  tangente  mo- 
»  bile  limitata  da  due  tangenti  fisse  è  veduta  dal  foco  sotto  un  an- 
»  goìo  costante  dipende  coH'omologia  dello  stesso  teorema  rela- 
»  tivo  al  circolo,  e  colla  reciprocità  dell'altro  teorema,  che  un 
»  triangolo  inscritto  in  un  circolo,  se  ha  due  vertici  fissi  ed 
»  uno  mobile,  l'angolo  di  questo  è  costante.  »  Il  Poncelet  lo 
aveva  già  dato,  insieme  col  caso  particolare  relativo  alla  parabo- 
la, nell'insigne  Traiti  des  proprietés projectives  1832  §  464  et  suiv. 

Anche  i  teoremi  di  pag.  261,  262  sono  compresi  in  questo 
§  del  mio  Saggio  :  «  Se  in  due  tangenti  di  una  conica  si  con- 
»  siderano  come  fra  loro  corrispondenti  i  punti ,  in  cui  esse 
»  sono  tagliate  da  un'altra  qualsivoglia  tangente  della  conica, 
»  si  hanno  due  punteggiate  fra  loro  collineari;  e  viceversa  lutti 
»  i  raggi  che  uniscono  i  punti  corrispondenti  di  due  punteg^ 
»  giate  collineari  o  si  tagliano  in  un  solo  punto  o  ìn?iluppaoo 
»  una  conica  ».  Credo  che  la  parola  punteggiata  meglio  di  retta 
€sprima  l'idea  che  lo  Steiner  indicò  con  Gerade^  nella  sua  sti- 
mabilissima teoria  delle  forme  elementari.  Feci  qualche  appli^ 
cazione  di  quel  teorema  anche  nelle  mie  Lezioni  di  Geometria 
descrittiva  1851  pag.  78. 

Forse  .qualche  volta  non  sarebbe  inutile  ripetere  i  nomi  già 
dati  a  quelle  curve,  che  a  lei  pure  offersero  oggetto  di  impor- 
tantissime ricerche.  Il  luogo  delle    projezioni  di  un  punto  su 
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tutte  le  tangenti  di  una  curva  no%i  differisce  se  non  che  in 
grandezza  dalia  cam$ica  $$€mdaria  della  curva  stessa  quando 
riflette  i  raggi  emanati  da  qnel  punto;  il  nome  di  svilluppatUe 
caustica  parnni  meno  inesatto,  poiché  essa  è  una  delle  trajetto- 
rie  ortogonali  dei  raggi  riflessi.  —  Essa  è  pure  la  curva  in" 
versa  della  reciproca  della  curva  data  ;  e  siccome  se  questa  è 
una  conica,  tale  è  aqche  la  sua  reciproca,  cosi  in  tal  caso  le 
svUlupparUi  caustiche  sono  le  inverse  dellp  coniche;  curve  meri* 
tevolissime  dì  studio,  del  quale  diedi  qualche  saggio  negli  An- 
nali delle  scienze  del  Regno  L..V.  pel  1836.  —  Ricordo  che 
per  curva  reciproca  intendo  quella  che  si  ottiene  prendendo  su 
ciascuna  perpendicolare  abbassata  da  un  punto  fisso  sulle  tan- 
genti di  una  curva  un  raggio  vettore  inversamente  proporzio- 
nale alla  lunghezza  della  suddetta  perpendicolare,  e  per  cur- 
va inversa  intendo  quella  che  si  ottiene  prendendo  su  ogni  rag-» 
gio  vettore  una  lunghezza  inversamente  proporzionale  al  r^g-. 
gìo  vettore  spettante  alla  curva  primitiva. 

Nal  T.  XXII,  1850  delle  Mémoires  de  VAcadimie  de$  scienr 
ces  il  Canchy  espone  sotto  il  nome  di  quantità  geometriche 
quei  principi!,  che  mi  servirono  (1832)  di  base  al  metodo  delle 
equipollenze^  le  quali  da  prima  diceva  io  pure  equazioni  geomc" 
triche.  Con  questo  metodo  ho  cria  determinata  in  modo  sem- 
plicissimo (Annali  1835,  pag.  256)  la  trajettoria  obbliqua  delle 
ellissi  omofocali;  problema  risolto  nella  pag.  222  del  precitato 
volume  della  Soc.  Italiana;  parmi  che  tra  le  sue  soluzioni  non 
possa  contarsi  l'ipcrbola  equilatera  data  colà. 

La  Memoria  del  sig.  Del  Grosso  è  notabile  per  una  facile 
analisi,  e  specialmente  per  gli  importanti  teoremi  relativi  alle 
superficie  del  2.''  ordine.  Peraltro  la  soluzione  che  lo  Steiner 
diede  del  problema:  Fra  le  ellissi  circoscritte  ad  un  dolo  qua-' 
drilatero  determinare  quella  che  meno  si  discosta  dalla  forma  dr^ 
colarsi  può  considerarsi  come  evidente  mediante  i  principii  di 
quella  derivazione  che  io  dissi  trasformazione.  Solo  mi  aembra 
rimaner  oscuro  come  dalla  condizione  che  il  quadrilatero  sia 
ad  angoli  salienti  ne  venga  che  i  due  punti  airinfinito,  ai  quali 
si  diriggono  due  diametri  conjugali  di  ciascuna  ellisse  sieno 
dessi  reali.  Né  trovo  che  l'analisi  deirautore  tolga  questa  oscu- 


(  195  ) 
rilà^  poiché  la  nota  a  pag.  235  non  é  esatta,  in  quanto  che  m 

può  esser  negativo,  come  Io  mostra  il  caso  di  2h^^  2,  ^  ^=3^ 

Il  Pergola  ha  saputo  ridorre  a  facili  considerazioni  geome* 
triche  una  teoria  analitica  non  molto  facile  del  Magnus  ;  in* 
tento  lodevolissimo,  poiché,  come  ginstamente  osserva  il  Flauti 
(pag.  252),  la  via  più  facile  ed  elementare  é  la  preferìbile,  -^ 
Forse  qualche  soluzione  potrebbe  alcun  poco  semplificarsi  dor 
ducendola  dal  teorema  che  se  i  lati  pM  ,  MN ,  fip  di  un  tri- 
angolo sieno  tagliati  da  una  retta,  pei  punti  '  a,  C,  ò  ha  luogo 
l'involuzione  positiva  pa*  MG.  ìib  =^pb.  MG.  Ma,  La  dico  posi- 
tiva per  distinguerla  dalla  negativa  pa.  MG.  NA  =  r-^  pb.  NG.Mo, 
che  ha  luogo  quando  i  punti  q^  b,  Cf  anziché  ip  linea  retta, 
sono  su  tre  rette  aNy  &M,  Cp  che  si  tagliano  in  up  unico  pun- 
to r.  La  retta  MGN  ruotando  d'angolo  infini  lesinH>  intorno  al 
suo  punto  C  prenda  la  posizione  M^  G  N' ,  e  sia  limitata  dalle 
due  rette  fisse  PMM'  PN'  N-  Il  triangolo  PMN  tagliato  dalla 
retta  M'GN'  dà  l'involuzione  positiva  (I)  PM'.MG.N]N/=PN,NG. 
MH',  nella  quale  possiamo  scrivere  PM  9  PN  ,  in  luogo  delle 
PM'  PW  —  Quando  dalla  legge  del  movimento  della  retta  MN  . 
siasi  dedotto  i  I  rapporto  delle  infinitesime  MM',  MN'  questa  in* 
voluzione  servirà  a  determinare  il  punto  di  contatto  G  della 
retta  MN  coi  proprio  inviluppo. 

Se  costante  debba  es  sere  l'area  PMN,  sarà  PM.PN=PM'.PN' 
da  cui  0=MM'.PN — NN.PM»  e  sostituendo  nella  (1)  avremo 
MC=GN. 

Debba  esser  costante  la  lunghezza  della  rotta  MN.  Galate 
su  di  essa  le  perpendicolari  M'H  ,  N'K ,  PG'  dovrà  essera 
MH  =s  NK>  il  che  per  due  similitudini  di  triangoli  ,  dà 
G'M.MM'  :  PM=G'N.NN'  :  PN;  quindi  mediante  la  (I)  vedremo 
che  G'M=NG,  G'N=MG. 

La  retta  MN  debba  essere  inscritta ,  anziché  in  un  angolo 
MPN,  in  una  curva,  in  guisa  che  sieno  eguali  gli  angoli  MPN, 
M'P'N'  delle  due  tangenti  nei  punti  estremi  della  corda  MN 
od  M'N^6li  archetti  infinitesimi  MM',  NN'  dovranno  esser  pro- 
porzionali ai  raggi  di  curvatura  AM,  BN  nei  punti  M,  N;  per* 
ciò  la  (I)  ci  darà  PM.  MG.  NB  '=r  PN.  NG.  MA.    Se    sulla  MN 
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possa  costruirsi  un  Irìangolo  coi  Iali/>M=PM4-MA,pN=PN — NB; 
tagliali  questi  lati  colla  retta  aCb  in  guisa  che  pa  =  PM,  aM 
=MA^  /)i=PN9  Ni=NB  il  confronto  dell'involuzione  positiva 
pa.  MG.  ìib=pb.  NG.  Ma  colla  precedente  equazione  mostrerà 
che  la  MN  resta  tagliata  nel  modo  desiderato. 

Se  la  retta  MN  debba  tagliare  le  rette  PM^  PN  in  guisa  , 
che  le  distanze  MA,NB  da  due  punti  fissi  A>  B  conservino  un 
dato  rapporto;  tireremo  le  Am,  Bn  perpendicolari  alle  AM,  BN; 
supponiamo  che  la  prima  incontri  la  PM  nelU  sua  prolunga- 
zione in  my  e  la  seconda  tagli  la  PN  in  n.  Facilmente  ricono- 
sceremo che  la  condizione  del  problema  dà  MM':NN'=Mfn:Nn  ; 
quindi  per  la  (I)  sarà  PM.MG.Nn=  PN.NG.Mm.  Se  sulla  MN 
possa  costruirsi  un  triangolo  coi  lati  pM:=PM+*Mm, />N=PN 
-f-nN  ,  e  sia  pa=PìA  aM:=Mm,  /)i=PN,  AN=nN  la  prece- 
dente equazione  ci  darà  l' involuzione  negativa  pa.  MG.  Ni 
=  — pb.  NG.  Ma;  e  perciò  determinata  V  intersezione  r  delie 
rette  aN,  6M,  la  pr  taglierà  la  MN  nel  cercato  punto  G. 

Ghe  se  invece  le  rette  MA,  NB  debbano  avere  tra  loro  una 
data  inclinazione^  sicché  gli  angoli  MAM'  NAN'  debbano  es- 
ser eguali;  i  triangoli  AMM'  BNN'  daranno  MM'  :  NN'  =  AM. 
sen  BNP  :  PN.  sen  AMP.  È  facilissimo  costruire  i  due  ultimi 
termini  di  questa  proporzione  :  dopo  di  che  con  una  involu- 
zione positiva  o  negativa  ci  sarà  facile  determinare  il  punto 
di  contatto  G  della  MN  col  proprio  inviluppo. 

Se  si  abbiano  i  lati  di  un  poligono  LMN,  i  quali  girino  in- 
torno ai  proprii  punti  E,  G,  D,  nel  mentre  che  i  vertici  N,  L^ 
Mi  scorrono  sui  lati  di  un  altro  poligono  PQB;  vedremo  che  le 
relazioni  analoghe  alla  (I) 

PM.  MG.  NN'  =PN.  NG.  MM',  QN.  ND.  LL'  =  QL.  LD.  NN', 

RL.  LE.  MM'  =  RM.  ME.  LL' 

danno 

PM.  RL.  QN  :  PN.  QL.  RM  =  LD.  NG.  ME  :  LE.  MG.  ND, 

che  è  il  teorema  enunciato  del  Pergola  in  sul  finire  della  sua  me- 
moria. 
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SULL'INTENSITÀ'  DEL  CALORE  NELLE  VARIE  PARTI 

DEL  DISCO  SOLARE. 

ARTICOLO 

DEL  V.  ANGELO  SECCHI 

Direttore  dell'Osservatorio  del  Collegio  Romano. 


In  diversi  articoli  pabblicati  in  questi  Annali  ad  occasione 
dell'ultima  eclisse  solare,  si  è  parlato  molte  volte  della  dimi- 
nuzione di  calore  che  probabilmente  ha  luogo  dal  centro  alla 
circonferenza  del  disco  solare  analoga  alla  diminuzione  lumi- 
nosa e  chimica  già  osservata.  Quantunque  fosse  ciò  sommamen- 
te probabile ,  pure  mancava  una  prova  diretta ,  e  perciò  pro- 
fittando di  alcune  belle  giornate  del  prossimo  scorso  marzo  ho 
creduto  bene  riempire  questa  lacuna.  Il  successo  ò  stato  emi- 
nentemente favorevole  allespettazione,  e  sono  inoltre  arrivato 
ad  alcune  conseguenze  affatto  nuove  in  questa  materia. 

Gli  esperimenti  furono  eseguiti  a  questo  modo. 

Una  pila  termoelettrica  assai  delicata  appartenente  ad  un* 
apparato  di  Melloni^  era  collocata  avanti  all'oculare  del  teles- 
copio equatoriale  di  questo  osservatorio,  fissandola  al  tubo  del 
cannocchiale  in  modo  che  essa  stesse  invariabilmente  sul  pro- 
lungamento dell'asse  ottico  a  distanza  di  circa  15  centim.  dal- 
l' oculare.  Il  telescopio  ha  l'",  25  di  lunghezza  focale ,  e  70 
mili.  di  apertura,  e  dirigendolo  al  sole^  se  ne  avea  una  imma-* 
gine  ingrandita  dall'oculare  del  diametro  di  circa  9  centim.  e 
alla  distanza  della  pila  era  di  tal  precisione  da  potervi  distin- 
guere nettamente  non  solo  le  piccole  macchie,  ma  anche  le  lo- 
ro penombre.  Un  ampio  diaframma  di  cartone  annerito  riparava 
il  telescopio  e  tutto  l'apparato  da  raggi  estranei,  e  il  cielo  mo- 
bile non  si  apriva  che  quanto  era  necessario  per  introdurre  i 
raggi  solari  comodamente  sullobiettivo.  Preparata  così  l'espe- 
rienza si  moveva  il  telescopio  in  guisa  che  il  moto  diurno  por^ 
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tare  dovesse  l'immane  satare  a  passare  avanti  atta  pih  ter- 
moelettrica scorrendo  lungo  tLù  dlaiùetl*o. 

Avanti  del  tubo  della  pila  era  coTlocato  un  diaframma  cir- 
colare di  9  mill.  circa  di  à^èrMra^  tonde  la  pila  riceveva  ne- 
cessariamente il  raggiameoto  soJiaBlo  di  una  piccola  porzione 
del  disco.  Il  risultato  di  queste  prime  esperienze  fu  il  seguen- 
te: appena  l'immagine  del  sole  si  affacciava  alla  pila,  la  devia- 
zione delfago  del  galvanometro  cresceva  lentamente ,  e  senza 
salti  fino  ad  arrivare  al  suo  massimo  che  avea  luogo  ali*  ap- 
pi»(](S6Ì«&af*si  del  centro:  qoì  Tesita^a  ^IqvanKo  tempo  «iiaitìoDlria, 
e  fKi^aftb  ohe  era  il  centi<o,  l'Iago  retroidedeva  leataaMUte!,  è 
^ét^SL  tli^dMalzIòiri,  fiticbè  presso  «A  -lenifìo  la  'ès^ìmìóike  era  tih 
àmik  mìmt^  di  parecchi  ^adi.  Geco  urti  sbg^  de'mmbri  ^i- 
téMIi 

«entro  .......    «B°       -65%  5 

Presso  al  ^écoivdo  leinbe  .    57  ^      67 

Questo  frigio  sa|^  b«fìcAié  impétfèltto  oooi|xr<mi  la  dìiliinÉr 
zione  di  calóre  dal  "Ctftftr*  aliarlo,  quffntabqlie  ^qoiQStt  màdiera 
éi  sperimentaite  tenda  a  diteinsire  réflbttb  appai^eBle  ddle  ra- 
dàalriònl:  >perchè  quanìhi  .passa  il  lenibos  *ld  det^iièzloiie  dell'ago 
St  «ipstidnk  per  ni  rSscaldameaio  fyreoedèvte  operàio  avlla  ipvia 
Mie  {partì  'cenlreK.  Asàicvraio  oosi  delia  «dimtousiode  di  calore 
a|^  orii^  cercdi  di  stuAiarme  'cohi  più  iprecisìone  la  ieiggey  va- 
Ij^domih'ciò  deHa  coonodkà  presentala  4aireqtoatorialie  taiode* 
sÙMt.  la  fatAi  oon  questo  sti^ameola  miediairte  aia  ilento  ^raìr  di 
¥Ìt69  ipnò  Ceaepsi  fissato  nn  pvirito  qualunque  'deirànaiagibe  so- 
lare tiopra  'l'apertura  della  ;pìla  p^er  quel  4em)io  chepìù  piace, 
ad  è  labile  coai  esiBitnìaare  i  vaìrii  putirii  diei  4ìsoe  sconreado  i 
aooi  diametri  tanta  ia  'asdèfiaioBe  ràtiCa  che  in  'decliBazieae.  Le 
osatPVluÉiotn  )p€fré  io  asòeosionk  cotU  mi  soao  sembnale  meno 
6Ìoiire,  peirdhé  doveado  mmo^ero  ta  iwno  lo  -^frumdntQ  >(  giàc* 
che  ìtAadoa  di  orologio)  è  assai  difficile  il  teiaere  pérfettauieate 
mmofaili  i  plinti  presso  gli  erli,  e  ineltne  -riesce  mcn  caatoda 
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la  delerminazione  del  luogo  del  sole  esplorato,  non  potendosi 
fio  fare  che  mediante  il  tempo  impiegato  dal  resto  del  disco 
p  j)assare  soj)ra  |a  pila:  quindi  con  questo  inctodo  non  furono 
ITMte  che  alcune  poche  serie  presso  il  centro ,  e  gJi  orli.  Per 
le  ilUre  fu  iicfìféritp  il  iuelQdp  di  esplorare  i  diametri  secondo 
la  declinazione:  questo  si  trovò  più  comodo  e  sicuro,  perché 
jl  circolo  ^i  declinazione  dello  strumento  dà  direttamente  la 
pposizione  <j|.e1  punto  esplorato  relativamente  al  centrp  d^i  spie. 
Per  restringere  a  meno  punti  possibili  la  parte  ^ella  super- 
fide  colore  sottoposta  alFesperienza  fu  ora  collocato  av^aaii  alla 

jpiU  Jid  4iIccqU)  ilÌAj[rAWni<)  4' .^^^^^HP.iP^  ^.l^H^^.^  superficie  le- 
/vigata  e  riflettente,  affinchè  meno  col  proprio  calore  che  potè- 
fva  concepire  agisse  sulla  pila:  l'apertura  di  questo  diaframma 
arca  4  tmHm.  tH  larghetta -e  45  4i»lttngbezya,xioéiaftUupiAP- 
ia  era  larga  la  f^qoia  ,dell^  ,pil«i9  .h  cui  seziope  è  di  15'"'^  in 
^uàf^ifp.  ^1  ffiasQet|.o  di  ^^ig}  {incidente  sulla  pila  occupava  xosì 
un'arqa  ,f)el  rdi$co  polare  di  circa  un  minuto  primo  (1^,2)  (Inar- 
co |q  |argl|t;zz^a,  ,a  pocp  fijii  ^ì  3'  in  lunghezza:  le  compie  che 
ricevevano  il  raggiamento  ccanp  otto.  L'esser  ,la  pila  attaccatA 
al  rOaqnocc|i^Ie  .f^cpva  c^e  la  direzipnp  dei  raggi  sulla  faccia 
Ai  lessd  Xps^e  ,cpst^tc ,  .e  i  punti  irrjadiati  pure  /costantemente 

gii  ì$\^Ù, 

Quando  si  percorreva  il  disco  solare  in  ascensione  retta,  la 
^ioc^la  fendr^ura  del  iliairaaima  era  verticale,  o  meglio,  paral- 
lela ^1  primo  lembo  del  sole,  e  perchè  tutta  l'apertura  irestasse 
eompleVao^ente  illuminata  upn  si  proiettava  su  di  essa  Testre- 
4ao  Qirlo  d^l  disco,  ma  .le  pacti  distanti  da  essp  estremo  di  1' 
-ìmirca.  .Quaivdo  poi  «i  jpercorreva  il  ,dia metro  .soUre  in  decli- 
4Mmneil0  fenditura  si. collocava  aimiimenle  parallela  al  Jiembp 
i^iiporjioiie.  P^rò  Gt^satp  una  volia  il  diaframma  non  yepiva  toc- 
calo .più. 

ìEgico  i  ffisulta4i  delie  lO^er^azipnt  £at|e  in  asccni^ipne  r^tt^ 
-varÌMido  anot^  i  /liafcammì  4q1U  pila. 
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1«  Serie 

! 

2« 

Diafr.  di  4  mill. 

l""  Lembo 
Centro 
2"*  Lembo 

senza  diaframma'   (diafr.  di  S'"'".) 

1 

3.« 

24,5 
33,5 
24,0 

4.° 

26,0 
36,0 
26,5 

5." 

26,0 
36,0 
26,2 

52° 
57° 
52" 

30 
36 
29 

20  Marzo  Principio  a  10^  30"  ;    Fine  11^  23'^  T.  vero 

11  galvanometro  in  quiete  segnava  -4-  11.^  0. 

Qui  é  nuovamente  manifesta  la  diminuzione  dagli  orli  al 
centro.  L'intensità  relativa  agli  orli  6  circa  di  0,53  se  si  pren- 
da per  unità  quella  del  centro  e  si  tenga  conto  della  propor- 
zionalità de*gradi  del  galvanometro. 

Passiamo  ora  ai  risultati  delle  serie  di  osservazioni  fotte 
percorrendo  il  diametro  in  declinazione.  Essi  sono  compendiati 
nella  tavola  qui  appresso  alla  quale  é  necessario  premettere 
qualche  spiegazionCt 

Primieramente  per  dedurre  dalle  osservazioni  l'intensità  ter- 
mica relativa  delle  varie  parti  del  disco  solare,  è  necessario  co- 
noscere i  valori  proporzionali  dei  varii  gradi  del  galvanometro, 
ossia  come  suol  dirsi,  è  necessario  fare  la  scala  de'gradi  pro- 
porzionali. Adoprando  perciò  dei  metodi  usati  già  dal  sig.  Mel- 
loni trovai  che  la  deviazione  restava  sensibilmente  proporzio- 
nale alle  temperature  da  10^  fino  a  30%  e  che  dopo  questo  a 
35^  corrispondevano  circa  35%7,  e  a  40""  veri>  42""  proporzio- 
nali. Nei  primi  gradi  cioè  da  0^  a  10*'  la  legge  pareva  diffe- 
rente, ma  non  ne  ho  fatto  uso.  Siccome  le  deviazioni  osserva- 
te non  eccedono  mai  il  limite  di  40°,  la  correzione  da  farsi 
ai  gradi  veri  per  ottenere  i  proporzionali  è  stata  assai  piccola. 


i 
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ossa  fa  dedotta  dai  numeri  dati  or  ora^  e  formata  una  tavo- 
letta dei  rispettivi  gradi  veri  e  proporzionali,  su  questi  si  sono 
calcolali  i  valori  delle  intensità.  La  maniera  poi  di  calcolare 
è  stata  questa  :  per  ciascuna  serie  di  osservazioni  si  é  fatto 
eguale  a  100  il  massimo  calore  osservato  presso  al  centro  so- 
lare,  e  con  una  semplice  proporzione  dei  grado  indicato  in  un 
altro  punto  se  ne  è  dedotto  il  valore  ivi  dato  per  x,  È  inutile 
Tavvertire  che  dalle  deviazioni  osservate  ogni  volta  si  è  sot- 
tratto il  numero  costante  di  gradi  che  segnava  il  galvanometro 
quando  era  soppressa  ogni  radiazione.  È  qui  da  osservare  che 
tutte  le  conseguenze  dedotte  dai  gradi  proporzionali,  si  trag- 
gono eziandio  considerando  i  veri:  solo  i  primi  sono  necessarìi 
per  potere  dedurre  la  legge  rigorosa  di  diminuzione  del  calo- 
rico, ma  vedremo  che  tal  legge  è  più  complicata  di  quello  che 
potrebbe  credersi,  e  che  necessariamente  esige  nuove  esperienze. 

Esaminando  i  numeri  ottenuti ,  essi  ci  mostrano  costante- 
mente^ non  solo  che  la  temperatura  al  centro  é  più  elevata  che 
agli  orli,  ma  ancora  che  i  punti  equidistanti  sopra  e  sotto  di 
esso  non  hanno  la  stessa  forza  calorifica,  cioè  che  la  parte  su- 
periore del  disco  è  più  calda  deirinferiore  ad  eguali  distanze 
dal  centro.  Tal  differenza  è  troppo  costante  per  poterla  attri- 
buire ad  errori  di  osservazioni  tanto  variate  a  bello  studio  nel- 
le loro  circostanze. 

Per  metter  questo  in  evidenza  ho  costruito  graficamente  le 
curve  delle  intensità  trovate  in  ciascuna  serio,  prendendo  per 
ascisse  le  distanze  dei  punti  dal  centro  del  disco  solare,  e  per 
ordinate  le  intensità  termiche  relative  in  ciascuno  di  essi.  Ri- 
sulta da  tutte  queste  costruzioni  che  la  specie  di  parabola  che 
rappresenta  l'intensità  non  è  simmetrica  attorno  ali*  asse  delle 
ordinate,  ma  pende  notabilmente  verso  la  parte  superiore  -del 
disco,  in  modo  che  il  massimo  sembra  trovarsi  a  circa  3'  so- 
pra del  centro.  Il  primo  indizio  di  questa  mancanza  di  sim- 
metria mi  venne  dato  dal  vedere  i  numeri  del  lembo  superiore 
un  poco  più  forti  di  quelli  del  lembo  inferiore:  ma  dopo  co- 
struite le  curve  osservai  che  l'andamento  loro  era  determinato 
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mono  pi'cr  eTÌdt;Rtefm<^nt«  dafi  ptmti  èhe  starino  a  1  (^  ^o^  é  à 
Iff  solfo'  fl  téTtito  y  le  CUI  aiscrsséf  eq(/id?staati  dai  ctntrè  éOB 
danno  ordmaté  di  égtt^l  libello  f*). 

Pi*etafènd(mii  ddla  cìitósisttiza  thè  la  maggior  parrte'  ddlé 
o's(^erva2iòòi  nelle  rai^ie*  sèrie  dalicf  ésptfticnté  iono  sfate  «^ 
ifroppaté  AHó^ito  ài  pùitiì  del  disco  le  cai  ascisse  ^no 

-t- 15',  +  li',  -f^  2',  ~  ir,  ~  45', 

ho  ftìittMìà  éì  tutti  i  i'isaha^Ci  cinque  grifppr,  é:,  pitfsvi  il  mè- 
dio lanCo  dette  posizioni  eké  delle  intensitsT,  «Mn^  sv  yedé  d«(= 
quadro  seguente ,  lio  cafrato  tiAqne  pmìxùmi  normalf ,  e  còsi 
fissata  cinqore  punti  fo^dàmenCafi  dett^  corva  clxt  baStefiio  a  ttt- 
ratterìiìdfne  la  natur*  e  Tand^niento. 

Ecco  il  quadro  nomerico  delte  posÌ3!ioili  e  delfe  Meiisfti 
estratto  dAlte  osserv»zion» 


■  ^  ■« 


[')  Le  differenze  agli  orli  estremi  possono  aipendere  in  parie  anche  dà 
una  differente  sensibilità  nei  vari  punti  della  pila.  Inl^Uf  per  piccola  che 
sìa  l*area  éSpfof*ata  oeiriitoglne  àcAi^re  tBsà  n^n  d  iirf)*(terfitaa,  e  piresio  gli 
orli  varia  tanto  rapidanente  la  intensità  termica  che  i  varìi  pttiti  della  pi  - 
la  hanno  differente  irradiazione:  se  dunque  la  pila  nelle  due  serie  di  cop- 
pie irradiate  non  abbia  la  stessa  sensibilità,  e  supponiamo  ehe  la  serie  su- 
periore sia  la  pid  sensibile,  quando  noi  esploriamo  l'orlo  superiore  del 
disco  si  combiherà  la  parte  del  sole  più  debole  raggiante  colla  più  sensì- 
bile delU  pHa  ed  esplorando  Finf^'rlore,  la  più  forte  radiazione  cadrh  sili 
paitti  meno  sensibili  quindi  forre  as^tolatàiuente  eguali^  ma  inegualmente 
distribuite  ftull*  area  esplorata  produnraaDO  deviazione  migd^iare  nel  pri- 
mo caAO  che  nel  secondo.  Questa  difficdltii  che  potrebbe  obiettarsi  fu  una 
ragione  di  più  per  fondare  le  mie  couclunioni  non  sui  dati  dei  limiti  estre- 
mi dcITorlo  solare^  ma  su  quelli  dei  punti  più  interni,  pei  quali  la  cau- 
sa predietla  deve  es.scre  insensibile  allcito  il  meno  rapido  decremento  del- 
re  intensità. 
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Da  questo  qaadro  abbiamo  in  coDclusione  le  seguenti  po- 
sizioni medic^  e  relative  intensità 


Posizione -hU'M 
Intensità       57. 39 


11.31 

88.81 


1.77 

99.48 


—  10.   9 
81.32 


—  14. 88 
54.34 


Anche  la  curva  costruita  su  questi  punti  medii  mostra  la  pen- 
denza delle  altre  verso  la  parte  superiore  del  disco ,  e  trac- 
ciandola continuamente  coi  soliti  artifizi  grafici  il  suo  massimo 
viene  a  cadere  verso  3'  sopra  il  centro:  ma  dopo  tal  massimo, 
essa  dalla  parte  inferiore  del  disco  scende  assai  rapidamente, 
mentre  dall'altra  si  sostiene  assai  elevata  nel  tempo  stesso  che 
va  accostandosi  all'orlo  del  lembo,  ove  giunta  scende  rapida- 
mente a  un  dipresso  come  dall'altra  parte. 

Tutto  questo  mostra  evidentemente  che  le  parti  del  globo 
solare  non  sono  egualmente  calde  anche  indipendentemente  dal- 
la sua  atmosfera,  la  quale  se  fosse  Tunica  causa  di  tale  decre- 
mento, pare  che  esso  dovrebbe  esser  simmetrico  attorno  al  cen- 
tro del  disco  sopra  e  sotto,  come  apparisce  esserlo  a  destra  e 
a  sinistra  operando  in  ascensione  retta. 

Confesso  che  una  tale  conclusione  inaspettata  per  me ,  da 
principio  mi  tenne  alquanto  sospeso,  e  ripetei  più  volte  le  es- 
perìenze,  e  rilessi  più  volte  le  indicazioni  del  galvanometro, 
e  le  feci  leggere  ad  altri  che  mi  assisteva^  temendo  di  errore, 
e  ricercai  anche  con  molta  attenzione  non  forse  la  causa  di  tale 
diversità  risiedesse  in  qualche  obliquità  differente  che  avessero 
mai  i  raggi  dei  due  lembi  incidenti  sulla  pila;  ma  dopo  esser- 
mi convìnto  che  sempre  la  stessa  era  la  loro  direzione ,  cioè 
quella  dell'asse  ottico  del  cannocchiale,  che  passava  pel  centro 
del  diaframma,  e  che  sempre  le  stesse  coppie  e  gli  stessi  punti 
della  pila  erano  illuminati,  mi  persuasi  che  la  causa  poteva  be- 
nissimo risedere  nel  sole  medesimo.  Egli  è  vero  che  rigorosa- 
mente parlando  i  raggi  emessi  dall'orlo  superiore  del  sole  at- 
traversano uno  strato  meno  spesso  di  atmosfera  terrestre   che 
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quelli  dell'orlo  iDferiorey  ma  tal  differenza  minima,  può  appena 
qui  esser  sensibile,  e  inoltre  se  ciò  fosse  vero  la  differenza  do- 
rrebbe esser  mólto  maggiore  agli  estremi  che  non  a  +  10' , 
e  —  10,  mentre  invece  si  osserva  Topposto. 

Escluse  così  le*  altre  cause  la  più  semplice  spiegazione  che 
mi  si  presentasse  alla  mente  fu  che  essa  risedeva  assolutamen- 
te nel  sole ,  e  riflettendo  alla  posizione  attuale  dell*  equatore 
solare  relativamente  alla  terra,  fai  condotto  alla  conseguenza 
che  quella  diversità  derivar  poteva  dall'essere  le  parti  equato- 
riali del  sole  più  calde  delle  polari.  In  questa  ipotesi  facilmente 
si  spiega  come  il  massimo  di  calore  stia  sopra  del  centro.  In- 
fatti la  posizione  della  terra  relativamente  al  piano  dell'equa- 
tore solare  all'epoca  delle  esperienze  era  tale  che  noi  vedeva- 
mo questo  circolo  massimo  del  globo  solare  elevato  sopra  il 
centro  del  disco  di  circa  2' ,6  di  latitudine  geocentrica.  Quindi 
noi  avevamo  nella  parte  inferiore  del  disco  il  polo  australe  del 
sole  tutto  visibile,  mentre  il  polo  boreale  ci  era  nascosto,  per- 
ciò le  parti  equidistanti  dal  centro  non  aveano  eguale  latitudine 
eliografica,  ma  questa  era  maggiore  per  quelle  che  stavano  sot- 
to che  per  le  altre  sopra  il  centro:  se  osserveremo  che  l'equa- 
tore solare  é  inclinato  di  7"  4  a  un  dipresso  all'ecclittica,  e  se 
avremo  riguardo  alla  sterminata  mole  solare^  ci  persuaderemo 
che  i  punti  corrispondenti  al  centro  del  disco  distavano  dall'e- 
quatore di  uno  spazio  di  oltre  5U0OO  miglia  geografiche,  e  che 
perciò  poteva  benissimo  esser  tanta  la  diversità  della  tempera- 
tura da  riuscir  sensibile  nei  nostri  delicati  strumenti.  L'ipotesi 
assunta  riceve  una  luminosa  conferma  dal  vedere  che  il- masr- 
simo  di  temperatura  cui  abbiamo  veduto  essere  a  circa  3'  so- 
pra il  centro  corrisponde  tanto  presso  alla  posizione  dell'equa- 
tore  solare  all'epoca  dell'osservazione  da  non  potersi  desiderare 
di  vantaggio.  Abbiam  detto  che  osservando  1'  andamento  delle 
curve  particolari  di  ciascuna  esperienza ,  ed  altresì  della  me- 
dia, si  vede  che  ai  lembi  estremi  superiore  e  inferiore  è  mi- 
nore la  differenza  di  temperatura  che  non  è  a  -4-  10'  e  — 10'. 
La  cagione  di  ciò  paVe  evidente  ammettendo  l'atmosfera  solare 
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ÌÈ  quftle  col  sno  assorhimeBlo  ore  la  stpato  altirav^rsalo  è 
spesso  può  far  svaoire  ogni  ditkvQnz^  tra  le  temperatore  pri- 
mitive  dm  ragsgi  luminosi^  a  queUa  guisa  obe  1* atmoafera»  no- 
stra col  sao  assojrbÌBie&(Q  tanto  Dell'estate  che.  oeirifì?erDa  penr 
4é  Io  splendore  det  soJe  (oUerabile  aH*ortr^[kte|  e  il  calore  di 
quearastro  appena  aemibile. 

L'ultima  coiifentia  dtsllia  proposta  ipotesi  si  avrà,  esauaioaDdo 
la  temperatura  del  disco  solare  nelle  altre  stagioai  deirauno: 
nel  mese  di  giugno  essendo  allora  la  terra  presso  il  nodo  dell* 
equatore  solare,  e  questo  attrayersando  il  disco  pel  cenuro  do- 
vrà la  curva  deUe  temperature  essere  siaunetrioa  >  e  nel  sei- 
tefobre^  esaieodo  IVqualore  solare  nella  massiaMi  depressiooe^ 
dovrà  il  massimo  trovarsi  sotto  al  centro.  Se  le  future  espo- 
rienze  confermano  così  Tipotesi,  questa  passerà  at  grado  delle  ve- 
rità dimostrate,  e  resterà  solo  a  studiare  la  legge  di  tal  deoro- 
mento ,  la  quale  riuscirà  assai  complicata  per  V  intervenzione 
del r  assorbimento  dell*  atmosfera  solare.  Che  se  oosiantemenle 
si  trovasse  Pemisfero  boreale  del  sole  più  elevante  in  temperar 
tura  dell'australe  il  che  lìon  é  improbabile,  sarebbe  questo  un 
fatto  non  meno  curioso;  e  forse  non  meno  interessante  dell'al- 
tro>  per  la  teoria  fisica  del  sole,  e  forse  anche  per  la  elimatq- 
logia  terrestre ,  perchè  allora  il  calore  ohe  noi  viceviamo  da 
quast'  astro  dovrebbe  variare  non  solo  secondo  la  distanza ,  e 
Tobliquità  ma  anche  secondo  il  polo  che  esso  presenta  alla  terra 
nelle  varie  stagioni  dollanno.  È  noto  ohe  i  due  emisferi  torre- 
etri  |K>n  sono  egualmente  caldi ,  od  altrettanto  si  sospetta  pel 
pianeta  Marte»  se  ciò  si  avverasse  pel  sole  ancora,  il  fatto  acqui- 
sterebbe importanza  più  che  semplicemente  meteprolegica.  Os- 
serva Herschel  che  l'emisfero  nord  del  spie  ò  più  frequente- 
mente coperto  da  grandi  macchie  che  il  sud.  Un  tal  fatte  supr 
pone  in  queste  regioni  maggiore  agitazione  ed  effervescenza, 
^  quindi  piò  elevata  temperatura,  e  la  stesso  a  piò  forte  ra- 
gione dovrà  dirsi  delle  regioni  prossime  ali*  equatore  solare , 
ove  in  più  copia  che  altrove  appariscono  le  macchie.  Nel  eorso 
Mìe  nostre  osservazioni  non  erano  visibili    macchie  di  molla 


ésrtemìMé^  le  |>ocbe  petà^  chei  m  vedevano  moatravano  sensibil-* 
meare  minore  teti»p3eva(iira. 

Se  hi  ineandiesceiiza  solare  fosse  dovuta  in»  orìgine  a  cor* 
nfnti  «fettriche  oome  sospettava  Amférty  pare  molto  aateiraie 
ehé  esse  debbono  essot  pi»  forti  aire^pmlorei  cbo  a»  poli,,  come 
si  e^serva  irelia  ferva.  E  qai  a  proposito:  di  queste  conventi  nri 
s^òTViMd  ima  ^Hlessidnfe  cbe  noo  parmii  da  tvascnrare^  Il  Gap. 
SaKne  ifel  render  eonto  d«lfe  osservazioni  magnetiche  fatte  agli 
oéser^a4orii  stabiliti  nei  domiaii  inglesi^  aecemia  come  risanato 
singolare,  dite  al  Capo  di  Baona  Speranza  l'ago  devia  éalia  me- 
dia posiz^ion^  ànsira  in  v«tfso  opposiie,  nei  due  eiquinosi  di  au** 
tMno  e  A  pi^imareva.  Tal  fatte»  se  fosse  generale  per  tutli  gH 
oéservatorii  magnetioì,  o  almeno  per  molli,  e  specialmente  per 
^ufelli  cdllocàfi  plesso  t'  equato^^e,  potrebbe  esser  priacipio  di 
^àiìtAe  àéoperta.  Il  sole  nel  due  eqnini^zi  presenta  alla  terra 
èhé  poli  opposti:  se  questo  («minare  è  magnetico ,  ossia  (  oiò 
èffe  terna  lo  stésso),  se  è  dolo  da  eorreuti  elettviehe  noo  p«é 
à  iÈtetìo  di  non  influire  sul  magnetismo  terrestre  direttamen-te^ 
anche  seifrza  sopporre  che  io  faccia  indirettamente  modificaa^ 
dotte  la  temperatura. 

Le  variazioni  di  intensità  così  prodotto  saranno  sensibili  «i 
iHagnetomelri  ordinarii ,  ma  non  riuscirà  facile  lo  sceverarle 
dalle  molte  altre  cause  pertarbatrici.  Il  fatto  osservato  da  Caa- 
snri  cbé  la  variazione  òi  deviazione  diurna  delPago  avea  luogo 
èlle  stesse  ore  nelle  cave  dell'  osservatorio  di  Parigi ,  ove  la 
temperatura  é  invariabile,  e  alla  superficie  della  terra^  potreb- 
be All'  crédere  che  il  sole  agisse  sul  magnetismo  terrestre  per 
Ulti^  maniera  che  per  sola  variazione  di  temperatura.  Ad  ogni 
Ibodò  non  sarebbe  inutile  il  ricercare  se  appaia  connessione  tra 
la  posizione  del  polo  solare  visibile  dalla  terra  e  lo  stato  ma- 
gnetico di  questa. 

I  progressi  delia  fisica  celeste  sono  assai  lenti ,  e  ogni  di 
diventano  più  difScili  le  nuove  scoperte:  pure  se  riilotteremo 
ai  passi  fatti  ultimamente  intorno  alla  natura  del  globo  solare 
vedremo  molto  allargalo  il  campo  delle  nostre  cognizioni.  Dalle 
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esperienze  della  polarizzazione  ha  dedotto  il  sig.  Arago  esser 
la  materia  solare  incandescente  gassosa  anziché  liquida  o  soli- 
da. E  in  fatti  il  rapido  moto  delle  macchie  che  oppone  tanto 
ostacolo  air  esatta  determinazione  della  rotazione  solare  pare 
più  facilmente  concepibile  in  materia  flaida  ed  elastica.  Le  re- 
centi osservazioni  di  eclissi  totali  del  sole  hanno  mostrato  nuo- 
tare al  di  sopra  della  atmosfera  solare  luminosa,  altre  masse 
meno  risplendenti  analoghe  a  sterminate  nubi,  conosciute  sotto 
il  nome  di  protuberanze  rosse,  alcune  delle  quali  tengonsi  sol- 
levate in  alto  alla  guisa  stessa  de*vapori  che  nuotano  nella  no- 
stra atmosfera.  Altre  di  queste  paiono  piuttosto  analoghe  alle 
colonne  di  fumo  sollevate  da  bocche  ignivome  quali  noi  vedia- 
mo sui  nostri  vulcani.  Le  dimensioni  di  una  di  queste  osser- 
vate nelTultima  eclisse  sono  enormi:  essa  sarebbe  alta  oltre  a 
tre  diametri  terrestri.  La  rarità  estrema  delle  circostanze  in  cui 
tali  fenomeni  sono  visibili,  fa  che  poco  si  possono  estendere  le 
nostre  ricerche,  e  ancora  meno  le  nostro  teocie.  Ho  cercato  se 
producendo  una  eclisse  artificiale  col  collocare  un  diaframma 
opaco  circolare  nel  foco  delFoculare  del  telescopio,  potessi  riu- 
scire a  vedere  alcuna  di  queste  protuberanze,  ma  finora  non 
mi  è  stato  possibile.  1  fisici  e  gli  astronomi  sono  entrati  in 
sospetto  che  queste  nubi  o  colonne  rossastre  siano  connesse  col- 
le macchie  solari,  ma  finora  ne  manca  una  positiva  prova.  Un 
atmosfera  solare  assorbente  tanto  la  luce  che  il  calore,  e  l'a- 
zione chimica  pare  posta  fuori  di  dubbio,  ma  la  sua  densità 
e  legge  di  assorbimento  sarà  molto  difficile  a  determinarsi  per- 
ché le  temperature  assolute  non  sono  le  stesse  in  tutti  i  punti 
del  globo  solare ,  e  lo  studio  delle  radiazioni  ci  ha  mostrato 
esser  il  sole  più  caldo  all'equatore  che  ai  poli:  sulla  forza  ma- 
gnetica del  sole  non  é  impossibile  che  discutendo  le  moderne 
osservazioni  magnetiche  si  arrivi  ad  accertare  ciò  che  sospet- 
tava Ampère ,  esser  esso  altresì  un  corpo  eminentemente  ma- 
gnetico. L'identità  d'origine  dei  vari  corpi  celesti  va  ogni  di 
più  rischiarandosi,  onde  è  altresì  probabile  ,  che  le  proprietà 
iìsìche  che  conosciamo  nel  nostro  pianeta  siano  comuni  a  tutti' 
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i  corpi  celesti,  e  che  l'opera  della  creazione  ci  si  sveli  sempre 
più  una  nelle  sue  leggi  come  una  è  la  sapienza  infinita  che 
le  stabilì. 

Osservatorio  del  Collegio  Romano  15  Aprile  1852. 

NOTA  AL  PRECEDENTE  ARTICOLO. 

28  Maggio  1852. 
Le  esperienze  esposte  nell'articolo  precedente  conducono  a 
due  conclasioni  distinte:  la  prima  che  il  centro  del  disco  so- 
lare è  più  calorifico  degli  orli^  conferma  evidentemente  sempre 
più  l'esistenza  di  un  atmosfera  solare:  la  seconda,  che  il  massi* 
mo  calore  non  coincideva  a  quell'epoca  col  centro  ma  colla  po- 
sizione dell'equatore  solare,  mi  ha  suggerito  l'ipotesi  che  le 
regioni  equatoriali  siano  più  elevale  in  temperatura  delle  po« 
lari.  Questa  ipotesi  ha  bisogno  certamente  di  essere  verificata 
con  future  esperienze;  non  posso  però  ometter  di  avvertire  fino 
da  ora  che  il  sospetto  emesso  dal  sig.  Leon  Foucault  in  una 
relazione  di  cui  ha  volulo  pubblicamente  onorare  queste  ricer- 
che, che  cioè  tale  differenza  possa  dipendere  dall'assorbimento 
dell'atmosfera  terrestre^  lo  rigettai  dietro  non  solo  alle  consi- 
derazioni esposte  qui  sopra,  ma  ancora  fondato  su  di  una  serie 
dì  esatte  osservazioni  le  quali  mi  fecero  conoscere  che  la  va- 
riazione dell'assorbimento  dell'atmosfera  terrestre  sopra  45^  di 
altezza  non  è  sensibile  al  mio  strumento  per  la  variazione  di 
i^  di  elevazione  del  sole  sopra  l'orizzonte.  Soggiungo  qui  i 
numeri  ottenuti  nelle  ultime  esperienze  che  ho  potuto  fare  il 
giorno  16  maggio,  dopo  la  qual  epoca  un  tempo  ostinatamente 
nebbioso  non  ha  permesso  di  ripetere  le  esperienze. 

l.«  Serie  Posizione  ^-14'.5    -f- lO.'l     H-    6'.3    -f-    3'.0 

Intensità       16^9         20".3         24^0         24.5 

-H   0'.5    —    8.5    —12.0    —14.5 


25°.5 

22°.9 

18'.8 

13°.9 

2."  Serie  Posizione  ■+■  W.'i 

-+-13'.  2 

-+-   7'.2 

■+■  3.2 

ItUetuità       15°.2 

18°.4 

24'.5 

25".0 

-h   0'.5 

— 12'.  8 

-14'.  3 

25°.4 

16».9 

13'.5 

(  etto  ) 

iLti  curva  costmha  sa  ^««stì  inomeri  é  piàdimoelrica  di  qoel* 
k  ^A  'SO  tnarao,  e  pffre  'cnoféroiape  Tipole»  ikifailti  a  H-  dO' 
e  —  ì(y  corrispondono  82  ed  81  centesimi  circa  del  imassimo 
calere  4iv?ece  di  i88  «  '82  avoli  «n  ioiareo  ^  .m  a&petteremo 
nuove  e  più  continuate  ricerche.  Soggiungerò  ancora  che  il  sig. 
Gio.  HersbcN  mrlViopera  'Re^tdis  of  the  v'àsenv.  ctt  the  €ape  ofgood 
Hope,  pag.  433^  nota  che  la  distribuzione  delle  macchie  solari 
é  connessa  cotta  rotazioDe  sellare,  a  un  dipresso  come  i  venti 
»lkei  sono  connessi  colla  rotaiiaoe  diilla  «teora.  Ma  la  iceusa 
à\  qfie^i  essendo  ta 'rotazione  congiantaoslla  Tania  temperat^nra 
del  g^bbo  iprodiOMa  dal  «rie,  questa  seceiida  cagione  .non  fnè 
militare  per  il  sotle  oiedesino.  JEgli  però  osserMa  K>he  un  effuUo 
anelogio  lai  .ooslati  vcntli  altSici  potrebbe  pirudursi  anche  nel  ^olo 
qualora  ila  ^sqa  superficie  ^fosae  rsoggetta  a  diversa  smaniera  ili 
raffrefidamenlo  -nelle  sue  parti.  Noi  potremo  «cambiare  Tipeile^ 
e  dire  le  le  fatiti  solari  .timo  inegvalmente  calde  per  qualche  aia* 
fùm  fmica  che  noi  'finora  ignoriamo,  6e  le  future  lesperieiUBe  qoa* 
fremano  ila  esistenza  di  una  temperatura  più  «IqvatA  del  sole 
al  suo  leqaatore.y  la  disposizione 'che  prendono  rie  .macchie  in 
due  tzocre  ^pardllisle  airequatore  aolare  seca  spiqgala .  completa- 
melile. 

iPcrtció  cbe  «igaerda  )il  megnotiamo  dc'conpi  .celesli  »ho  jve- 
durto  luliamameiite  ^cbe  h  oosaipapeforamai.eooedare.la  tseaiplice 
pròh^ìbìlìtà.  Le  aoDgservaziam  imagaeliohe  fafte  la  itlalu»rs4oua  4i- 
mostrano  lad  ewideinsa  ^cfae  le  osoillaziom  tdegli  :aghi  imagMiici 
hanno  divitiisa  >estensi<HEe  le  flirexione  secondo  la  decliaamone 
del  iséle  ic  ideila  lana  ,  e  le  Ipro  iOongiuoeÌQairO  epposiaioiii  ^e 
dialanaè  dblla  rteora.  .{ff.  Aesults  lof  Magn.  Oli^erv.  «1  Makter- 
sloun  1844,  (pag.  f380>e  tsegu^nli^) 
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toE^PU^rSti  «ULTIWJ  DELLE  CLTWi:  ALGEBllICBE 

MEMORIA 

BEL  IPROV.  «OAVlIlVAVe  PAMICA 

(N  Napoli 

1.  La  ricerca  dc'puirli  mtiUipli  hi  goncrale  per  una  curv^a 
qualunque  algebrica  o  trasceudeate  data  dairequazione 

(i)  F(x,y)  =±=  0 , 

dipòDde  còme  é  nolo  dalla  risolutiooc  deircif  uazione  precedeO" 
te  uMta  ad  akia  dell&  d«e 

ed  -è  pur  boto  «ehe  ae  'queste  tre  equazioni  non  possono  essere 
eoesislieali  Ja  ourlka  data  noo  ammette  punti  muhipli.  Ammesso 
intanto  che  eliminando  x^y  dalle  equazioni  (1),  (2),  .(3)  resU 
soMislatta  Te^ttazioDe  di  condizione  risaltante,  non  oe  segue 
che  tutti  ì  valoni  di  x  e  di  y  ricarati  risolvendo  due  dì  quel- 
le equazioni  soddisferanno  jpur«  alla  terza^  ma  :9oio  alcuni  di 
essi.  Così ,  nel  caso  che  l'equazione  (1)  fosse  algebrica  e  del 
grado  m,  mentre  eliminando  la  *y  Aaìt(e  equazioni  (2),  (3)  IV 
quazione  finale  in  x  potrà  essere  del  grado  (m — 1)^,  non  Mtti 
gli  (m  —  1)'  valori  di  x  ^d  i  corrispondenti  di  y  soddisferan- 
no alla  (1),  ma  solo  alcuni  'tra  qorelli.  Lo  scopo  delle  presenti 
rioefclie  è  i^puato  di  determinare  per  le  aoie  ^urve  algebriche 
4ifiali  «ieno  le  equaajoni  -conveiiienti  alla  determinaizioBe  delio 
coordinate  de'punti  multipli,  e  speoialmente  de'punti  doppi  sen- 
«a  'Ckfi  ^sse  «contengano  sohiziooi  estranee  alla  quistione.  Già 
aia  fdall'ianno  1844  pubMioammo  nel  Jtendiconto  4e'lavori  4alb 
fwle  aooa4e0Ma  delle  soienza  «n  articolo  intorno  alpuati  mul- 
tipli delle  curve  algebriche ,  in  •cai  dimostiiaiaino  Axa  teor^ccm 
OMMimoaitoAi  4al  'ob.  gceinetaa  sig.  :Steiiierj  cioè  che  il  aunero 
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de*  punti  doppi  di  una  corva  algebrica  del  grado  m  non  può 

.            (m  — l)(m  — 2) 
esser  maggiore  di < —  :  accennammo  pure  una  via, 

quantunque  molto  lunga,  come  pervenire  ad  un*  equazione  6- 
nale  in  x  di  grado  minore  di  (m  —  1)%  cioè  dell'equazione 
risultante  daireliminazione  della  y  tra  le  equazioni  (2),  (3)  ma 
non  ci  riusci  dimostrare  che  queir  equazione  non  potea  esser 

di  grado  maggiore  di  ^ Prima  intanto  d'intra- 

prendere  la  ricerca  delle  equazioni  di  cui  bisogna  far  uso  per 
assegnare  i  ponti  multipli,  passeremo  a  dimostrare  alcuni  teo- 
remi di  algebra,  di  cui  per  altro  la  dimostrazione  è  facilissima. 
2.  I  valori  di  x  comuni  a  tre  equazioni  della  forma 

(1)     ¥(x,y)  =  0,    (2)    ^  =  0,     (3)     ^=0, 

corrispondono  ad  una  radice  doppia  del  l'equazione  in  x  risul- 
tante dair  eliminare  la  y  tra  le  equazioni  (1)  e  (2) ,  ovvero 
(1)  e  (3). 

Infatti  supponendo  che  risoluta  l'equazione  (2)  rispetto  ad  y 
abbiasi  y  =  (p(x),  indicando  cony(x)  =  0  l'equazione  in  x  che 
risulta  dall'eliminazione  della  y,  si  avrà 

f(x)  =  Flx,f{x)-], 

onde 

^  dF       dF  , 

e  per  conseguenza  quel  valore  x  =^a  che  verifica  le  tre  equa* 
zionì  (1),  (2),  (3)  darà  pure  f\x)  =  0^  e  quindi  sarà  una  ra- 
dice doppia  dell'equazione  y|j:)  =  0. 

Viceversa  ogni  radice  doppia  dell'equazione  in  x  risultante 
d'air  eliminare  la  y  tra  le  equazioni  (1)  e  (3)  sarà  un  valore 
di  X  che  soddisfa  insieme  ad  un  valore  di  y  convenientemente 
determinato  dalle  tre  equazioni  (1),  (2),  (3). 

Infatti  se  y  =  \^(x)  è  il  valore  di  y  dedotto  dali'equazìo- 
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ne  (3),  sarà 

dF       dF 

f(x)  =  nx,  ^[x)'\  ,    ed  r(x)  =  j^-*-  j^f  (x). 

Or  ogni  radice  a?  =  a  dell'equazione  y]x)  =  0  verifica  le  dae 

(1)  e  (3) ,  cioè  che  queste  dae  danno  per  y  almeno  un  valor 

comune  quando  si  fa  in  esse  x  =  a.  Ma   essendo  x  =  a  una 

radice  doppia  dell'  equazione  ,f{x)  =  0  ,   deve   essere    anche 

dF       ^ 
f\a)  =  0,  dunque  sarà  pure  —  =  0;  cioè  che  il  valore  x  =  a 

è  uno  de'  valori  di  x  che  soddisfanno  allo  tre  equazioni  (1) , 

(2) ,  (3). 

3.  Giova  avvertire  che  se  si  eliminasse  la  y  tra  le  equa- 
zioni (1),  (2)  una  radice  doppia  dell'equazione  risultantey{a.')=0 
potrebbe  non  verificare  la  (3).  Imperocché  indicando  con  a;  =  a 

dF 
questa  radice  si  avrebbe  nel  tempo  stesso  F  =  0 ,   —  =  0 , 

dF 
eàj^{x)  =0,  e  per  conseguenza  j-  (p'(x)  =  0;  onde  il  valore 

dF 
X  =  ttf  invece  di  soddisfare  all'equazione  j~=Oj  potrebbe  es- 

d*F 
ser  radice  dell'equazione  ©'(a?)  =  0,  ovvero   ——  =  0. 

QX 

Similmente  è  chiaro  :  che  ogni  valore  di  y  comune  alle  tre 
equazioni  (1),  (2),  (3)  del  n.  2  è  radice  doppia  dell'equazione 
in  y  risultante  dall'eliminazione  della  x  tra  la  (1)  ed  una  qua- 
lunque delle  equazioni  (2)  e  (3)  : 

Che  se  si  elimina  la  x  tra  la  (1)  e  la  (2)  ogni  radice  dop- 
pia dell'equazione  in  y  che  ne  risulta  soddisfa  pure  alla  (3)  : 

E  che  se  si  eliminasse  la  x  tra  le  due  (1),  (3)  una  radice 

doppia   dell'  equazione  risultante  in  y  in  vece  di  verificare  la 

d^F 
(2)  potrebbe  esser  radice  dell'  equazione  ---r-  =  0. 

dy 

4.  Siene  a;  =  a  ,  y  =  b  due  valori  di  a;  e  di  y  che  sod- 
Annati  di  Scienze  Mat.  e  Fis.  T.  ///.  maggio  1852.  14 
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disfacciano  alle  tre  equazioni 

(1)    F(«,y)  =  0,  (2)     J^  =  0,  (3)      J!=0, 

e 

(4)        f(x,  y)  =  0  , 

un'eqa92Ìonc  qualunque  che  sia  pure  verificata  da'valori  x=a^ 
y  ;=  i  ;  il  valore  x  =  a  sarà  una  radice  doppia  dellequazionc 
in  X  che  risulta  eliminando  la  y  dalle  equazioni  (1),  (4). 

Infalli  indicando  cony(^)  l'equazione  finale,  e  con  6(x)  il 
valore  della  y  tratto  dalla  (4),  si  avrà 

onde 

jr^ff  .        dF       dF    , 

e  poiché  i  valori  a;=a,    y  =  b  soddisfanno    alle    equazioni 
(2),  (3),  sarà  /'(a)  =  0  ;  e  per  conseguenza  x  :zz  a  è  una  ra- 
dice doppia  dell'equazione  y{x)  =0. 
Similmente  osservando  che 

J2|ji  A^V  A^V  AV 

rw  =  i^  -  2  —  fi,) + ±-.  ww  +  5-,  *». 

e  così  di  seguito,  si  potrebbe  dimostrare  che:  se  i  valori  a^ra, 
yz=:b  annullano  la  funzione  ¥(x^  jf),  e  tutte  le  sue  derivate 
parziali  sino  a  quelle  dell'ordine  (n-^l)'"'"*'  inclusivamentei  1' 
equazione y(a!r)  =  0  avrà  n  radici  eguali  ad  a;  cioè  T  equa- 
zione yi[ir)  =  0,  liberata  da  fratti,  e  da  radicali^  sarà  dello  for- 
ma {x  —  a)y,  (x)  =  0.  Ed  eliminando  la  x  tra  le  equazioni 
(1),  (4)  sì  avrà  un'equazione  in  y  della  forma  (y — ó)"/^  (y)=0. 
5.  Supponendo  che  le  equazioni 

(1)    F(x,y)=rO,      (2)    ^=0,     (3)      ^  =  0, 

sieno  coesistenti,  e  che  la  (1)  sia  liberata  da  fratti  e  da  radi- 
cali^ e  di  grado  m,  si  dinoti  con 
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(*)  A^)  =  0, 

Tequazione  in  x  che  risulta  eliminando  la  y  tra  le  due  (ì),  (3) 
e  sia  (f{x)  il  massimo  coman  divisore  tray(a:)  edy*'(x) ,  sarà 
l'equazione 

(5)  ?(.r)  =  0 

j.        j                     .        j.  (w  — l)(m— 2) 
di  grado  non  maggiore  di  . 

Infatti  indicando  con  n  il  grado  deirequazione  (5)  sieno 

X  ==  a, ,  a:  =  a^  ,  a:  =  a3  , ,  or  =  «^^ 

le  sue  radici,  ed 

y  =  il ,    y  =  *.  >    y  =  *3 ......  y  =  4/1 

i  corrispondenti  yalori  di  y  che  soddisfanno  alle  equazioni  (1), 
(3).  Per  ciò  che  si  é  detto  nel  n.  2  essi  verificheranno  pure 
la  (2).  Ciò  posto  si  dinoti  con  s  il  più  piccolo  numero  intero 
che  dà 

s(s  -4-  3)  _ 


talché  sia 


si  faccia 


(6) 


2       > 

(*- 

■  !)(«  H-  2) 

2 

l(l- 

^-3) 

=  n 

n 


n  : 


2 


e  sieno 

^  =  «i ,  y  =/3,  >  a:  =  «:,  ,  y  =  ^^  ;  .  .  .  ;  a?  =  a^ ,  y=^^  ; 

de' valori  di  x  e  di  y  che  verifichino  l'equazione  (1).  Sia  inoltre 

(7)  «/'(•^,y)=0 

iUì*equazione  del  grado  s  che  resti  soddisfatta  da'valori 

^  ==  «1  >  y  =  4i  ;  •  •  •  ;  ^  =i  a»  »  y  =  */i  ; 

^  =  «I ,  y  =  iSx  ; . . .  ;  x  =  a,  ,  y  =  /3o 


^ 
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il  che,  come  e  chiaro,  potrà  farsi  conlcaendo  la   (7)    appunto 

^if 1  =  n  -f-  t  costanti  arbitrarie  :  eliminando    la    y    dalle 

2 

equazioni  (1)  e  (7),  per  ciò  che  si  è  detto  nel  numero  prece- 
dente, l'equazione  in  x  che  ne  risulta  sarà  della  forma 

,  .  .  .  (x— a/)/i(x)  =  0, 

in  cui/i(x)  potrà  contenere  altri  fattori,  e  potrebbe  anche  es- 
sere di  grado  zero.  Ma  Tequazione  J\x)  =  0  lutt'  al  più  può 
elevarsi  al  grado  ms,  dunque  si  avrà 


(8)  fM       2n  "H  t 


> 


e  per  conseguenza,  eliminando  la  i  per  mezzo  della  (6),  si  ot- 
terrà 

n  ^  —  «(2»i  —  3  —  «). 

E  divenendo  il  secondo    membro  di  questa    ineguaglianza  un 

3 
massimo  quando  «  =  w  —  y ,   osservando   che  s  deve  essere 

un  numero  intero  ,  il  valore  più  grande  che  potrà  acquistare 
corrisponderà  o  ad  «  =  fn  — 1,  ovvero  ad  s  =  m  —2,  che 
danno  entrambi 

(9)         n  — 2 ^  ' 


(')  Quantunque  dal  ragionamento  usato  resti  provalo   che  il  grado 

(m— l)(in — %) 
dell'equazione  (f[x)  =  0  non  possa  esser  maggiore  di ,  pa- 
re sarebbe  desiderabile  che  si  potesse  scowire  un  procedimento  di  calcolo 
per  formare  i  varii  termini  della  if{x)  dal  quale  apparisse  essere  il  gra- 
do del  primo  termine  non  maggiore  dell'indicalo  valore  :  si  avrebbe  per 
tal  mào  una  dimostrazione  più  diretta  ed  analitica  del  teorema  enunciato. 
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6.  Dalle  cose  finora  esposte  segue,  che  se 

F(x,  y)  =  0 


è  r  equazione  di  una  curva  algebrica  del  grado  m  per  deter- 
minare i  punti  multipli  si  eliminerà  la  y  tra  l'equazione  (1)  e 

indi,  indicando  conJ\x)  =0  l'equazione  che  ne  risulta,  si  cer-^ 
cherà  il  massimo  comun  divisore  tra  J\x)  ed  y'(x)  :  se  queste 
due  funzioni  di  x  non  ammettono  massimo  comun  divisore  la 
curva  data  non  avrà  punti  multipli;  che  se  poi  hanno  un  co- 
mun divisore  f(r)  ,  l'equazione  (p{x)  =0  darà  le  ascisse  de' 
punti  multipli,  che  in  generale  saranno  punti  doppi,  ed  il  loro 

.        ,.  (w-  1)(m— 2)^  , 

numero  non  potrà  essere  maggiore  di  -^ tale  es- 

À 

sendo  tutt*al  più  il  grado  deirequazione  precedente. 

Si  potrebbe  pure  eliminare  la  x  tra  la  (1)  e  l'equazione 

(3)    ^/=o; 

ùx 

e  detto  (ply)  il  massimo  comun  divisore  tra  il  primo  membro 
dell'equazione  risultante  e  la  sua  derivata^  l'equazione  (/'(y)=0 
darebbe  le  ordinate  de'punti  multipli  della  proposta.  Ma  se  si 
eliminasse  la  y  tra  le  equazioni  (1)  e  (3),  indicando  con  (^^(x) 
il  massimo  comun  divisore  tra  il  primo  membro  dell'equazione 
risultante  e  la  sua  derivata  ,  l'equazione  fi(x)  =  0  potrebbe 
aver  per  radici  non  solo  le  ascisse  de'punti  multipli ,  ma  an- 
che le  ascisse  de'punti  della  curva  proposta,  in  cui  la  tangen- 
te è  parallela  all'  asse  delle  x  :  lo  che  avverrebbe  quauda  le 
curve  date  dalle  equazioni  (1)^  (3)  in  vece  di  tagliarsi  si  toc- 
cassero in  questi  punti.  Ciò  deducesi  dalla  prima  osservazione 
fatta  nel  n.  3. 
7.  Sieno 


^ 
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(A)  «  =  «, ,  y  =  6,  ;  a?  =  «j ,  y  =ij  ;  ....  j  x  =  a„,  y=sJn , 

deValorì  corrispondenti  di  x  e  di  y  i  quali  soddisfacciano  si- 
mnltaneamente  atte  equazioni 

F(x,y)=0;   -=0,^  =  0;^^.=0,— =0, 
d/->F  _ 


sarà 


dy 


a=  (a  — 3Ham-«) 
(C)  » 


20*- 1) 

in  cui  a  è  il  itnmero  inlero,  non  minore  di  A,  prossimamente 

.     2fn 
maggiore  di    —  . 

Infatti  indicando  con  r  nn  namero  intero    qualunque    mi- 
nore di  Uy  e  con  s  il  più  piccolo  numero  intero  che  dà 

(^)  — 2 >  ^  ' 

e  per  conseguenza 


si  faccia 


(3)  tz^^^r. 


...  Ms  -f.  3)  . 

(*)      — 2r~~      ' 


e  sieno 

x  =  a,  ,  y  =  /S,  ;  «  =  «,,  y=/3,j  . .  .  x  =  «,. ,  y  =/3< 

de'  valori  di  x  o  di  y  che  soddisfacciano  all'equazione  (1).  Si 
dinoti  inoltre  con 


(  219  } 
(5)       9{^,y)=0j 

un'equazione  del  gr^do  s  che  resti  soddisfatta  daWalori 

x=ai  9  y  =  /3i  3  .  .  .  .  a;  =  a,- ,  y  =  ^^ , 

il  che  si  potrà  fare  in  generale,  contenendo  la  (5)  — ^ — =r-|-i 

costanti  arbitrarie.  Eliminando  la  y  tra  le  equazioni  (5)  ed  (1) 
si  avrà,  per  ciò  che  si  é  detto  nel  n.  à,  una  equa:!iooe  della 
forma 

(6)  (r— a»)^(a:— a^)/*  ...(x— a^).«(ir— a,)(j?— aa)...(a:— a/ì/\(a?)=:0 , 

in  cQiyi(x)  potrà  contenere  altri  fattori  in  a?  o  anche  e^^eref 
di  grado  zero.  Ma  essendo  l'equazione  (5)  di  grado  5  e  la  (1) 
di  grado  m,  il  grado  della  (6)  non  paò  esser  maggiore  di  ms^ 
dunque  si  avrà 

(7)  fn8~iir'^  t, 

donde  eliminando  i  per  mezzo  dell'equazione  (4)  risulta 

<*)    '^<      2(^.-1)        • 
Da  questo  valore  di  r  in  virlù  dell'innguaglianza  (3)  ricavasi 

,(2m— «  — 3)^  (,_l)(,_f.2) 


1(11.— 1)      ^  2 

ovvero 

dalla  quale  si  deduce  dover  essere 

2{«i  —  1) 

F- 
Segae  da  ciò  che  affiocbè  i  valori  (A)  di  x  e  di  y  possano  si 
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mullancamcnte  verificare  le  equazioni  (B)  dovrà  essere 

_  A(2w  —  3  —  A) 
<«)         «<      2(.a-l)         ' 

in  ,cui  h  non  solo  dovrà  essere  minore  di  -^ ,  ma  de- 

ve  esser  detcrminato  in  modo  che  per  ogni  valore  di  r  mi- 
nore di  quello  che  si  otterrà  per  n  dalla  \9)  restino  soddi- 
sfatte le  inuguaglianze  (2),  (3)  ,  (8)  :  cioè  che  determinato  il 
valore  di  5,  che  deve  èssere  un  numero  intero,  per  mezzo  delle 
inequazioni  (%)j  (3),  si  abbia 

_  *(2m  —  «  —  3) 

''<      2(|ut-l)       ' 

là  quale  condizione,  in  virtù  della  (2),  sarà  sempre  soddisfatta 

se  si  ha 

^.^  2m  —  s—  Z  s:s2m       _ 

5  -f-  3  '      -z ,     ovvero      8  ^  —  —  o. 

<         fx— 1  <    fX 

Quindi  se  facciamo  h  uguale  al  primo  numero  intero  maggiore 

2m 
dì  —    -r<~  3  9  riflettendo  che  s  <ihj  ne  segue  che  la  formola 

(9)  ci  darà  per  n  un  valore  tale  che  per  ogni  valore  r  <Cn 
resteranno  soddisfatte  le  inuguaglianze  (2) ,  (3)  ^  (8)  :  e  per 
conseguen^^a  indicando  con  a  il  primo  numero  intero,  non  mi- 

nore  di  4,  e  maggiore  di  —  ,  si  avrà  A  =  a  —  3  ,    e  dalla 

(a—  3)(2m  —  a) 

(9)  ^^         J        M.        ^^^  è  il  valore  dato  dalla  (C)  (*). 
^  2(fji  —  1)  \  /  w 


(*)  Non  sari  ÌDutile  avvertire  che  dovendo  essere 

non  potevamo  nella  (0)  prendere  per  k  il  valore  che  la  rende  un  massimo, 
come  per  brevità  abbiam  fatto  nel  n.  5^  ove  per  altro  avremmo  potuto  se* 
guirA  anche  un  procedimento  analogo  a  quello  qui  sopra  usato  :  del  resto 
la  formola  (C)  fattori  /x  «»  2  ^  e  quindi  a  =  m  -{-  1,  riducesi  alla  (9)  del 
».  5. 


(  221  ) 
8.  Potrebbesi  però  credere,  che  oltre  il  valore  determinalo 

per  h  Te  ne  potessero  essere  degli  altri,  cioè  che  potesse  an- 
che supporsi  h  =  a  —  2,  o  A  =  a  —  1;  ovvero,  ciò  eh' è  lo 
stesso,  che  la  formola  (G)  non  desse  il  maggior  numero  pos- 
sibile di  soluzioni  simultanee  di  cui  son  capaci  le  equazioni 
(B).  Ma  è  facile  convincersi  che  supponendo  n  determinato  per 
mezzo  della  formola  (G) ,  queste  equazioni  non  possono,  am- 
mettere n -4- 1  soluzioni:  infatti  avendo  indicato  con  a  il  nu- 

mero  intero  prossimamente  maggiore  di     — ,   si    potrà    sup- 

porre 

2m_     _oc__ 
li    ~  fj.    ' 

e  sarà  a'>0    ed     «'"~/z; 

il  valore  di  n  diverrà  intanto 

__(«  —  3)  a       u\oc  —  3) 
''<        2  2(fJL  -  1   ' 

e  ponendo 

«'(«  -  3)  _  ce'"    _ 

iì{/*-l)  2(>-t)   ' 

in  cui  a,"  rappresenta  il  numero  intero  prossimamente  maggio- 

«5  <'»  !!)"~;.\  talché  si  ha  «'"  >  0  ed  a"'=2(a— l)sarà 
2(/x  — 1)  ^   '^       ' 


(«  -  a)«  « 

n     :r —  oc    -t- 


ni 


^2  2(ft  — 1)  ' 

ed  il  valore  che  si  avrà  dalla  (C)  sar<à 

...  «(«  — 3)  . 

(1)  «  =  _L_ — i  _  «", 

nel  caso  di 

(2)  a"'  <  2{[j.  —  1)  ; 


ed 


(  222  ) 

(3)        „  =  ?<f^_«"^l, 


nel  caso  di 

(4)        «"  =  2(/*  - 1) . 

lo  ch\3  avviene  quando  la  formola  (G)  dà  un  numero  intero  j 
nel  qual  caso  bisogna  prendere  il  segno  =  ,  ed  il  valore  che 
si  ha  da  essa  corrisponde  ai  valore  (3). 

Ciò  posto  se  supponiamo  che  nel  caso  in  cui  ha  luogo  la 
(2)  possa  supporsi 

«(«-3) 
2 •*- 1 , 

si  rifletta  che  facendo  r  =  — — (a"  —  1),  i  =  a"  —  1 

ed  «  =  a  —  3  ,  dovendo  essere 

si  avrà 

^«  _  3}=  ^(?^-l)_(^  _,)(«".!), 

2(a  — l)a"         oc"' 
ovvero,  ea^endo  2ms=iiu  —  a'  =  fxa r 1 5  , 

«'"=  2(/*  -  1) , 

lo  che  è  assurdo  in  virtù  deTla  (2).  Parimenti  si  potrà  dimo- 
strare che  quando  si  verifica  la  (4)  non  può  aumentarsi  il  va- 

ocloc  —  3)  ^ 

lore  (3)  cioè  non  si  può  supporre  n  =        - — ■■ a  -+-  2.  E 

z 

per  conseguenza  il  massimo  valore  che  potrà  avere  n  è  uguale 
al  maggior  numero  intero  minore  della  formola  (G,  7)  quando 
questa  formola  assume  un  valore  frazionario,  o  uguale  al  nu- 
mero che  essa  rappresenta  se  questo  è  un  intero. 


(  223  ) 

9.  Da  quanto  precede  risalta  che  indicando  con  n  il  mag- 
gior numero  di  ponti  multipli  d' indice  o  multiplicità  jx  che 
può  ammettere  una  curva  algebrica  di  grado  m,  si  ha 

...  =  («  -  3)(2m  -  a) 

in  cui  oc  rappresenta  il  numero  iutero^  non  minore  di  4,  pros* 

.2m  . 

simamente  maggiore  di  — .  Infatti^  come  é  noto,  le  coordina- 

te  de'punti  multipli  di  multiplicità  jx  debbono  soddisfare  alle 
equazioni  (B,  7). 

10.  Nel  fascicolo  di  marzo  de' nuoti  annali  di  matematica 
pubblicati  da*signori  Terquem  e  Gerono  vi  è  una  memoria  del 
sig.  Transon  in  cui  dopo  aver  dimostrato  che  il  numero  dei 
punti  doppi  che  può  ammettere  una  curva  algebrica  del  gra- 

do  m  è  uguale  ad  ,  passa  ad  occuparsi  del 

numero  de'punti  di  multiplicità  fx,  e  trova 

=  (m  —  [J.\{2m{[x  —  ì)—fi) 
<^  (/x  -  1)^^ 

Qoesla  formola  nel  caso  che  —  è  un   numero  intero  (  osser- 

Yàudo  che  allora   a  = h  1  )  si  accorda  con  quella  da  noi 

stabilita;  ma  nel  caso  che  —  é  un'espressione  frazionaria  ne 

diSerisee,  dando  risultamenti  ora  minori  ora  maggiori.  Così  sup- 

13 

ponendo  in  essa  m  =  5  e  fx  :==;?  4,  si  ottiene  n~  ^;  e  quin- 


di  dovrebbe  conchiudersi  che  una  curva  di  quinto  grado  non 

può  ammettere  alcun  pvnto  quadruplo.  Dalla  formola  (1,9)  al 

contrario  facendo  in  generale  [i=  m  —  1,  ed  osservando  che 

2i7i  ■     2i?i  "*"•  A 

per  essere  ^jj— j  <  4  dcyé  farsi  a  =^  4  ,  si  ha  n~  ^^_ 


(  224  ) 
donde  per  ciò  che  si  6  detto  alla  fine  del  n.  8  ricaTasì  n=:l, 
e  per  conseguenza  si  deduce  che  una  curva  algebrica  del  gra- 
de  m  può  ammettere  un  sol  punto  di  moltiplicità    m  -  l  (*). 
Nella  stessa  forinola  del  sig.  Transon  facendo  m^=7  e  jx=4, 

=  19 
risulta  n-^;  onde  si  potrebbe    supporre  n=2,  e  quindi 

conchiudere  che  una  curva  di  settimo  grado  possa  avere  due 

punti    quadrupli  ,  lo  che  evidentemente  è  assurdo.   La  nostra 

2m      7  _  4 

formola  osservando  che  —  =  -—  e  quindi  ce=4  dà  n  —  —  , 

fx         2  •<  3 

ovvero  n  =  1  (**). 

11.  Ci  rimane  ora  ad  accennare  un  procedimento  per  tro- 


(')  L'equazione  di  siffatte  curve,  presa  Torigine  delle  coordinale  al 
punto  multiplo  é  della  forma 

fm(^>  y)  -^fm-i  {oo,  y)=  0 

indicando  <iOnf^  e^J'm-i  ^"**  funzioni  intere,  razionali,  ed  omogenee^ 

una  del  grado  m,  e  l'altra  del  grado  m  —  1. 

(**)  Si  potrebbe  in  vero  dire  che  la  formola  del  Sig.  Transon,  al- 

2m  — '- 
meno  per  tutti  i  casi  in  cui   —   «^  ^  »    dà  decimiti  che  il  numero  n 

/*    ■> 

non  può  sorpassare;  ma  sarà  pur  vero  che  essa  non  può  servire  a  far 

conoscere  il  preciso  massimo  numero  de'punti  multipli  che  può  ammet- 
tere una  curva  data  ;  come  si  ha  dalla  formola  (1,  9).  Crediamo  inol- 
tre dover  avvertire  che  nella  memoria  da  noi  pubblicata  nel  1844  di- 
cemmo essersi  il  Sig.  Steiner  limitato  alla  determinazione  de'punti  dop> 
pi  considerando  egli  un  punto  triplo  come  la  riunione  di  tre  punti 
doppi,  un  punto  quadruplo  come  la  riunione  di  sei,  ed  in  generale  un 

punto  di  multiplicità  ^  come  la  riunione  di punti  doppi.  Or 

è  chiaro   che  dà  ciò    non    si   potrebbe  conchiudere  che  dividendo   la 

e        ,       (m— i;(m— 2)           j[x(fA  —  1)  . 

formola     ■ ^  per     — ^ il  quoziente    dovesse  indicare 

il  numero  de'punti  di  multiplicità  fx.  Imperocché  una  data  curva  oltre 
de'puuti  di  multiplicità  f^  può  avere  de'punti  doppi  o  altri  punti  multi- 
pli, di  cui  il  numero  (riguardandoli  tutti  come  punti  doppi  secondo  di 


(  225  ) 
vare  l'equazione  in  x  di  grado  n  di  cui  le  radici  fossero  i 
valori  che  soddisfanno  alle  equazioni  (B,  7).  Ora  per  ciò  che 
abbiam  detto  ne*  numeri  3,  e  4  se  tra  l'equazione  ¥(x,  2/)=0 
ed  una  qualunque  delle  (B ,  7)  si  elimina  la  y ,  T  equazione 
f\x)  =  0  che  ne  risulta  avrà  delle  radici  multiple  di  indice  fx 
se  le  equazioni  (B)  possono  coesistere;  onde  cercando  l'equa- 
zione ;pu(x)  =  0  di  cui  le  radici  semplici  dinotano  le  radici  di 
multiplicità  jUL  della  y(j?)=0  ,  tra  le  radici  della  9^.(a;)=0  do* 
vranno  trovarsi  le  ascisse  de'punti  cercati;  e  sarà  facile  il  di- 
stinguerle dovendo  soddisfare  anche  alle  altre  equazioni  (B). 
Segue  da  ciò  che  il  grado  di  9^(^)  potrà  esser  maggiore  del 
numero  cercato  n,  e  per  conseguenza  contenere  queirequazio- 
ne  delle  radici  da  rigettarsi  :  la  giusta  equazione  si  potrebbe 
trovare  uguagliando  a  zero  il  massimo  comun  divisore  tra 
tutti  i  polinomi  (fft{x)  ottenuti  combinando  la  (1, 7)  con  cia- 
scuna delle  rimanenti  equazioni  (B);  ma  questo  calcolo  sarebbe 
troppo  lungo,  ed  altronde  non  essendo  nella  maggior  parte  de* 
casi,  in  cui  la  (ffx(x)  =  0  può  esistere  molto  elevato  il  suo 
grado  ,  è  più  facile  far  1*  esame  sopraccennato  tra  le  sue  ra- 
dici. 


sopra  8Ì  è  detto)  è  compreso  nella  formola ;  di  modo  che 

À 

quando  vi  sono  punti  dì  multiplicità  maggiore  di  2  ,  può  il  numero 
totale  de^punti  doppi  che  comprendono  esser  uguale  ad  

e  non  poter  essere  il  numero  de'  punti   di  multiplicità  /a  uguale  ad 

(m — i)(m  —  1)     ^    ,  ,.      mo         , 

.  Cosi  una  curva  di  7.        grado  può  avere    quindici 

punti  doppi,  ma  non  potrebbe  avere  cinque  punti  tripli;  in  vece  potrà 
avere  quattro  punti  tripli  e  tre  punti  doppi  che  corrispondono  a'quin- 
dici  punti  doppi.  £  qui  cade  a  proposito  far  avvertire  che  Tunico  pun- 
to di  multiplicità  m  —  1  che  può  avere  una  curva  del  grado  m  com- 
prende tulli  gli — _^— .  punti  doppi,  che  le  curve  diquelgra* 

do  possono  avere. 


(  226  ) 
12.  Tra  le  ricercfae  mtraprese  dal  Sìg.  Tr«n9Qa  nella  ci- 
tala inemoria  avvi  questa  :  determinare  il  Dumero  de'piinli  di 
moltiplicità  [i  che  può  avere  uoa  curva  algebrica  del  grado 
m,  e  nei  quali  [jJ  rami  si  tocchino.  E  detto  r  queslo  nuoiero 
Irava 

ma  questa  formola  non  è  esatta.  Infatti  seguendo  in  parti  Io 
stesso  andamento  tenuto  dal  Sìg.  Transon  se  immaginiamo  una 
curva  data  dairequaziòne 

(i)  y(^,  j/)  =  0, 

che  passi  per  gli  r  punti  roullìpli  della  curva  data  e  che  sia 
tangente  a*  ^j!  rami  che  si  toccano  in  ciascuno  di  questi  punti, 
detto  s  il  minor  grado  possibile  dell*  equazione  precedente  si 
dovrà  avere 


(2) 


2       =      ' 


,3,       <i:i|!l±li  < ., , 

onde  potrà  farsi 

e  prendendo  sulla  curva  data  altri  %  punti,  si  potranno  deter- 
minare le  costanti  deirequazione  (1)  in  modo  che  la  curva  da 
essa  rappresetitata  passi  per  questi  t  punti,  e  per  gli  r  punti 
n^nltipUi  avendo  in  ciascuno  di  questi  ultimi  per  tangente  la 
tangente  comune  a'  /x'  rami  che  si  toccano.  La  curva  così  de- 
terminata,  avrà  come  è  chiaro  jar  +  /iV+t  punti  comuni 
con  la  proposta^  e  per  conseguenza  si  avrà 

(5)  m.^(fi-+-fi')rH-.-,       (») 


{^)  U  raggionamento  qui  usato  vedesi  essere  lo  stesso  di  quello  adiH 


(  227) 
Paragonando  ora  le  condizioni  (2)  ,  (3)^  (4),  (5)  alle  (2)  , 
(3),  (4),  (7)  trovate  nel  n.  7,  si  vede  che  esse  coincidono  cam- 
biando in  queste  nltime  r  in  2r,  e  |x  in  '  >  onde  dalla 

formola  (G,  7)  si  avrà 

=  (g  -  3)(2m  -  a) 
^^  ^  <,     2(/x^i^'-2)      ' 

in  cui  a  é  il  numero  intero,  non  minore  di  4,  prossimamente 

4wi 
maggiore    di   ;  :  la    quale    come  è  chiaro    differisce    di 

molto  dalla  formola  del  Sig.  Transon  di  sopra  citata.  Facendo 
nella  (A)  [jl'  :=  [i  si  ottiene 

<")  '  <       4(^-1)  ' 

essendo  oc  il  numero  intero,  non  minore  di  4,  prossimamente 
maggiore   di    —  .  11  Sig.  Transon  in  vece  della  (B)  trova 

_  (m  —  2fjL)[m(2fji  — 1>—  fx] 

la  quale,  come  è  facile  vedere,  non  corrisponde  ne'  vari!  casi 
particolari.  Cosi  supponendo  m  =  5  e  /x  =  2,  si  avrebbe 

'■<16' 

cioè  che  una  curva  di  5°  grado  non  potrebbe  avere  alcun  pun- 
to doppio  in  cni  i  due  rami  si  toccano,  mentre  anche  le  cur- 


prato,  senza  la  consid^raiione  4eHe  curyQ,  ne'  naaperi  Ift  e  7,  ^  fa  g^k 
da  noi  usato  nel  n.  24  della  memoria  pubblicata  nel  1844  su  punti 
doppi,  e  con  tal  mezzo  si  possono  risolvere  molte  quistioni  intorno  al 
numero  de*punti  multipli  :  abbiamo  però  ne'  numeri  5  e  7  creduto  di 
modificare  il  modo  di  trattare  le  relazioni  cui  siamo  pervenuti. 


(  228  ) 
Te  di  quarto  grado  ne  ammettono  uno.  La  nostra  formola  dà 
per  le  curve  di  5^  grado  6c=  /3  ,  ed  r  ==  3  ,  onde  una  curva 
di  quinto  grado  può  -aver  tre  punti  in    cui  due   rami  si  toc- 
chino (*). 

13.  Termineremo  queste  ricerche  occupandoci  di  trovar  la 
formola  che  esprime  il  numero  de*punti  di  regresso  che  può 
avere  una  curva  del  grado  m.  Per  far  ciò  osserveremo  che  la 
differenza  che  passa  tra  un  punto  ove  due  rami  si  toccano  ed 
un  punto  di  regresso  è  che  la  tangente  a  quel  punto  ovvero 
una  curva  qualunque  che  tocca  la  curva  in  quel  punto  ha  nel 
primo  caso  quattro  punti  di  comune  ,  riuniti  in  quel    punto  , 

(*)  Non  sarà  inalile  notare  che  la  formola  del  Sig.  Transon  pe'pun- 
ti  di  mulliplicità  /a,  e  nei  quali  tatti  i  jx  rami  ni  toccano  non  è  esatta 
principalmente  perchè  egli  sappone  poter  passare  per  questi  ponti  toc- 
cando queVami   una  curva    del  grado   — •  — 2  (essendo  n  il  grado  della 

curva  data)  il  che  non  è  vero.  Ed  è  facile  vedere  che  nella  dimostrazio- 
ne datane  dal  citato  autore  non  si  è  tenuto  presente,  che  dovendo  la 
curva  passare  per  quei  punti  ed  avere  in  essi  date  tangenti  le  condì  • 
zioni  da  adempiersi  sono  il  doppio  del  numero  de^punti.  Che  se  voglia 
ammettersi  che  la  formola 


{-,  -  %  -  ') 


(V.  n.  3  della  citata  memoria)  rappresenti  appunto  questo  doppio  nu- 
mero di  punti,  allora  in  vece  di  dire,  come  trovasi  in  seguito,  che  il 
numero  degli  incontri  sarebbe 

dov  rà  dirsi  che  il  numero  de'punti  d^mcontro  è 


(-:  -  '^B  -  *) 


2 


(  229i) 
con  la  curva  data,  e  nel  secondo  caso  tre.  Quindi  restando  le 
denominazioni  usate  ne'numeri  precedenti,  è  facile  vedere  che 
si  avranno  le  seguenti  condizioni 

,(5-t-3)  ^  («-l)(«-f.2) 

— 2—   ^2r, <2r, 

- — - — i  =  2r-+-f,      m»~3r-<-t, 

nelle  quali  s  dinota  il  minor  grado  della  curva  che  può  pas- 
sare per  gli  r  punti  di  regresso  toccando  in  essi  i  rami  cor- 
rispondenti. E  poiché  le  condizioni  precedenti  non  differiscono 
da  quelle  trovate  nel  n.  7  che  pel  cambiamento  di  r  in  2r  e 

di  [i  in  —,  sarà 

,.  V  =  (a  -  3)(2m  -  a) 

(1)        r 


essendo  u  il  numero  intero,  non  minore  di  4,  prossimamente 

,.  4m 
maggiore    di   -^    . 

14.  Nel  volume  IX  degli  annali  di  Terquem  trovasi  ripor- 
tato a  pag.  290  un  teorema  di  Pliicker  in  cui  sta  detto  che  il 
numero  de'  punti  di  regresso  non  può  esser  maggiore  di 
2m(fn  —  2).  Ma  é  chiaro  che  questo  risul lamento  deve  consi- 
derarsi semplicemente  come  un  limite,  che  per  altro  ò  molto 
lontano  dal  vero,  e  non  già  come  il  maggior  numero  di  punti 
di  regresso  che  possa  avere  una  data  curva  :  proprietà  di  cui 
godono  tutte  le  formole  da  noi  finora  trovate. 

Applicando  la  formola  (1)  alle  curve  di  3""  e  4''  grado  tro- 
vasi rispettivamente  «  =  4  ,  «  =  6 ,    onde  r~ì,  r  ~  3  , 

dacché  segue  che  le  curve  di  terzo  gra'do  non  possono  avere 
che  un  sol  punto  di  regresso  ,  e    quelle    di    quarto  tre.  Non 
sarà  inutile  notare  che  la  curva  espressa  dall'equazione 
jénnali  di  Scienze  Mat.  e  Fis.  T.  III.  maggio  1852.  jl5 


(  230  ) 

4y4  _  16jry3  H-  144x4  H-  4y^  —  24a?^y  —  48x3  -f-  y* 

-h  4xy  -f-  4x*  =  0 

h<i  tre  punii  di  regresso  uno  airorigine  delle  coordinate,  l'ai- 

1 

tro  sull'asse  delle  x  ed  ha  per  ascissa  -x-;  ed  il  terzo  sulTas- 

6 

1 

se  delle  y  ed  ha  per  ordinata  —  "^  -  '^  curva  passa  per  que- 

sii  tre  punti,  per  esempio,  0,  A,  B  ed  ha  tre  rami  OA,  AB, 
BO  che  determinano  una  specie  di  triangolo  curvilineo  OAB, 
di  cui  i  vertici  O,  A,  B  sono  i  tre  punti  di  regresso ,  e  tutta 
la  curva  cade  nell'angolo  delle  x  positive,  e  delle  y  negative. 
La  tangente  al  punto  O  fa  coli'  asse  delle  x  positive  un  an- 
golo che  ha  per  tangente  trigonometrica  —  2;  quella  al  punto 
A  un  angolo  che  ha  per  tangente  trigonometrica  2  ;  e  quella 
al  punto  B  un  angolo  che  ha  per  tangente  4  ;  talché  le  loro 
equazioni  sono  rispettivamente 

/  1\  1 

y  =  —  ar  ,      y  =  2^a:  —  —  j  ,     y=4j;  —  y  . 

15.  Nel  n.  12  abbiam  detto  che  una  curva  di  quinto  gra- 
do non  può  avere  che  tre  punti  doppi  in  cui  i  rami  si  toc- 
cano :  la  curva  data  dall'equazione 

32j:y4  ^  160x3^^  -t-168a;5  —  4y4  — 92jr*y^  — 145x4-t-16jr'=0 

nre  offre  un  esempio.  I  tre  punti  doppi  sono  V  origine  delle 
coordinate;  il  punto  che  ha  per  ascissa  —  e  per  ordinata  ■      ^ 

1  1 

e  quello  che  ha  per  ascissa    —  e  per  ordinata —  q-tx  •  e  le 

tangenti  a  questi  punti  hanno  per  equazioni  rispettivamente 
x  =  0,    y  =  _-l-(3x-.2),    y  =  -l^(3x-2). 


(  231  ) 
Qaesta  curva  presenta  una  branca  chiusa  che  passa  per  i 
delti  tre  punti,  ed  è  compresa  tra  l'asse  delle  y  e  la  parallela 

4 

ad  esso  che  ha  per  equaiiooe  d?  s=  — ,  la  quale  tocca  la  cur- 

4 
va  nel  punto  dato  dalle  coordinate  x  s=  —,  y  =  0  ;  ha    un* 

altra  branca  chiusa  a  sinistra  dell'asse  delle  y  che  si  estende 

l/"433  —  7 
da  X  =2  0  ad  X  =  —  — :  queste  due  parti  si  toc- 

4o 

cano  all'origine  delle  coordinate.  Finalmente  ha  una  terza  bran- 
ca composta  di  due  rami  infiniti  che   hanno    per   asintoto  la 

1 

retta  data  dall'equazione  x  =  -^y  e  la   quale   é    toccata    dalla 

o 

7-4- 1/^433      , 

retta  espressa  dall  equazione  x  = rr nel  punto  ove 

4o 

questa  retta  incontra  l'asse  delle  x  ;  questa  terza  branca  tocca 

1  1 

la  prima  ne'  due  punti  a?  =  — ,  y=  dz  ^-j^  >    rimane    pri- 

mieramente  a  sinistra  delle  due  corrispondenti  tangenti  al  pari 

della  prima,  poi  le  intersega  nei  punti  a?  =  - ,  y=  z±i  r—:^ 

e  procede  convergendo  all'infinito  col  suddetto  asintoto  (^). 

Napoli  8  gennaio  1852. 


(*]  Non  sarà  inutile  avvertire  cbe  la  2*  e  la  3>  parte  della  curva  in 
quistiooe  sono  rappresentate  da  una  niede»iina  equazione  ;  cioè  dalT  e- 
quazione  che  dà  il  valore  di  y^  iu  cui  si  prenda  il  radicale  escluniva'* 
mente  coi  segno  •+•. 


■■      '      -i' 
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SAGGIO  DI  ARITMETICA,  DE'QUOTI  INTERI, 

E  DE'  RESIDUI. 

MEMORIA 

DEL  COnn*  I»  CICCOI.INI 

gii  profetare  all'aniyeriilà  di  Bologna. 


1.  Colla  quantità  (-jj  intendiamo  nniversalmenle  de'qao- 

li  interi  trascurato  l'avvanzo;  per  distinguerla  facilmente  dalle 
altre  quantità  l'abbiamo  chiusa  tra  una  parentesi  accompagnaU 
a  destra  inferiormente  dalla  lettera  »,  ch'è  l'iniziale  della  pa- 
rola intero.  Il  numero  p.  e.  delle   settimane   contenute  in  un 

anno  verrà  espresso  dal  quoto  intero  (V)  =^^'  *"''"•  *** 
/366\  __  g2  se  esso  sarà  bisestile.  Similmente  il  numero  de' 

bislstili  occorsi  dall'anno  primo  di  G.  C.  al  1699  equivarrà  al 

/1699\         .„. 
quoto    intero  (-j-)^  =*-**• 

2.  Colla  quantità  (y)    si  vuol   signiBcare    generalmente 

on  residuo,  od  un  avvanzo,  negletto  il  quoto,  e  la  lettera  r 
alla  parentesi  unita  a  destra  inferiormente,  indica  quivi  la  pa- 
rola retiduo.  Ond'é  che  togliendo  via  le  settimane  da^un  an- 
no, il  residuo  de'giorni  che  avvanzano  sarà  indicato  da  (—)=*» 

e  quando  l'anno  sia  bisestile  da  (-y )  =.2.  Cosi  ancora  il 
residuo  (— — )  =  3  ci  mostra  che  l'anno  1699  è  il  terzo  do- 
po il  bisestile. 

3.  Nella  materia  che  siamo  per  trattare  ,  il   denommatore 

ielle  formole  (f)  ,  (y),  rappresenterà  sempre  uno  de'nu- 
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meri  positivi  ed  interi  qui  appresso  Dotati,  cioè  3,  4   7,  15  ^ 
19,  25,  28,  30,  19x22  =  532, 15x19x28=7980. 

4.  NoD  cosi  però  avverrà  del  nameratore  a,  il  qaale  espri-^ 
mera  ora  una  quantità  monomia,  ora  una  polinomia  secondo  la 
natura  de'problemi  da  risolvere.  Se  monomia  essa  potfà  esser 
aguale  o  ad  un  numero  intero,  o  ad  un  fratto^  o  ad  un  quoto 
intero,  o  ad  un  residuo*  Se  polinomia  essa  potrà  contenere  in 
termini  distinti  non  solo  più  d'una,  o  tutte  quattro  le  quantità 
precedenti,  ma  ancor  di  ognuna  di  esse  un  numero  qualunque. 
Al  proposito  nostro  però  basterà,  che  noi  ci  limitiamo  in  pro- 
gresso ad  analizzare  i  casi  più  semplici  soltanto  ,  i  quali  sa- 
ranno sempre  compresi  generalmente  da  qualcuna  delle  quat- 
tro espressioni  seguenti. 

m' -\-m   I  —  ) 

'■'■■■  ÌtK—t^I 


mf'  -f-  m' 


m  -4-  m 


3.» 


m"  -+-  m' 


4.". 


nelle  qua!i  le  quantità  a,  m"j  m\  m  potranno  essere  ciascuna 
per  se  positiva  o  negativa,  secondo  richiederanno  i  quesiti  pro- 
posti. Avvertiamo  fin  da  ora  quanto  ai  residui,  che  se  dal  cal- 
colo loro,  ottengansi  risultati  negativi,  dovranno  questi  essere 
mutati  in  positivi,  nel  modo  che  appresso  si  dirà  3  ma  di  ciò 
daremo  più  sotto  un'ampia  spiegazione.  Per  mezzo  di  un*^  ac- 
ciEirata  analisi  delle  quattro  diverse  combinazioni  qui  sopra  ri- 


(  234  ) 
portate,  noi  scopriremo  alcane  proprietà  deVesidai,  e  dei  qvoti 
interi  assai  belle,  le  quali  impiegate  poi  con  destrezza  ci  abi- 
literanno non  solo  a  ridurre  varie  formole  complicate  ad  altre 
equivalenti  più  semplici,  ma  ancora  a  stabilire  principj  utili , 
e  regote  nuove  per  la  soluzione  di  più  problemi. 

5.  Abbiamo  insinuato  nel  §  4  precedente  di  dover  render 
positiva  se  non  lo  fosse  ,  la  somma  delie  quantità  conteoale 
dai  numeratori  de'  residui  ;  esporremo  ora  la  regola  per  ese- 
guirlo, e  la  ragione  di  lei.  Dico  adunque  che  i  residui  de*quali 
trattiamo  ^ono  di  natura  loro  positivi.  Ad  aver  un*  idea  dell' 
esser  loro  positivo  basterà  di  richiamarci  alla  memoria  l'esem- 
pio da  noi  dato  al  §  2  dove  il  residuo  di  uno  o  due  giorni 
che  colle  52  settimane  costituiscono  Tanno  comune,  ed  il  hu 
sestile  non  può  essere  che  una  quantità  positiva.  Potrebbe  qui 
dimandarsi  come  avvenga  adunque  che  dal  calcolo  possano  ot- 
tenersi residui  negativi  ?  A  dare  una  spiegazioue  di  ciò  assai 
facile  da  comprendere  soggiungerò  Tequazione  seguente 

52  settimane  +  due  giorni  = 

53  settimane  —  cinque  giorni 

dalla  quale  ognuno  potrà  osservare  nel  membro  a  destra  un 
residuo  negativo  :  togliete  via  però  cinque  giorni  dalla  53""^ 
settimana  e  vi  rimarranno  52  settimane  più  due  giorni,  come 
sono  nel  membro  a  ministra  ;  ora  il  -f-  2  essendo  il  comple- 
mento positivo  aritmetico  a  1  =b  del  residuo  negativo,  ne 
segue  che  un  residuo  negativo  è  sempre  uguale  al  residuo 
positivo  espresso  dal  complemento  suo  aritmetico  al  denomi- 
natore 6  ,  n  ec. 

6.  Un  tale  cambiamento  di  segni  negativi  in  positivi  si 
rende  Be'noslrì  calcoli  indispeosabile,  dee  però  esser  eseguilo 
nel  modo  ora  espresso,  cioè  dire  che  nei  soli  resìdui  negativi 
risultanti  dalla  somma  de'termini  contenuti  nel  numeratore  lo- 
ro da  sostituirsi  h  —  a  in  luog;0  di  valersi  di  —  a,  ed  allor- 
ché la  somma  suddetta  negativa  sia  Maggiore  nttuericameole 
di  S  ,  si  prenderà  il  complemento  arilaietioo  a  ip,  fatto  p  =a 
2^  3,  4  ec.  secondo  che  farà  di  bisogno,  essendo  che  un  re* 
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sidao  non  cambia  il  suo  valore  coU'aggiugoergil  o  soUrargU  un 
nalUplo  di  b.  Cosi 

/99v        /1400-+-99v        /U99\  /1499\        /99\ 

vtI=(— ? — l=(-rl'  «  (-tI^ItI 

Da  una  tale  proprielà  di  non  cambiar  il  proprio  valore  deVe* 
sidai  GoU'aggiugnergli  o  sottrargli  il  denominatore  loro,  ne  se- 
gne  inoltre  ,  che  se  un  coefficiente  di  un  residuo ,  e  di  un 
quoto  intero  (esistente  però  nel  numeratore  di  un  residuo)  sia 
maggiore  del  denominatore,  esso  coeficiente  potrà  esser  dimi- 
nuito della  quantità  del  denominatore  medesimo  o  del  multi- 
plo suo.  Abbiasi  per  esempio 


Mn^'Hr). 


questa  si  ridurrà  a 


r  "  (f  b  "  (f  ),  -J 


con  ciò  non  essendosi  fatto  altro  che  sottrargli 


j-liiVl^j 


che  è  un  multiplo  di  7. 

7.  A  toglier  via  ogni  scrupolo  sulla  bontà  de'risultati  che 
in  seguilo  si  otterranno  da  noi  nonostante  la  trasformazione 
de*  residui  negativi  in  positivi  faremo  per  ultimo  e  di  nuovo 
osservare^  che  il  denominatore  b  rappresenta  sempre  un  qual- 
che periodo  di  cui  si  fa  uso,  sia  ne'  diversi  calendarj,  sia  ne* 
computi  cronologici,  come  sono  quei  degli  anni  comuni  e  bi- 
sestili; de'giomi  della  settimana,  e  dell'Indizione  Romanaf;  de' 
cicli  lunare  e  solare,  e  di  altri  diversi. 

AI  §  3  notammo  i  numeri  appartenenti  a  tali  periodi.  Onde 
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chiaramente  apparisce,  che  il  risultato  negativo  del  calcolo  del 
numeratore  di  un  residuo,  ottenuto,  altro  non  significa  che  si 
è  passato  più  oltre  del  dovere  di  uno  o  più  periodi,  e  perciò 
fattane  la  sottrazione,  com*è  detto,  si  rientra  nel  vero  periodo 
coirayanzo  positivo  che  gli  compete ,  come  già  si  osservò  al 
§.  5.  Conviene  adoprare  tale  mutamento  di  segni  ne'  residui 
ragionatamente  per  non  cadere  in  errore.  Sia  por  esempio 

L        30         J/ 

Altri  potrebbe  qui  equivocare,  se  prendesse  il  complcmcnte  a 
25  del  secondo  termine  del  numeratore,  e  facesse  il  residuo 
dato  =  12 -h  8  =  20,  laddove  dee  farsi  12-17=-  5=25 
complemento  a  30.  I  residui  esistenti  ne'numcratori  di  un  re- 
siduo conservano  sempre  il  proprio  valore  dipendente  dal 
segno  che  li  accompagna,  ma  sommati  cogli  altri  termini  dello 
stesso  numeratore,  se  la  somma  riuscirà  negativa,  si  farà  uso 
del  complemento  aritmetico  di  lei  al  denominatore. 

8.  In  luogo  di    lì     ,  (-7—)  si  adopri  sempre 

-— f  — I    ,    —  (t")   ^^^  ^  P'"   semplice  e  più  chiaro,  ed  il 
valore  loro  non  è  punto  alterato. 

9.  Quantunque  i  valori  <li  (-7-)  rigorosamente  parlando  sia- 
no compresi  tra  i  limiti  di  zero  e  di  b  —  1  ,  ciò  non  ostante 
quando    abbiasi    (-r-)  =^^  °^i  ì°  alcune  circostanze  faremo 

uso  del  valore  di  b  invece  dello  zero,  la  qual  cosa  però  ogni 
volta  che  avverrà  non  mancheremo  di  dirlo,  perchè  altri  lo  av- 
verta. 

'  10.  Nell'algebra  comune  si  ha  mi—\==—  ,  non  così  però 
avviene  in  quella  de'quoti  interi,  perciocché  la  quantità  m(—j 
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ha  per  lo  più  il  suo  valore  diverso  da  qoello   delia  quantità 

/  — }   .  Dissi  per  lo  più,  perchè  allora  quando  vi  s' inconlri 

/  a  \        /ma\ 
a  moltiplo  di  6,  allora  si  avràmf  —  )  '^\y)    *  <^<>"*®  *"<^<>'** 

quando    m  (—\  sia  <*•  Ma  questo  meglio  apparirà  colfajuto 

di  un  esempio.  Suppongasi  pertanto 

m  =  3,  4  =7  ,  a=  21,  24,  27,  30,  33,  36,  39,  42 


noi  avremo 
tu 


(y)  =  9, 9,  9, 12, 12, 15, 15,  18 
l^-)  =  9,  10, 11, 12, 14, 15, 16, 18 


dove 


m 


(^)  =  0, 9, 18, 6, 15,  3, 12,  0 

(^)  =0,2,4,6,1,3,5,0  . 

Confrontando  i  valori  de^duc  quoti  interi  si  vede  chiaramente, 
che  le  supposizioni  di  a  =  21  ,  42  multipli  di  7  =  i  danno 
risultati  eguali  com'è  stato  esposto  da  noi.  Dc'sei  valori  inter- 
medj  due  sono  uguali^  e  quattro  differiscono  tra  loro.  Merita 
attenzione  nelle  combinazioni  de'33  valori  suddetti  ,  che  lad- 
dove due  de'quoti  interi  corrispondenti  riescono  eguali  tra  lo- 
ro, i  residui  loro  sottoposti  lo  divengono  del  pari;  ciò  nasce 
dalla  connessione  che  hanno  i  quoti  interi  coi  residui,  quando 
i  numeratori,  ed  i  denominatori  loro  sono  espressi  dalle  me^ 
desime  quantità  a,  b.  Lo  scopo  nostro  principale  però  nel  dare 
1'  esempio  suddetto  consiste  in  questo ,  di  mostrare  ,  e  di  far 
ben  comprendere  la  differenza  che  passa  ne'quoti  interi  tra  il 
coeflSciente    quando  è  fuori    da  quando  è  dentro  la  parentesi 
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loro,  non  equivalendo  con  certezza,  che  ne'casi  accennati.  Qaanto 
ai  residui  si  avrà  detta  differenza  è  per  se  medesima  manife- 
sta, e  Tidentità  deVisultati  non  accade  del  pari  con  certezza, 
che  quando  a  è  multiplo  di  7^  caso  in  cui  i  due  residui  di- 
vengono uguali  a  zero.  Si  avverta  inoltre,  che  quando  ^(-r  ) 

ed     (t")    ^  numeratore  di  un  residuo  come  in 


[4^1  -  r-^'i 


allora  si  ha  sempre 


<ÌHt\ 


11.  Nell'equazioni  dolPalgebra  comune  si  trasporta  un  ter- 
mine da  un  membro  all'altro  col  cambiargli  il  —  in  + ,  ed  il 
•4-  in  — ,  ma  nell'  equazioni  tra  residui  contenenti  nel  nu- 
meratore quantità  flnite  ,  residui ,  e  quoti  interi  non  solo  ha 
luogo  il  mezzo  medesimo,  ma  ancora  (attesa  la  proprietà  loro 
al  §  5  dimostrata)  quello  di  trasportar  uno  o  più  termini  da 
un  membro,  col  notare  nell'altro  membro  collo  stesso  segno  il 
complemento  al  suo  denominatore.  Sia  p.  e. 

si  arra 

3^-6Hh-6(5-) 

(tI=  [ r^I- 

Per  la  qual  cosa  potremo  d'ora  innanzi  trasportare  direttamente 
i  termini  da  un  membro  all'altro  dell'equaziofie  impiegando  i 
complemenli  loro  al  denominatore  cogli  stessi  segni. 
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12.  Stimo  opporlano  qai  di  avvertire,  cbe  ad  un'equazione 
tra  residui  non  si  può  toglier  via  la  parentesi  colla  lettera  r 
né  da  un  membro,  né  da  ambidue  senza  distruggere  V  egua- 
glianza loro.  Infatti  si  avrà  bensì!  — j  =  (  — j  ,  ma   non    mai 

27      /43v  27       43 

Y=  [yJ  '  "^    tampoco  y  =  _  . 

(o  \  III 

— ì  abbiasi  a  =  —  il 

residuo    che  si  ottiene  dal  calcolo  suo  è  una  frazione  che  ha 
per  denominatore  n;  ondo  sarà 

33  3 


V2oK       T     \T  Jr      4  ' 


di  maniera  che  tornerà  meglio,  e  sarà  più  semplice  di  espri- 

m 

mere  delle   quantità    con  — (-7-)    ^*  quello  *■*  co"  ("7") 
e  perciò  polransi  sostituire  le  quantità 


1 

7 


(25).'    4(7) 


in  luogo  delle  riferite  poco  avanti,  e  la  ragione  di  ciò  sta  in 
questo,  che  il  denominatore  b  è  quello  cui  appartiene  il  resi* 
duo,  e  razione  sua  si  estende  soltanto  sul  numeratore  m.  Ab- 

14 

biasi  p.  e.  (-^)  safà  il  suo  valore  =0,  poiché  ~t"("7')  ~'^- 

Neiraritmetica  comune  non  s*  inconlran  mai  si  falla  sorta  di 
residui,  tuttavia  nell'  algoritmo  de*  quoti  interi ,  e  de'  residui 
hanno  luogo,  e  tratteremo  in  progresso  de'problemi^  ne'  quali 
essi  vi  entreranno. 

14.  Da  un'equazione  che  contenga  de'quoli  inleri    (-7-) 
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quesli  posson  esser  facilmente  eliminati  col  lasciare  intatto   il 
denominatore  loro  &  ,  e  col  sottrarre  dal  suo  numeratore  il  re- 
siduo che  risulterebbe  dalla  divisione  se  invece  di 


avesse    --,  ch'è  tanto  dire  fare  (  -1-  )  = -1^-1-1.  L*a- 


(t),= 


"-(tX... 


guaglianza  di  queste  due  espressioni  è  evidente,  l'una  e  T  al- 
tra dà  un  numero  intero  come  p.  e. 


V  4  /' ~       4 


27       ... 

27-3       - 

■1    ■  ■  =  D. 


Tale  trasformazione  de'quoti  interi  ci  sarà  utilissima  ,  poiché 
liberali  «ssi  dalla  parentesi  colla  lettera  t  potranno  in j)ar<e  ri- 
guardarsi come  quantità  aritmetiche  comuni,  e  potranno  som- 
marsi ad  altre  quantità  Bnite  dai  problemi  contenute ,  e  cosi 
adattarsi  meglio  alle  riduzioni  più  semplici  che  di  loro  posson 
farsi.  Dissi  in  parte  in  quanto  che  volendosi  eliminare  un  quoto 

intero     (-7-)     com'è  detto  non  si  può  sfuggire  d'impiegarvi 

il  residuo   corrispondente  (-7-)   9  tuttavia  il  vantaggio  ne  sarà 

sempre  sommo ,  poiché  così  facendo  il  computo  distinto  de' 
quoti  interi,  e  de'residui  restrignerassi  al  solo  calcolo  di  que- 
sti ultimi,  i  quali  alcune  volte  possono  ancora  sommarsi,  o  sot- 
trarsi, od  elidersi  tra  loro,  e  render  così  le  formole  più  sem* 
plici,  che  non  si  sarebbero  ottenute  senza  la  sostituzione  sud- 
detta. 

15.  La  frazione  proveniente  nel  numeratore  della  ora  espo- 
sta trasformazione  de'quoti  interi,  quando  questi  trovansi  nel 
numeratore  di  un  residuo,  può  essere  facilmente  tolta  via  col- 
Taggiugnergli  0  sottrargli  un  multiplo  del  denominatore  b  ta- 
le, che  la  renda  divisibile  per  il  denominatore  di  lei.  Sia  per 
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esempio 

^  »  -  (tX 

a  H 

[ — ^— ] 

aggiungasi  a  questa  la  quantità 


'«-'(f) 


4 
multipla  di  7  e  si  avrà 


16.  Il  multiplo  di  7  che  ci  ha  liberato   nel  §  precedente 
del  denominatore   4  della  quantità 


"  -  {il 


4 

era  assai  facile  di  prevederlo,  potrebbero  però  incontrarsi  de' 
casi  da  imbarazzare  il  calcolatore^  e  perciò  stimo  opportuna 
di  qui  aggiugnerc  la  seguente  regola  generale^  onde  venirne  a 
capo  facilmente.  Sia  dato 

dalla  quale  da  quanto  si  A  detto  si  trae  essergli  uguale 


pnK±:p 
a 


o\ 


[ r^I 
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e  vogliasi  liberar  questa  quantità  dai  denominatore  n.  Facciasi 

b  X  -f-  p 

perciò     ^  =  T  numero  intero,  e  si  determini  colle  note 

n 

regole  il  minor  valore  possibile  A' x^  e  quindi  al  coefficiente  p 

de'  termini  del  fratto  del  numeratore  del  dato  residuo  si  ag- 

giunga  db  bx  quantità  visibilmente  multipla  di  b^  e  la  somma 

verrà 


(bx-^p)m  z^{bt-^p)(  —  j 


n 


r 


e  sarà  sempre  divisibile  per  n,  onde  chiamatone  Q  il  quoto,  il 
residuo  supposto  si  ridurrà  ad  |  -^ — \  .Yeggiamo  ora  di  ridurre 

con  la  teoria  precedente  ad  un'espressione  più  semplice  la  for- 
mola 


r  \  la  Al 

L  30  J, 


djel  chiarìssimo  Gav.  Delambre  (V.  Hist.  de  l'Astron.  mod.  pag. 
50  voi.  1)  dalla  quale  abbiamo 

o=llH,   /)=1,    m  =  H  — 1,    n  =  19,    4  =  30, 

e  sarà  facilmente  determinato  x  =  12.  Si  trovò  x  =  12  nel 
modo  seguente 

30a!  H-  1  Wx  -4-  1 

T  =  — .^_=x+  ___  =x+  y, 

19ff  — 1  8fl  — 1 

llr-4-l  3r-+-l 

i  =— g-  =r^—^=.T^i, 

8<-l       „       2<  — 1      „ 
r  =  — 2 —  =  2*H--— -  =2<H-  u, 
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3«n- 1  u  -f- 1 

f=    — =t«-+-  — -—  =nH-tr, 


ti  =  2to  —  1,      e  fallo        id  =  1 
si  avrà 

u  =  l,    t  =  2,    r  =  5,    j=7,    ed    a?  =  12 
Per  la  qual  cosa  si  avrà 

bx  -i-p  =  30.12  -H  1  =  361 , 
€  la  forinola  Delambriaoa  diverrà 

11 H  -t-  361(H-1)-361(H-1) 

[ .r^^ X 

15H  H-  19H—  19  —  19f?T-*'j 

-L  30  ]/ 


alla  quale  aggiogoendo  il  multiplo  di  30,  cioè 

H— 1" 

V  19 


—  30H  -4-30  -I-  30(^^^ 


30 
si  riduce  ad 

L  30  Jr~L  30  J, 

espressione  ,  che  cerlamente  é  più  semplice  di  quella  di  De- 
lambre,  la  qi^ale  inollre,  compensando  il  —  1  eh'  è  denlro  la 
parentesi  col  +  1  che  é  fuori  di  lei,  potrà  ancora  esser  ri- 
dotta  ad 


L       30      J,  ' 
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se  non  che  in  questa  allorché  accaschi  H  =  19    si    prenderà 
19  in  luogo  di  zero  (V.  il  §.  9.) 

17.  È  noto  che  non  si  può  determinare  il  valore  d'x  prece- 
dente se  nou  quando  i  numeri  by  n  (nel  dato  esempio  ugnali 
a  30,  19)  siano  primi  tra  loro,  ne  segue  quindi  di  non  doversi 
mai  teolare  di  ridurre  un'  residuo ,  che  abbia  nel  numeratore 
de'quoti  interi  se  b^  n,  n!  etc.  non  siano  tali,  poiché  si  perde- 
rebbe il  tempo  inutilmente. 

18.  Finora  abbiam  trattato  di  ridurre  i  residui  che  conten- 
gono questi  interi  noi  numeratore  ,  passiamo  ora  a  ridurre  i 
quoti  interi  che  contengono  del  pari  quoti  interi  nel  numera- 
tore ,  tali  quantità  sono  rappresentate  al  §  4  dalla  formola 
quarta.  Noi  vi  applicheremo  le  stesse  regole,  che  abbiamo  pre- 
cedentemente impiegate.  Sia  per  esempio  da  ridurre  il  quoto 
intero  della  quantità 

usata  dal  Cav.  Delambre  (V.  Hist.  de  TAstron.  raod.  png.  9,  e 
70).  Poiché  il  suo  numeratore  equivale  a 


K— 15  — 


25  25 


24K  —  358 


dal  quale  risulta  del  pari  un  numero  intero ,  se  noi  lo  sosti- 
tuiamo al  quoto  intero  dato,  questo  si  muterà  in 

/K— 17\ 
"  \    25    A 

[ 1 -l 

Così  noi  abbiamo  liberato  il  numeratore  suo  dalla  lettera  t,  re- 
sta ora  che  ci  liberiamo  dalla  rimanente  lettera  t,  il  che  sap- 
piamo ottenersi  senza  punto  alterare  il  suo  valore^  dandogli  la 


forma  seguente 


(  '^45  ) 


24K-358-t-       ,,  24K  —  358 -h  ^^;r— 

23  r  23 


25 


L  25  J, 


3 
la  quale  per  il  §  13  si  riduce 


ì_ 

25 


kr^H^  ) 


.«-35s.(5iL'X-[-^ ^AJW^X 


3 

Questa  forinola  è  certamente  più  complicata  della  data  da  ri- 
durre, ma  ha  il  vantaggio  di  esser  liberata  interamente  dalle 
due  lettere  t,  e  di  dar  sempre  i  yalori  di  lei  in  numeri  inte- 
ri, poiché  il  suo  numeratore  per  qualsivoglia  valore  di  K  è 
sempre  divisibile  per  25 ,  ed  il  quoto  che  se  ne  ottiene  Io  ò 
per  3.  Tale  circostanza  ci  abilita  a  poterla  liberare  facilmente 
da'due  residui  che  sono  nel  numeratore  Tuno  additivo,  e  Tal- 
tro  sottrattivo ,  de*  quali  i  limiti  del  valore  loro  sono  per  il 
primo  0  e  24,  e  per  l'altro  0  e  — 2,  ed  è  da  osservarsi  che  allo- 
ra quando  il  primo  residuo  ha  il  suo  massimo  valore  di  24,  il 
secondo  lo  ha  di  — 2,  tanto  che  i  due  residui  insieme  non  pos-  < 
son  mai  sommare  più  di  22.  Per  la  qual  cosa  se  in  luogo  loro 
sostituiremo  nell'ultima  formola  da  noi  ottenuta  il  numero  22, 
essa  cesserà  bensì  di  dare  un  numero  intero,  ma  il  valore  di 
lei  si  manterrà  il  medesimo,  negletto  che  sia  il  residuo,  che  da 
essa  può  derivare,  il  che  potrà  essere  indicato  colla  lettera  t , 
e  divenire  nuovamente  quoto  intero,  ma  assai  più  semplice  di 
quello  che  da  principio  fu  da  noi  proposto  da  ridurre  3  per- 
ciocché così  facendo  noi  avremo  definitivamente 

K_15_  (^^\ 
r  \    25    A-|  _  1  r24K— 35K-t-22-i   _  rSK— li2-| 

L  3  .J,~25L  3  J,  —  L      25     J, 

^Knoit'  di  Seienxe  Mot.  e  Pit.  T.  III.  giugno  1882.  16 
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19.  Noi  abbiamo  preferito  nel  precedente  §  di  ridurre  Id 
formoU  di  Delanibre  a  qualunque  altra  non  solo  perchè  ap- 
partiene ad  un  autore  rinomato^  ma  ancora  perchè  della  me- 
desifia  si  occupò  il  ehiarìss.  Astronomo  Carlini  nella  Biblioteca 
italiana  alla  pagina  343  del  tomo  XIII  ;  ma  nel    ridurla  egli 

ottenne  —  di  troppo,  de'quali  il  metodo  nostro  di  riduzione  ne 
scopre   Toriginc  ,    e  al  tempo  stesso  ne  è  esente.  I    detti   — 

però  non  alterano  punto  il  giusto  yalore  del  quoto  intero  dal 
Sig.  Carlini  concluso,  il  quale  è  uguale  all'ottenuto  da  noi,  ma 
io  reputo  il  suo  piuttosto  prodotto  dalfazardo,  che  da  fondata 
teoria,  poiché  egli  avrebbe  potuto  ottenere  del  pari  —  111  come 
ottenne  —  112,  Infatti  sostituendo  K  -^  17  ad  n  nella  sua  e- 

quazionc 

/24n  ^  24  -H  50\ 

\  3,25  A 

si  ha 

24K  ~  408^  74\        /24K  —  334 


\  3:25  /,  ^  1       3. 25      l 


1 


e  dividendo  per 

8K  —  m  4- 


3 


=  ( 25 1' 


che  secondo  il  principio  da  lui  adottato  riesce 

8K~II? 


Ora  da  questa  formola  fatto  K  =:  17  si  lia 

8.17  —  lllv        ,25 


( 25        ),  =  l25l-^ 


e  noi  sappiamo  d'altronde  cbe  con  K  =i:  17    la   vera   formola 
deve  dar  zero  in  laogo  di  1,  come  zero  si  ottiene  da 
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(»■  "  -  '"')    =0. 

\         25         /, 

Per  la  qual  cosa  noi  siamo  persuasi  che  a  voler  ridarre  i  quoti 
interi,  che  contengono  nel  numeratore  uno  o  più  quoti  interi, 
debbono  tutti  quanti  essi  sono  esser  eliminati  nel  modo  da  noi 
prescritto  con  che  si  otterrà  un'espressione  finita  composta  di 
nnmm  e  di  residui,  esaminando  poi  ciascuno  iì  questi  ultimi 
▼edere,  se  abbia  luogo,  di  sostituire  in  laogo  loro  an  numero 
che  li  rappresenti ,  senza  che  muti  il  valore  dell*  espressione 
suddetta,  come  appunto  praticammo  poco  avanti  cofFaggiugnc- 
re  22  in  luogo  de*dne  residui  nelìa  riduzione  da  noi  fatta  della 
formola  del  chiarissimo  Cav.  Delambre. 

20.  I  quoti  interi  ed  i  residui,  generalmente  parlando  deb* 
bofio  computarsi  ciascuno  da  se  separatamente,  tuttavia  incon* 
trandosi  di  dover  sottrarre  un  quoto  intero  da  un  altro  che 
abbiano  lo  stesso  denominatore,  in  tal  caso  Tespressione  loro  po- 
trà esser  sempiificata  nel  modo  seguente.  Sia  per  esempio 


(-)  -  (-■) 


che  equivarrà  ad 


^  n  'r V  n  \ m--m       \  n  V  \  n  /^ 

n  .       n  n  n       ' 

Ora  poiché  fa  somma  di  questa  dà  sempre  un  numero  intero, 
ne  segue  che  t  suoi  due  primi  termini    divisi    per  n  daranno 

oltre  lo  stesso  numero  intero  lavvanzo   1    che  é  da   sot- 

n 

trarsi,  onde  basteranno  essi  due  termini  al  calcolo  della  dìSc^ 

renza  de'due  quoti  dimandata,  e  si  avrà 

e,-(T),=r — r^i- 


(  34S  ) 

L'atilità  di  questa  ridazione  non  è  da  disprezzarsi  ancora  per 
questo  perché  da  lei  siamo  avvertiti  che  per  avere  un  risaltato 


m  —  nJ 


esatto  non  basta  il  calcolo  di  ,    ma    conviene    tener 

conto  del  residuo ^  ,  il  che  non  salta    agli    occhi  a  prima 

vista»  e  può  facilmente  sfuggire;  uomini  esercìtatissimi  nel  cai* 
colo  possono  su  ciò  ingannarsi  ,  ed  in  prova  di  questo  mi  fo 
a  rilevare  che  perfino  il  chiarissimo  Francoeur  ha  dato  unafor- 
mola  erronea  per  il  computo  corrispondente  dell'era  nostra  col- 
la maomettana  per  non  avervi  avuto  riguardo  (Y.  Bulletin  des 
scienccs,  Section  première,  novembre  1828  pag.  336  voi.  X) , 
come  sarà  più  ragguagliatamenle  esposto  nell* opuscolo  che  io 
darò  in  luce  sullo  stesso  argomento,  letto  fin  dal  1829  alfAc- 
cademia  delle  scienze  dì  Napoli,  e  del  quale  i  Commissari  da 
lei  perciò  nominati  (Brioschi,  Flauti  e  Visconti)  fecero  un  rap- 
porto per  me  onorevolissimo.  Applichiamo  ora  ciò  che  vien  d* 

■ 

esser  esposto  ai  due  seguenti  quoti  interi 

1725  V 

vw),  -  (  19"),=  L — 19 — J, =(19),= ®- 

É  forza  di  convenire  che  così  il  calcolo  de'due  dati  quoti  ne 
più  breve  e  più  semplice,  di  quello  sia  calcolarli  separatamente, 
e  poscia  farne  la  sottrazione. 

21.  Se  invece  della  differenza  di  due  quoti  interi  si  cer- 
casse di  ridurre  la  somma  loro  ad  un  espressione  più  sempli- 
ce, riuscirebbe  vano  il  tentativo.  Infatti  avrebbesi  allora 

/m  \         /m' \        m-4-  m'        ^  n  '.         \n  L 

—     -+•    —     — 

\n   i       \n  ' i  n  n  n 

espressione  nella  quale  il  massimo  della  somma  dei  due  resi- 
dui potendo  essere  maggiore  delfunilà,  ed  il  minimo  di  lei  es« 


1830v         /1725x        ^^^^^\  19  ;  -|         420 
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sere  =  0  ,  converrebbe   tener    conto  di  ambidue  pel  calcolo , 
onde    scoprire  se  sia   o  no  da  sottrarre  1'  unità  dal  quoto  di 
m-hm!  diviso  per  n. 

22.  Non  solamente  i  quoti  interi ,  ed  i  residui ,  dei  quali 
finora  abbiamo  trattato  possono  ridursi  in  altre  quantità  più 
semplici  senza  punto  alterare  il  valore  loro  ma  si  danno  ancora 
altre  quantità  nelle  quali  entrano  bensì  un  qualche  residuo  o 
quoto  intero,  e  tuttavia  non  sono  né  Tuno,  né  Taltro.  Noi  da* 
remo  un  esempio  delle  medesime.  Sia  pertanto  la  formola 

'«  -KtI  -  » 


dalla  quale  per  qualunque  sia  valore  di  K  il  calcolo  di  lei  da 
sempre  un  numero  intero  senz'avvanzo.    Per  la  qual  cosa  noi 


(^) 


senza  alterar  punto  il  suo  valore  potremo  sostituire  a    — ~ 

3 

il  suo  massimo  valore  di  -r-  »  e  riducendola  di  quantità  finita 

4 

in  quoto  intero  esprimerla  con 

3K^3  — 8x        /3K 


/ón.  -i-  o  —  o  \  /oiv  —  D\ 

\      4      i-r~A-ì,- 


23.  Al  §  20  noi  esponevamo  come  possan  ridursi  ad  uno  dao 
quoti  interi  Funo  positivo,  l'altro  negativo,  e  che  hanno  lo  stos- 
so denominatore,  ed  il  risultato  si  fu  un  quoto  intero  in  ap- 
parenza meno  semplice  de*due  quoti  dati,  ma  secondo  noi  più 
facile  da  calcolarsi.  Vediamo  ora  se  fia  possibile  di  ridurre  ad 
uno  due  quoti  interi  di  segno  contrario  del  pari ,  ma  con  di- 
verso denominatore.  Tentiamo  adunque  di  sommare  due  quoti 
interi  poco  avanti  trovati  da  noi,  cioè 

/3K  —  5 .         /8K~il2> 
~\      4      fi'^y      25       /, 
i  quali  equivarranno  a 


n 
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3K  — 5v /8K  — 112 


-  (3K  _  5)  +{?^')  8K  _  112  -  ('i^O 


25 
1  ,3K— 5»         1,8K-112 


=  -  0.43K  -  3.23  +  _(  -^l  -  ^(^^  l 

dalla  quale  risaltando  necessariamente  un  numero  intero  ,  si 
rende  manifesto,  cbe  i  tre  termini  negativi  debbano  dare  un 
avvanzo  negativo  uguale  al  termine  positivo  rimanente,  e  per- 
ciò si  avrà 

/3K— 5v         .8K  — 112v 

-(-X-),.-^(-25— ). 

f*  /8H  —  112v  o  «ol 

Il  residuo  — ( ^r 1     è  facile   da    calcolare  ,    poiché  il 

computo  del  suo  numeratore,  e  la  divisione  per  25  sono  ope- 
2Ìoni  semplicissime  per  determinarlo,  e  determinato  cbe  sia  in 
luogo  di  dividerlo  veramente  per  25  potrà  incontanente  essere 
ridotto  a  decimali  mulliplicandolo  per  i,  e  cosi  renderlo  omo- 
geneo agli  altri  due  termini.  Sia  per  esempio  K  =  31 ,  sarà 

8K— 112  =  136, 
che  diviso  per  25  dà  11  di  residuo >  che  multiplicato  per 

ciò  non  ostante  il  quoto  ottenuto  da  noi  è  meno  semplice  cer- 
tamente de*due  quoti  dati.  Ad  otteoerb  più  semplice  ho  pr<i- 
yato  di  aggiugnere  a  —  0.43K  —  3, 23  i  due  residui  separa- 
tamente, e  ne  ho  avuto 

—  r0.43K  +  0.25(5.)   H-  3.44] 

che  è  per  se  stesso  semplicissimo,  e  forse  più  che  non  lo  sono 
i  due  quoti  interi  dati  ,  poiché  lutto  si  riduce  al  calcolo  del 
primo  termine  —  0.4 3K  poiché   il  secondo   termine   non   può 
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avere,  che  uno  de*  quattro  valori  seguenti ,  cioè  0.  00,  0.  23, 
0.  50,  0^  75,  ed  il  tereo  termine  é  una  quantità  costante.  Ecco 
la  via  da  me  tenuta  per  ottenerlo]  ho  rilevato  in  primo  luogo, 
che  il  numeratore  del  secondo  residuo  8K— 112  =8(K — 14) 
non  può  riuscire  uguale  o  maggiore  di  zero  senza  supporre 
K  =  000  >>  di  14,  ed  in  secondo  luogo  che  i  valori  succes* 

ivi  di  -j-l  —7 —  )     preso  K=  14, 15, 16,  17  etc.  sono 

^./l  'o   i    i.    1    0      \ 


SI 


e  che  il  valore  tnassiiuo  di 

J^,8K— _112-        .    24 
25\      25 


/-     --)       è    25=0,96, 


Ora  è  chiaro  che  riuscendo  di  esprimere  con  un  termine   ge« 

nerale  i  valori  del  primo  residuo,  io  potrò  poi  impiegare  — 0*96 

per  il  secondo  residuo,  poiché  dando  i  quattro  termini  insieme 

un  numero  intero  negativo,  il  valore  -^0,96  dell'altro  residuo 

come  minore  dell'unità  non  potrà  mai  alterarne  il  risultato.  I 

valori  successivi  però  surriferiti  non  si  prestano  a  sottomettersi 

ad  un  termine  generale  che  tutti  li  rappresenti,  e  mi  ò  conve- 

3 

nuto  per  venirne  a  capo  di  usar  l'arlifizio  di  diminuirli  di  -j- 

4 

e  di  aumentare  di  altrettanto  —  0.96,  ond*è  che  questo  è  di* 
venuto  —  0.96  -4-  0.75  =  —  0,  21  ,  e  la  serie  de' valori  suc- 
cessivi sopra  citata  si  è  mutata  in 

\4  »   4  '  "'  4  '   4   '   4  '     / 

1   K  \ 

il  termine  generale  della  quale  é  visibilmente    "7"(-t")    •  Per 

la  qual  cosa  noi  avremo 

-  [0.43K  +  3.43  +  i(5-)  +  2l] 
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DESCRIZIONE  ORGANICA  DELLE  CURVE  DJ  2."  GRADO 
MEIUORIÀ 

DEL   SIG.  ALE86AKDBO  PELOSI 

Allievo  della  Kuola  degl'Ingegneri. 

Qaesto  scritto  ha  per  oggetto  una  soluzione  del  seguente 
Problema  :  «  Descrivere  con  movimento  continuo  una  curva 
»  di  2."  grado  di  posizione,  e  di  parametri  dati  per  mezzo  di 
»  una  direttrice  del  medesimo  grado,  di  forma  e  posizione,  o 
»  di  parametri  dati,  n 

N  Sopra  la   rella  iudefìnite  MN  si  conduca 

una  perpendicolare  FQ,  nella  quale  si  se- 
gnino (re  punti  P,  V,  F.  Sì  assumali  pun- 
to V  per  vertice,  ed  il  punto  F  per  fuoco 
di  una  curva  di  2°  grado.  Si  faccia  pas- 
sare per  V  una  secante  VS ,  la  quale  ta- 
Q  glierà  in  un  punlo  qualunque  D  fa  retta  MN; 

e  per  il  punlo  S  d'inlersezione  con  la  curva 
un  raggio  vettore  FS.  Quindi  si  faccia  pas- 
sare pei  punti  D  o  P  una  retta  indefinita  DC. 
Ora  le  tre  rette  DS,  DC,  FS  si  muovano 
intorno  ai  tre  punii  fissi  V,  P,  F  in  modo 
O  che  si  verilìchino  sempre  le  due  condizioni 

sopradette,  cioè  che  la  secante  DS  incontri 
"  la  DC  lungo  la   retta  MN  ,    ed  il  raggio 

TCttore  FS  passi  per  il  punto  d'intersezione  S.  Dovrà  necessa- 
riamente accadere  che  le  rette  DC  ,  FG  s'  iocontrino  in  un 
punto  qualunque  "C. 

»  Il  luogo  geometrico  dei  punti  di  concorso  C  è  una  curva 
»  di  2.°.  grado  che  ha  per  asse  la  retta  FP  per  vertice  il  punto 
N  P,  e  per  fuoco  il  punto  F. 

Per  dimostrare  quesla  proposizione  s'immagini  l'origine  delle 
coordinate  rettangolari  in  F,  e  sia  FQ  l'asse  delle  ascisse,  che 
progrediscono  verso  V.  Sìeuo  t,  s  eà  y,  x  le  coordinate  della 
curva  VS,.e  del  concorso  C  delle  rette  FG,  DC.  Si  chiamino 
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ce,  j3,  7  le  lunghezze  FV,  VP,  PQ.  Dai  triangoli  simili  FST,  ed 
FGR  si  ha  la  proporzione 

t:  z  =z  y  :  X. 
Perciò 

tx  =  zy. 

Inoltre  due  proporzioni  si  ricavano  dai  triangoli  simili  VST  , 
VDQ  e  PGR,  PDQ  e  sono  le  seguenti 

ST(0  :  TV(a  —  z)=DQ:  QV(/3  -h  7) 
CR(y)  :  RP(a  +  /3  —  a?)  =  DQ  :  PQ(7). 

Dalle  quali  si  ottiene  Tequazionc 

^(.Q  -^  y)  _     yy 

a  —  z         oc-h  j3 — X 

Di  più  Tequazione    della    curva  VS  riferita  ai  proprj  assi  ,  e 
con  Torigine  al  fuoco  F  sarà  della  forma  seguente 

(1)  /*  =  A  -4-  Rz  •+-  Cz\ 

Dalle  due  prime  si  ottengono  con  molta  facilità  i  seguenti  va- 
lori dì  tj  e  z  in  funzione  di  jr.  ed  y 

^  _  cr/x  oc/y 


/3(a-i-j3-4-7)-i-a7  —  /3 1'         /3(a-h-jS-f-7)-f-a7  —  ^x  ' 
i  quali  possiamo  modificare  ponendo 

P 

mx  mu 


n — X  n — X 

Con  questi  valori  Tequazione  (1)  si  trasforma  nell'altra 

« 

(n — xY  n — X       (n — xY  ' 


^ 
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ovvero 

(2)        m'y*  =  A(n  —  x)^  H-  CmV  -+•  BfM(n—x) 

evidentemente  di  secondo  grado. 

Inoltre 
l.""  La  retta  FP  è  untasse  della  naova  curva 

Perchè  la  (2)  rimane  la  slessa  cambiando  •+-  y  in  —  y. 
2.*"  II  punto  P  ne  è  il  vertice 

Infatti  per  /  =  0  si  ha 

e  perciò 

a?  =  «  -H/3. 

3."  Il  ponto  F  è  il  fuoco 

Infatti  dai  triangoli  simili  FTS,  FCR  si  ottiene  l'altra  pro- 
porzione 

FS  ;  FT(z)  =  FC  :  FR(x), 

dalla  quale  si  ricava 

FC  =  FS  .  —  . 

Ma  poiché  il  punto  F  è  il  fuoco  della  direttrice  VS ,  la  PS, 
raggio  vettore  deve  essere  una  funzione  intera,  e  di  primo  gra- 
do dell'ascissa  z}  e  perciò  potrà  porsi 

FS  =  A  -*-  Bz. 

Qui  sostituendo  il  valore  superiore  di  z  avremo 

= AH , 

in     L  n — xj 

ovvero 


FC 


'«=[V]*-^»" 


altra  espressione  di  primo  grado  di  una  retta  che  parto  da  un 
punto  F  dell'  asse  ,  e  va  ad  un'altro  punto  della  curva.  Dun- 
que ec. 
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»  La  curva  PC  non  può  essere  simile  alla  propria    direU 

»  trice  ». 

lufatti  perché  fosse  simile  sarebbe  necessario  ,  che  i  rap* 

z         t  et 

porti  eguali   —  ,  —  fossero  costanti,  cioè  eguali  ad 


Nel  nostro  caso  però  questi  rapporti   sono  yariabiii  ed  eguali 

ad    ,  e  questa  yariabilità  poi  è  una  condizione  essenziale 

n — X 

del  movimento  delle  generatrici  DS,  DC  intorno  ai  poli  V,  P, 

e  secantesi  continuamente    lungo  la  direttrice    rettilinea  MN  : 

t         z  oc 

perché  supponendo. costante  il  rapporto  —  =  —  = 


y         X         «-4-/3  ' 
e  sostituendolo  nella  equazione 

«  — z  «H-/5 — x 

esso  la  trasformerà  nella  seguente 

I  7  «— «  a 


Ma  la  curva  passa  pel  punto  P  e  nella  ipotesi  della  somigliane 
2a  le  cordo  VS  e  PC  dovendo  essere  parallele  se  ne  deduce 


ovvero 


oc  —  z 


e  perciò 


«-+-/3  —  X      oc  -h [i  ' 


=  1,    ovvero     y=/3-f-y^ 


eguaglianza  assurda,  perché  proveniente  dal  parallelismo  delle 
VS  e  PC  impossibile  a  verificarsi  poste  le  suddette  condizioni 
di  movimento. 

« 

L'equazione  (2)  varia  di  forma  al  variare  la    specie  della 
Direttrice,  ed  ognuna  delle  sue  espressioni  essendo  in  funzione 
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delle  iDdclerminate  tit  ed  n  contiene  implicitamente  la  equa- 
zioni di  tntte  le  curve  di  2.''  grado  ad  eccezione  di  una,  per 
quello  che  si  è  ultimamente  dimostrato,  nel  caso  della  Diret- 
trice circolare,  e  parabolica.  Può  dunque  concludersi^  che  in 
questo  sistema  di  generazione  con  una  'sola  Direttrice  di  2.'' 
grado  possono  aversi  tutte  le  curve  del  grado  medesimo,  me- 
no quella  della  specie  stessa  della  Direttrice  ,  quando  questa 
sia  un  circolo,  o  una  parabola. 
I  criterii  notissimi 


B*  — 4AC  =  0  f  B"  —  4AC<0 

B'  — 4AC>0  l  A  =  C 
dedotti  dall'analisi  dell'equazione  generale  del  2^  grado 

Ay^  -t-  Biry  ^  Cx^  -4*  Dy  -*-  Ea?  -h  F  =  0 

per  rapporto  alla  parabola,  all'ellisse,  all'iperbola,  e  al  circolo 
si  modificano  nel  caso  attuale  come  appresso 

C  =  0  loo  1  C<OlC  =  A. 

Quando  sia  data  di  posizione  la  Direttrice  MN  ,  di  posi- 
zione, di  forma,  e  di  grandezza  la  Direttrice  YS,  le  quantità 
m,  n,  essendo  funzioni  di  a,  /3,  7  sono  indeterminate  unica- 
mente a  cagione  che  jS  è  indeterminata:  ma  quando  la  G  avrà 
subito  tre  delle  condizioni  esposte  ,  allora  la  /3  prenderà  tre 
valori  particolari,  i  quali  determineranno  la  posizione  delle  tre 
nuove  curve.  Osserveremo  frattanto ,  che  siccome  le  estreme 
condizioni 

C=0     }     C=A 

sono  due  equazioni  determinate  rispetto  alla  fi,  e  che  le  due 
intermedie 

00    \    C<0 

hanno  bisogno  di  una  quantità  arbitraria,  o  indeterminata  per 
essere  tradotte  in  equazioni;  può  concludersi  sino  da  questo 
momento,  che  unico  sarà  il  circolo,  0  la  parabola,  che  si  avrà 
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da  una  Direttrice  data  ,  mentre  infinito  sarà  il   numero  delle 
ellisse,  e  delle  iperbole  y  che  potranno  aversi  da  una  medesi- 
ma Direttrice. 

Onde  rendere  più  breve  che  sia  possibile  V  analisi  della 
equazione  (2)  da  farsi  ad  oggetto  di  conoscere  la  natura,  la 
forma,  e  le  dimensioni  delle  curve  prodotte  dalle  differenti  di- 
rettrici, e  quindi  esibire  le  necessarie  formole  per  determinare 
la  posizione  del  punto  P,  vertice  di  ognuna  di  esse,  sarà  utile 
osservare,  che  in  questo  sistema  di  generazione  può  la  curva 
YS  essere  generata  inversamente  col  mezzo  della  medesima  di- 
rettrice rettilìnea  MN,  e  della  curva  PC,  o  ancora  col  mezzo 
di  un'altra  generata  da  queste  due  ultime,  e  della  stessa  MN. 
Perciò  la  parabola,  Tellissi,  e  Tiperbola  non  potranno  mai  pro- 
durre un  circolo  diverso  da  quello,  che  le  ha  generate  ;  per- 
ché se  fosse,  altrimenti  il  nuovo  circolo  potrebbe  generarne 
un'altro ,  ed  essere  da  quest'  altro  inversamente  generato  :  la 
qual  cosa  si  é  dimostrato  impossibile.  La  medesima  cosa  può 
dirsi  della  parabola  rispetto  al  circolo,  1'  ellisse,  e  T  iperbola. 
Quindi  è,  che  fra  le  qnaltro  curve  di  2.°  grado  deve  esserne 
una  posta  in  modo  rispetto  alle  altre  prodotte  da  due  identi- 
che direttrici  MN  e  VS>  che  abbia  il  vertice  più  discosto  dal 
punto  Q,  la  quale  potrebbe  chiamarsi  la  direttrice  principale. 
Ora  perché  la  F(z ,  t)  ovvero  la  t*  =  A  H-  Bjs  -f-  Cz^  sia  una 
direttrice  principale  é  necessario,  ed  é  sofiiciente,  che  da  essa 
se  ne  derivi  un'altra  in  Xy  y,  tale,  che  sottoposta  a  tre  delle 
condizioni 

C  =  0  }  C>0}  C<0  \  C  =  A 


risolti  sempre  un  valore  positivo  per  la  j3.  È  ben  facile  il  ve- 
dere, che  questa  direttrice  è  il  circolo.  Infatti  non  é  possibile, 
che  due  delle  tre  prime  condizioni  in  concorrenza  alla  quarta 
possano  verificarsi  ,  perchè  allora  A  =  G ,  che  é  di  necessità 
positiva  dovrebbe  essere  al  tempo  stesso  <[  0  ,  oppure  =  0. 
Ma  se  debbano  perciò  verificarsi  le  sole  tre  prime,  le  curve 
che  le  soddisfano  non  potranno  inversamente  prodarre  il  cir- 
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colo,  e  siccome  ad  eccezione  del  circolo  le  altre  (atte  possono 
produrlo,  danqoe  ec. 

Presa  adunque  per  curva  direttrice  il  circolo  del  raggio  r, 
col  centro  in  F  l'equazione  (2)  avrà  la  forma  seguente 

my  -f-  (m*  —  r')  x^  H-  2r*nx  —  r'n*  =  0. 

Le  tre  condizioni 

C  =  0  \  C>0  \  C<0 

si  traducono  in  quest  altre 

m=r  \  m^  r  \  m  <^r. 
La  prima  darà 

ovvero 

La  seconda,  e  la  terza  assumendo  per  h  un  arbitraria,  diven- 
gono 

m:=r-hA  ="g»  w=?r— A=-g'-, 

ovvero 

'^        2r-*-A       J      '^■~     2r  — A      ' 

Il  punto  P  vertice  della  parabola,  dell'ellisse,  e  dell'  ìperbola 
sarà  dato  dalle  seguenti  espressioni 


^~~T"       i       *^        2r-hA       1        ^~2r  — A' 

Dalle  quali  apparisce  evidentemente,  che  il  vertice  della  para- 
bola ò  ad  egaale  distanza  dalle  direttrici  MN  ,  e  VS  ,  quello 
della  ellisse  é  più  vicino  alla  seconda,  cbe  aHa  prima,  e  queHo 
della  iperbola  il  contrario  ;  dimodoché  questi  vertici  saranoo 
sulPasse  comune  FQ  nell'ordine  di  successione  in  cui  sono  pò* 
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$(e  le  leitere  ioiziali  delle  rispettive  carve    nella    Gg.   (2).  Di 

fig.  2.  più,  per  la  natura  della  quan- 

ff  tità  k^  infinite  saranno  le  ellis- 

siy  e  le  iperbole,  che  si  possono 
generare  con  un  medesimo  cir- 
colo, ed  unica  la  parabola  :  ed 
Q         I     ^Hp         £  "q    inversamente  un  numero  infini- 

nito  di  ellisse,  e  d'iperbole  di- 
verse generano    un    medesimo 
circolo,  ed  una  medesima  pa- 
M  rabola. 

Con  molta  facilità  si  trovano  le  dimensioni  di  ognuna  di 
queste  cnrve.  Il  parametro  della  parabola  si  ottiene  immedia- 
tamente col  quadruplicare  il  binomio  /3  +  r.  Ponendo  questo 
parametro  eguale  a  p  avremo 

ji=4r/3-hr). 

Per  avere  i  semiassi  della  ellisse  e    della    ipcrbola  troveremo 
prima  il  loro  centro  col  mezzo  della  formola  notissima 

2AE  —  BD 
B^  —  4AC    ' 

che  dovremo  modificare  cosi  : 

E  r^n 


a  ^2 


2C  nì'—r 


e  . 


Per  l'ellisse  sostituiremo  in  essa    in    luogo  di  m  ed  n  i  loro 
valori 

m=:rr  ^k  j        perciò        m*  —  r*  =  k(2r  •+•  k) 

ed  avremo 

«  =  -j:(^-Hr). 

Il  qual  valore  negativo  mostra,  che  il  panto  F  è  il  fuoco  si- 
nistro della  curva.  Quindi  il  semiasse  maggiore  sarà 
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a  =  r  H-/3-+-  e 

intendendo  per  e  il  valore  assoluto  della  eccentricità^  e  perciò 

Da  questi  due  valori  si  deduce  quello  del  semiasse  minore 

Per  l'iperbola  essendo 

m=sr  —  h    ,        m'— r'  =  — A(2r  — A)  , 


"=(2r-*)   ('^) 


avremo 


Il  qual  valore  essendo  positivo  mostra  ,  che  il  punto  F  è  il 
fuoco  destro  della  iperbola,  e  che  si  tratta  appunto  del  ramo 
destro  :  e  per  questo  il  semiasse  maggiore  sarà 

«  =  «  —  (i3  -*-  ^)  > 

che  si  riduce  così 

h 


a  =  f-y-)(i3  +  r)  . 


È  necessario  avvertire^  che  Tinde terminata  h  nell*  iperbola  sta 
fra  i  limiti  0  ed  r. 

Prese  ora  ognuna  di  queste  curve  per  direttrici  vediamo, 
come  si  possa  determinare  di  posizione  y  e  di  grandezza  pri- 
mieramente il  circolo. 

1°  Rispetto  alla  parabola  ,  e  le  formole  che  la  determi- 
nano in  posizione  e  grandezza  sono,  come  si  è  veduto 


^=^X^  P=M^+r), 
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nella  prima  delle  quali  è  da  notarsi  che  la  /3  presa  negativa- 
mente determina  ancora  il  vertice  del  circolo.  Per  cui 

ed  ancora 

2.^  Sia  direttrice  Tellisse. 

Le  formole  relative  a  questa  curva  sono 

Dividendo    V  una  per  l'altra ,  le  due  ultime  espressioni  si  ot* 

tiene 

a  A-4-r 

ed  accoppiando  questo  risultato  con  la  prima  avremo 

-75-   =  —  —    ovvero        — p  =  —   . 
p  e  'a 

Il  saggio  del  circolo  dovrà  essere  : 

r  =  a  —  e  —  /3  . 

3.^  Sia  direttrice  Tiperbola 
Le  medesime  operazioni  daranno  quest'altre  due  formole: 

—  i8=  ^    r  =  e  — a  — /3  . 
a 

Con  eguale  facilità  si  determina  di  posizione,  e  di  grandezza 
anche  la  parabola  generata  dairellisse,  e  dalla  iperbola. 
1.^  Sia  direttrice  l'ellisse. 
Dalla  fig.  2''  si  ha 

PE  =  PC  —  EC. 

D'altronde  abbiamo  avuto 

2  a 

annali  di  Scienze  MtU.  e  Fi».  T,  III.  giugno  1852.  17 
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Sarà  perciò 

Danquc 

P,=  QE('-i')-«E  1.  =  QE  <1^> 

ovvero 


^=(^+7)(V')- 


2.**  Sia  direttrice  l'iperbola^  ed  avremo 

PI  =  IC  — PC. 

D'altronde 


e 


PC  =  QI  -h  PI    ,         IC  ==  Ql  —  . 

a 

Sostituendo 

2PI  =sQI  -  -  QI  =  QI  C^^)  , 

ovvero 

e —  a« 


-^=^&) 


Questo  modo  di  procedere  alla  rioerca  delle  foi^idole,  che 
determinano  la  posizione,  e  la  gi^andezza  delle  curve  generate 
dalFattnale  sistema  non  può  estendersi  agli  altri  casi  del  pro- 
blema. Converrà  adunque  ricorrere  di  nuovo  all'equazione  (2). 
Mei  caso,  che  la  direttrice  sia  la  parabola 


,'=p(i-.) 


riferita  al  fuoco^  essa  prenderà  la  forma  seguente 

—  y*  —  (4m-4- »)a;*  -H  2n(2m  -+- »)x  —  /m'  =  0. 
p 

Se  ne  ricaverà  Tellisse  ponendo 


(  263  ) 
4m  -f-  j)  -4-  A  =  0 
Dalla  quale  equazione  si  ottiene 

e  siccome  é  ancora 

co5i  avremo 

'^      p-i-h' 
ed  ancora 

Sostituendo  questo  valore,  e  quello  di  m  nella  solita   formoU 

E   /2m-+-;>v 

essa  diviene 


= rf-*)('-±i^) . 


Questo  valore  dell'  eccentricità  ci  fa  osservare  y  che  due  pos- 
sono essere  le  ellissi,  che  risultano  da  una  direttrice  parabo- 
lica, o  per  dir  meglio  possono  essere  di  due  specie,  ed  infinite 
di  numero  ciascuna.  Infatti  ponendo  h  <^p  sì  ottiene  per  e  un 
valore  positivo,  il  quale  mostra  che  il  punto  F  é  il  fuoco  de« 
stro;  e  se  si  pone  A>>p,  esso  valore  è  negativo;  segno  eviden* 
te,  che  il  punto  F  allora  corrisponde  al  fuoco  sinistro.  Del  re- 
sto i  voleri  di  h  non  possono  essere  minori  di  zero  ,  e  nem- 
meno eguale  a  p  ;  perchè  nel  primo  caso  si  avrebbe  una  iper- 
bola,  e  nel  secondo  un  circolo,  cambiandosi  i  valori  di  jSy  ed 
e  nei  seguenti 
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Frattanto  ritenendo  positivo  il  valore  di  e  avremo 


a4.e-t-/3=  ^  . 


Ritenendolo  negativo 


_  P 


Queste  formole  sono  sufficienti  a  determinare  le  ellisse  in  am- 
bidue  i  casi, 

Passando  airìperbola,  essa  verrà  data  dairequazione  supe- 
riore ponendo 

4m  •+-  j?  =  A. 

Allora  la  j3  sarà  data  da  questa  nuova    espressione^  che  è   la 
superiore  quando  in  essa  si  faccia  negativa  la  h 

Dopo  ciò 

*-l-jrA— 8-)- 

Se  ne  conclude,  che  il  punto  F  è  il  fuoco    destro  ,  e  che  la 
curva  prodotta  é  il  ramo  destro  dell'ipcrbola.  Quindi 

e  sostituendo  il  valore  di  e 


Non  può  essere  evidentemente  h  =  p  e  nemmeno  h<ip. 

Quando  si  prenda  per  direttrice  l'ellisse  col  polo  al  fuoco 
destro,  avendosi 

«^  =  ^  (A^ -4- 2cz  —  z^) 
a 

Tequazione  (2)  si  trasforma  come  appresso  : 


2     a 

am 
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« 

y»  4-  (m'  ^2em  —  4>*  -H  2n(6^  —  em)x  —  ò^n"  =  0 

che  ne  darà  an^ìperbola  se  si  faccia 

m^  -H  2m  -+-  e*  —  a"  -4-  A^  =  0 
cvvero 

Qaindi 

m  =  =t:|/^(a*— A»)  — e. 

Dovrà  ritenersi  il  segno  superiore  del  radicale  ,    perchè  altri- 
menti si  otterrebbe  /3  negativo.  Danqae 

ovvero 

0  piuttosto 

(/3 -4- Y(g  H- e) 
^       a  H-l/^(a^— A')  • 

1  limiti  della  A  sono  lo  zero  ed  a.  Per  avere  l'ascissa  del  cen- 
tro^  o  l'eccentricità  della  iperbola  si  sostituisca  nella  formola 

,  fi(4* — em) 

i  valori  seguenti 

i'  —  em  =  a'  —  eK(«"  —  A') . 

_  [g  -^  \^(a'  —  A')!  (/3  n-  a  -i-  e) 

n  —  

ed  avremo 

^,  _  [g  -F  l^(a'  —  V)][a'  —  elZ-ja^  —  A')]  (^  ^g  -4-  e) 

Il  quale  essendo  positivo  dimostra  che  si  tratta  del  ramo  de- 


1 
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stro  della  iperbola.    Avremo  il  semiasse   maggiore    sotiraendo 
da  questa  espressione  la  distanza  del  fuoco  dal  vertice 

e  perciò 

E  poiché 

avremo  per  il  semiasse  minore 

Se  il  polo  fosse  al  fuoco  sinistro  queste  formole  si  modificano 
come  appresso  : 

À>—  e) 
g=(^+g-.)  IL ^ ^;,^^^3^j -^  ij 


,_  (/3-Hi-e)|/^  r2[fl-H/'(g^-A^1  [g^-4-ei^(g^-A')]    ^^  n 


Avremo  le  formole  per  un*  altra  ellisse  se  porremo  in  quelle 
auperiori  in  luogo  di  —  A'  ;  +  A^.  Primieramente  avremo 


^  ^  g-f.K{g*  -i-  A") 


I  limiti  della  A  sono  lo  zero  ed  —    perchè   per   A  =  0 ,    si 

e 

ah 

avrebbe  una  parabola  :  per  A  =3  —   si  avrebbe  il  circolo. 
L'ascissa  del  centro  sarà 
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,  _       (P^a-^e)  [t/(a'  -H  h')  ^  a]  \a^  —eV^ja^  -h  A^)] 

Dunque  il  punto  F  è  il  fuoco  sinistro  4ella  nuova  ellisse.  Do- 
vrà perciò  aggiungersi  alla  distanza  dal  vertice  =  jS  +  a  +  0 
il  valore  assoluto  di  e'  per  ottenere  il  semiasse  maggiore 

a=(i3  +  a  +  e)L ^.^^^7^^ 1  J 

Ponendo  il  polo  al  fuoco  sinistro  della  direttrice  otterremo  al- 
tre ellisse  col  /3  negativo,  il  quale  sarà  il  seguente 

_  (g  — e)Y 

ai 
I  limiti  della  h  sono  i  medesimi  zero  ed  — 

e 

,_  [g^  -  e|/-(a'  >+-  A')l  [|/-(a'  -4,  A^)  ^  g]  (ff  ^,  ^  _  g) 
*~  A>  — e) 

Valore  positivo,  fra  i  suddetti  limiti  della  A^  e  perciò  F  il 
fuoco  destro  delta  nuova  ellisse,  la  quale  avrà  per  asse  mag- 
giore 

a*  =  a  —  e  —  j3—  e'  . 

Sia  direttrice  finalmente  1*  iperbola  col  polo  al  fuoco  destro. 
La  sua  equazione  essendo 

g 
la  (2)  si  trasforma  nella  seguente  : 

^  p.y>_  (m*  ^  2m  -^-  b^)x''  H-  2n[b^  -h  em]x  —  «'n'  —  0. 


Per  Tellisse  deve  essere  : 
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m'  -h  2m  -f.  e'  —  a*  -»-  A'  =  0  , 

ovvero 

(m  -f-  e)'  =  a*  —  A' 

1 

E  qui  »i  prenda  il  segno  inferiore  del  radicale,  e  sarà 

ovvero 

{e  —  a)y 


^  =  - 


Ed  avendosi  ancora 

,  n{b^  H-  em) 


e 


a  > 


e  in  questa  espressione  sostituendo 

(/3H-e— a)  [a-^-l/'(a^  —  A^)] 

n  = , 

e  —  a 

i*  -f-  cm  =  —  [a*  -h  el/"(a^  —  A')] 

essa  diviene 

,^  (j8  -+-  e  —  g)  [g-H  l^(a'  —  A")]  a'  +  et/^(a'  —  A') 
"^  ■"  A"(c  —  a) 

Il  semiasse  maggioro  di  questa  ellisse,  che  ha  il  fuoco  destro 
nel  punto  F  ò 

o'  =  e  —  a  —  jS  -I-  e'. 

I  limiti  di  A  sono  lo  zero  e  la  a. 

Per  avere  un^  altra  iperbola  basterà  in  queste  ultime  for- 
mole  cambiare  la  — A^  in  +A^,  In  conseguenza  di  ciò  avremo 


/3  = 
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(e  —  a)7 


e 


A'(e  —  a) 

a'  =  c'— (c  — a  — ]S). 

Queste  sono  le  forinole,  che  risolvono  il  problema  proposto  in 
ogni  caso. 


SULLE  EQUAZIONI  ALLE  DERIVATE  ORDINARIE 

E  LINEARI. 

LETTERA 
DEL  SIG.   PROF.  M.  BRIOSCHI 

AL  COMPILATORE 

Sig.  Professore 

Le  osservazioni  dirette  dal  Prof.  Mainardi  a  V.  S.  e  pab- 
blicate  nel  fascicolo  del  marzo  1852  di  questo  giornale,  ver- 
tendo fra  le  altre  cose  intorno  ad  un  teorema  del  Sig.  Mal- 
msten  dimostrato  dal  Sig.  Tardy  (^)  mi  determinarono  a  co- 
municarle le  seguenti  considerazioni  sull'argomento. 

É  noto  che  data  la  equazione  alle  derivate  ordinarie  del- 
l'ordine  n,  e  lineare 

(1)    y(«)  -H  A,j/(«-»)  ■+-  A^yi'^'^ì  -*-....-+-  A«-.y'  +  A«y  =  X  , 

nella  quale  siano  Ai  ^  A^ A/2  ,  X  funzioni   qualsivogliano 

della  Xy  se  si  conoscono  r  integrali  particolari  della  equazio- 
ne che  si  ottiene  ponendo  X  =0  nella  superiore^  la  integra- 
zione della  medesima  può    farsi    dipendere  da  quella   di  una 

(*)  The  Cambridge  and  Dublìn  Mathemalical  JoarnaL  —  November 
1849  — .  Creile,  Journal   fìir  die   Mathematik  —  1850  — .  Tortolini> 
Annali  di  Scienze  Matematiche  e  Fisiche.  Aprile,  Agosto  1850. 
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equazione  deirordine  n  —  r.  Questa  importante  proposizione 
venne  data  la  prima  volia  dal  soamio  Lagrange  nel  Tomo  III 
della  Miscellanea  Taurinensia,  e  da  essa  V  autore  ne  dedusse 
quale  corollario  ,  che  allorquando  sarà  r  =5  n  -»  1  «  si  potrà 
sempre  ottenere  Pintegrale  della  equazione  (^).  Condorcet,  La- 
place, ed  il  medesimo  Lagrange  (*^)  ridimostràrono  in  seguilo 
quel  teorema,  e  lo  estesero  alle  equazioni  lineari  alle  diffe- 
renze finite. 

Ora  il  teorema  del  Prof.  Maimsten  é  un  caso  particolare 
di  questo;  dall'uso  dei  determinanti  trasse  il  vantaggio  di  po- 
ter assegnare  la  forma  dell*  integrale  completo  dell*  equazione 
(1).  Supposto  però  X  =  0  ,  e  conosciuti  n  —  1  integrali  par- 
ticolari deircquazione  medesima.  Ha,  nelle  sue  lezioni  di  cal- 
colo sublime  (*^;,il  prof.  Bordoni  dimostrando  là  proposizione 
di  Lagrange,  col  metodo  della  variazione  delle  costanti  arbi- 
trarie, assegna  quella  forma  pel  caso  generale  in  cui  si  consi- 
deri la  equazione  (1),  e  sieno  noti  soli  n  —  r  integrali  parti- 
colari. La  espressione  cui  si  giungerebbe  ponendo 

in  questo  risultato  non  riproduce  esattamente  la  formola  del 
Prof.  Maimsten,  ma  col  mezzo  di  una  lieve  modificazione  fatta 
alla  dimostrazione  del  Prof.  Bordoni  ottiensi  anche  quella  coin- 
cidenza; come  vengo  brevemente  a  provare. 

Sieno  jfi  9  ya  9  ••••  Vr  ^  integrali  particolari  dell*  equazio- 
ne (1).  Supposto  X  =0,  e  si  indichino  con  Yi  ,  Y^  .  .  •  Y^,  r 
funzioni  incognite  della  x.  Pongo 

(*)  MìscellMiea  Taurìnenbia.  T.  III.  Solution  de  diflferen^  problé- 
mes  de  calcul  integrai  pag.  179. 

(**)  Miscellanea  Tauri nensia  T.IV.  Memoires  de  rAcademie  de  Berlin 
an.  17T8.  Théorie  de»  fonctions  Analytiquea  pag.  86. 

(***)  Lezioni  di  Calcolo  sublime  del  Prof.  Antonio  Bordoni.  Milano 
1831.  T.  %.  p.  80.  Sono  da  notarsi  qnelte  funaioni  indicate  colle  df — ji 
le  quali  fono  determinanti  delle  primitive  parlieotari  e  delle  loro  deri- 
vate. 
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P,„.=  y.     Y,    H-y,    Y,   ^-...-hy^    Y, 

ed 

y=P.,  o  =  y,  Y,  ■+•  Vat  Ya  -+- -+- y^  Y^  , 

> 

e  si  stabiliscano  le  r  equazioni 

Po.  =0,P.  ,=0,  P,  ,«0....P,.,  ,=0,P,.,  ,=z. 
Denolando  con  A  il  determinante  della  r'  quantità 

y,  >    y^  •  •  •  •  yr 
y  I  >  y  r  •  •  •  •  y  r 


(r-l)  (i^i)  (r-i) 

y      >  y      >  y 

r-i  s  r 


dalle  equazioni  superiori  si  avranno  le 


dy.C-';    A  '      "       dy^C'-*)   A  "      dy^('-')  A 

Dalla  y  =  Po  ,  o  si  ricavino  i  valori  delle  y',  ^ ,  ...  y'**)  è  po- 
stili nella  (1)  avendo  riguardo  all'equazione  identica  : 

P|,  o   -4-    Al  P^.,  o  -H  Aa  P^.a  o  .  .  .  -  -hA^i  1f  t  o    "**  ^n  Po  o=0 

>  »  >  >  > 

si  otterrà  la 

iP         H-*±:Ìi  P..,.H-...H^AP^     ^       H-  P   ^ 


(3) 


-f-*  W  -h  A,((*  -  1)  P„.a  ,  -H  .  .  .  -\-  x'"'^  ) 


A„.r  z=Ji        {k=n—  r) 


la  quaJe  è  alle  derivale  in  j  e  delfordine  n  ^  r.    Suppongasi 
trovata  la  primitiva  completa  di  quest'ultima  equazioni^ ,  e  si 
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abbia  x=  Z  ;  per  le  equazioni  (2)  la  primidra  completa  del- 
la (1)  sarà: 

f  dA       z  r  A\      z  , 

^    r  dA      z  . 

contenendo  essa  n  costanti  arbitrarie.  Se  r  =  n  —1  la  (3)  si 
muta  nella 

"n-f  I  H"  -^I*  ^^^  -X.  f 

9 

ossia 


dalla  quale 

^— /A,  da: 


z 


r/Ai  dj?  ^  ,  , 
J«^  XAdar, 


e  quindi  Tintegrale  completo  della  (1)  sarà  in  questo  caso 
y=yjdl(^    -A^ y  XAd:r+ec.    (*) 


e  sopposto  X  =:  0 


dR        —/A,  dx  , 


^  /*  dB.        — /A,  dar, 

-«-1  y«-i  I— TITST  *  "*» 

-'dy     ' 

/l-I 
1 

dove  R=—  la  quale  è  la  formola  del  Malmsten.  È  eviden- 


{*)  Questa  forinola  yenne  recentemente  trovata  anche  dal  Signor 
Joachimstal  ma  in  modo  affatto  differente.  Farmi  che  il  metodo  della 
variazione  delle  costanti  arbitrarie  debba  preferirsi  a  quel  metodo  fon- 
dato sull'analogia. 
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te  come  Io  stesso  metodo  possa  applicarsi  alle  equazioni  alle 
differenze  finite  lineari. 

II  Prof.  Mainardi  nello  scritto  dianzi  citato  fa  riflettere 
l'importanza  di  una  scrupolosa  esattezza  nelle  citazioni ,  ed  a 
questo  proposito  richiama  una  memoria  del  Monge  nella  quale 
dovrebbero  essere  discusse  per  lo  meno  le  proposizioni  fonda- 
mentali sulle  linee  e  sulle  superficie  parallele,  essendo  questo 
l'argomento  del  lavoro  che  Y.  S.  ha  pubblicato  nelle  prime  pa- 
gine degli  Annali.  La  storia  delle  scienze  speculative  abbonda 
di  fatti  nei  quali  alcune  idee  sparse  qua  e  là  nelle  opere  di 
un  autore  sono  bastevoli  ad  aprire  ad  altri  la  strada  di  nuove 
teorie.  Ma  nel  nostro  caso  particolare  la  fonte  di  quelle  pri- 
me idee  secondo  il  Prof.  Mainardi  venne  dimenticata;  non  sa- 
rebbe bene  che  Y.  S.  o  chi  altri  avesse  fatto  lunghi  studj  in 
quella  parte  d'analisi  applicata  rendesse  noto  con  qualche  det- 
taglio ove  si  possa  rintracciarla  ? 

Pavia  10  maggio  1852. 


SOPRA  IL  PRODOTTO  RECIPROCO  DEI  RAGGI  DI  CURVATURA 

DI  UNA  SUPERFICIE 

LETTERA 

DEL  i»IG.  PROV.   W.  BRIOSCHI 
AL  COMPILATORE 


Sig.  Professore 

Essendomi  in  questi  giorni  occupato  di  alcune  proprietà 
dei  determinanti  mi  accorsi  come  dal  noto  teorema  per  la  mol- 
tiplicazione dei  medesimi  si  possa  facilmente  dedurre  l'espres- 
sione data  da  Gauss  per  il  prodotto  reciproco  dei  raggi  di  cur- 
vatura. Ecco  brevemente  come  vi  si  giunge. 

Poste  le  nove  equazioni: 
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p2  =  «2*2  -f-  *2/3a  -+•  c^Y;, , 
il  teorema  della  raoliiplicazione  dei  detcrmiiianii  dà 

dot.'  !  fli ,  il ,  e,  j  .del.*'  ì  a,  ,  j8.  ,  7,|   =  del."  !  9,  9, ,  sj  , 

(    «2  »    *a  ,   ^2  ^  {    «a  .   /S^  ,    72'  ^  i''   ?i  >    P2' 

e  poste  le  sei  equazioni 

»  =  a'  -H  A''  H-  cs     «1  =  a\  -+-  A%  -f-  c^  , 
«2  =  a\  -+-  4%  +  c\  y 

(J  =  Otti  -I-  bbi  -4-  ce,  ^     Ci  =  a«3  -h  Aia  "+"  ^^2  > 

<7a  =  a^aa  H-  Alia  -+-  C|Ca  ; 

dal  teorema  medesimo  risulta 


a  j    b  y    e  \^  i  s  j    ^jC, 

del.*<  ai  ,  i|  ,  c,^  =  det.*   j  <7  ,    «1  ^  cr^^   . 


l  a^  j  b^  f  cj 


Ora  la  espressione  pel  prodotto  recìproco  dei  raggi  di  curva- 
tara  vien  data  dalla  equazione 

1  DD, —  D\ 


av2 


R,  B,        (EG  —  F') 


essendo 
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D  =  Ax"  ■+■  By"  ■+■  Cz'' ,         D,  =  Aj^,-+-  By\  -+■  Cz',  , 

D,  =  Ax„  -H  By„  -+-  Cz„  ; 

A  =  yz,  —  y/  ,    B  =s  Js,  —  scz^  ,    C  =  x'y,  —  xj'; 

E  =  X»  4- y'»  H- y  ,       G  =  «', -4- y\ -h  z',  , 

gli  accenti  in  aito  ed  in  basso  apposti  alla  x  ,  y  ,  2  indicando 
derivate  prese  ordinatamente  rispetto  a  due  variabili  u ,  Vy 
delle  quali  sono  Boti  i  sigaificatL 

Dalla  definizione  del  determinante  si  ha 

a?  >  y  »  «  j  i*i>  y  lì  " I 

0=det.«|x',  y',  «'  (,  D,  =  det.Vx'  ,   y'  y  z' 

"i»  y,»  ',]  ('1»  y.  »  «« 

D,=det.*  la?' ,    y' ,  **  |  , 

^^, .  y,  »  «I  ^ 

per  cai  osservando  essere 

t  E'  =  xV  -1-  y'y"  -t-  «'2",    F'— i  E,  =ar/'  -h  y,y"  -t-  v"» 

F,  -  I  G' =  x'x,, -+- yV,,  H- A,  »     E=x"-t-y"-H2'% 
F  =«'»,  -t-  y'y,  -h  *'*, ,      i  G,  =  x,  x„  ■+■  y,  y\,  H-  x,  x„ , 

tz=x,x'  -l-y,y'  -t-  2,  z' ,    G  =  X»,  -H  y*,  -f-  z',  j 
ed  aggiungendo  alle  prime  due  «quazioni  la 

p=x"x,,H-y''y„-f.*%j 

si  avrà  per  la  prima  delle  formole  generali  esposte  sopra  de- 
dotta dal  teorema  della  moltiplicazione 

ipy  |E',   F'-JE, 
(1)    DD,  =  del.'  !  F,  —  à  G' ,     E,  F 

'      ^G,,   F,G 


yy, 


iV 


/  » 


yy, 


js'z 


I  » 
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Inoltre  per  le  sei  equazioni 

?=<*-+-y/*-4-<,      E  =  a;" -F  y« -H  ^% 
G  =  a:/  -I-  y;  -V-  zf  ,     |E,  =  x'x\  -f 

à  G'  =  Vi  •+-  Vii,  -H  V'/  >     f  =  ^'^1 
e  per  la  seconda  delle  esposte  formole 

(2)     D%  =  det.-     ÌE^,  E,  F 

'  ì  G' ,  F  ,  G  J 

Formando  la  differenza  DD^  —  D^^  ^  sviluppando  i  determi- 
nanti secondi  membri  delle  (1),  (2),  ed  osservando  che  al  bi- 
nomio f—q  che  riscontrasi  in  questa  differenza  si  può  so- 
sostituire  il  trinomio  ~  è  E^,  —  |  G"  -4-  F'^  si  ottiene  la  no- 
ta formola  di  Gauss. 

Pavia  li  30  marzo  1852. 


SOPRA  UN  TEOREMA  DI  GEOMETRIA 
DEJL    SIG.  CESARE  TOSCIM 

Profeusore  alI'Universilà  di  Siena. 


5c  descriviamo  collo  stesso 
raggio  r  due  circonferenze  C, 
e  C  ciascuna  delle  quali  passi 
per  il  centro  dell'  altra;  se  in 
un  punto  qualunque  T  di  una 
di  esse  conduciamo  la  tangente 
TM,  e  dal  polo  esterno  0  deW 
altra  abbassiamo  una  perpen- 
dicolare OM  sulla  detta  tanr 
gente;  se  finalmente  dal  centro 
C  di  questa  seconda  circonfe- 
rema,  si  conducono   le  rette 

CM,  e  CT,  si  ottiene,  fra  gli  angoli  MCO'  =A  e  TC0'=9,  la 
relazione  A  =  35. 

Condotta  la  corda  G'N,  e  il  raggio  CT',  risulta  una  figura 

quadrilatera  NMTC'  che  sarà  evidentemente  un  rettangolo  per 


ì 


1 
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cui  NM  =:  C'T  =  r.  I  due  triangoli  CG'T  ,  e  GNM  sono  iso- 
sceli, e  eguali,  infatti:  NM=CN=CC'=C'T=r  ,  e  CM=CT, 
perchè  il  punto  G,  che  ^  equidistante  dagli  estremi  G'  e  N,  è 
pure  equidistante  dagli  estremi  M  e  T  del  lato  opposto  del  ret- 
tangolo; da  ciò  resulta  :  TGO'  =  GMO  =  9  cosicché  (indicando 
con  9  i  due  angoli  eguali  MOG,  e  TG'O')  abbiamo,  rispetto  al 
triangolo  MCO, 

ma  abbiamo  ancora  TG'O'  =  ^  =  29 ,  siccome  esterno  rispet- 
to al  triangolo  isoscele  TG'G,  dunque 

A  =  39, 
come  si  yoleva  dimostrare. 

Supponiamo  ora  che  sia  dato  l'angolo  MGO'  e  si  debba  trì- 
secare.  Descritti  i  due  circoli  nel  modo  sopra  indicato  pren- 
deremo una  squadra  sufficientemente  grande ,  e  la  porteremo 
nella  figura  in  guisa  che  un  suo  lato  passi  pel  polo  O  del  pri- 
mo circolo,  il  vertice  resti  sulla  retta  GM,  e  V  altro  lato  MT 
resulti  finalmente  tangente  al  secondo  circolo ,  così  il  yerlice 
della  squadra  determinerà  il  punto  M;  fatto  allora  centro  in  G 
coH'apertura  di  compasso  GM  descriveremo  l'arco  MT,  al  pun- 
to T  ove  questo  taglierà  il  circolo  G'  condurremo  GT ,  e  cosi 
avremo  (con  esattezza  non  minore  di  quella  che  può  ottenersi 
nella  bisezione)  l'angolo  TGO'  eguale  a  un  terzo  del  dato  MGO' 
Potressimo  su  questo  principio  costruire  un  compasso,  o 
macchinetta  trisecatrice  semplicissima.  Infatti  :  immaginato  in 
00'  un  regolo  fisso,  in  MO  e  G'T  due  sbarre  girevoli  median- 
te cerniera  intorno  ai  punti  O  e  G'  ;  che  una  quarta  sbarra 
TM  sia  fissata  ad  angolo  retto  alla  G'T  e  ad  una  distanza 
dalla  cerniera  G'  eguale  alla  metà  di  OC';  supponete  finalmen- 
te che  una  squadra,  munita  al  suo  vertice  di  una  punta  scri- 
vente situata  normalmente  al  di  lei  piano  ^  vada  guidando  il 
movimento  dei  regoli  OM,  e  MT  in  modo  che  s'incrocino  sem- 
pre ad  angolo  retto  ;  la  punta  scrivente  traccerà  cosi  la  curva 
trisecatrice  che  si  dimostra  essere  una  delle  Cardioidi  contem- 
Annali  di  Sciente  Mai,  e  Fi$.  T.  III.  giugno  1852.  18 
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piate  dal  Kiecati  nelle  sue  «  bikuzioni  anaiiiiche  T&m^  I.  Ih 
òro  IIL  eap.  YH,  próèUma  2.  n.  9,  e  eorrispende  a  voa  4eNe 
Rodooee  Trii9eMiriei  descnUe  dal  Har€k.  Lui^  JMM/f  nel  sao 
laroro  intkoiate  «  Di  alcuni  usi  détte  SpieiclmiU  »^  Se  hi  queste 
inaeebuMtta,  per  mezzo  dì  Bua  viie  a  pressione,  ai  rendesse 

C'T 

Tariabife  il  rapporto  —,—  ,  che  per  la  trisezione  deve  essere 

1 

— I  si  otterrebbe  un  compasso  atto  a  descrivere    tutte  quante 

le  Cardioidi  del  Riccati,  e  che  ho  riscontrato  palerai  t«ito  ge- 
nerare come  le  Epicicloidi. 


■■— •■«•-■i*- 


SULLA  REOWTRIA   ELETTRICA 

NOTA 

•ei.   r.  L.  •£€€■! 

d»  G.  d.  G* 

H  signor   Despretz  nella  sedata  del  24  maggio  di  questo 
aCesao  anno  ha  comunicato  all'accademia  delle  scienze  di  Pa- 
rigi (*)  i  risultati  di  alcune  sue  ricerche  di  reometria  elettri- 
ea ,  dalie  quali  egK  é  stato  condotto  a  concludere  che  Fa  re-- 
sialenza  dei  Gli  omogenei    non  é  proporzionale  alla  loro  lun- 
gliena,  ma  che  pei  fili  lunghi  essa  trovasi  proporzionalmente 
minore  di  nna  quantità  non  punto  trascurabile:  cosi  per  esem- 
pio 8^  metri  di  lunghezza  di  filo  si  troverebbero  corrispondere 
a  79^^  35   soltanto  di  resistenza.  La  diligenza    con    cui  sono 
stati    condotti  gli  esperimenti  e  l'abilità  deHo    sperimentatore 
fanno  che  non  posssa  dubitarsi  della  esattezza  di  tale  risulta- 
to il  quale  a  dir  vero  trovasi  d'accordo  con  quanto  avea  detto 
prima  Marié*Davj.  Ma  esistono  in  contrario  le  numerose  e  al- 
trettanto diligenti  esperienze  del  sig.  Pboillet  che  avea  trovato 
tei  legge  esatta  ;  Fechoer  pure  ha  asserito  la  stessa  cosa,  ma 

n  V.  e.  R.  n.»  21.  t  XXXIV, 
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«rendo  quesU  folto  le  sue  esperienze  prima  «telto  sccpert» 
delle  pile  a  forza  eostante  potrebbe  sospettarsi  di  qualebe  ine- 
vitabile inesattezza  nelle  sne  sperieoze.  Oceupato  cMie  seno» 
attnalinente  in  afCro  genere  di  stvdì^  non  avrei  certalO'df  és^ 
scntere  cotaTe  apparente  contraddizione  se  non  potessi  eiè^  fti<e' 
mollo  facilmente  mediante  alcuni  prineipir  già  stabiliti  i»  nmt 
mia  memoria  pnblieala  nel  tomo  primo  di  questi  annali  della 
Reometri»  elettrica  pag.  f &7  ebe  è  o»  esCrafto*  di  ntt  piA  Iwi- 
go  lavoro  finora  inedito  su  questa  malerin.  b  quella  memoria 
IO  bo  stabilito  le  formolo  pig<>rose  mediante  le  qunK  sii  pnò» 
eatcelare  la  forva  di  una*  corrente  oonoecesde  la  éMÌamm» 
dell'ago^  cbe  essa  produce,  e  inoltre  pag»  3i5  ho  indicato  dme 
fatti  ebe  sono  srnuili  a  quelli  che  il  sig.  Despretz:  ba  nMima* 
mente  proposto  aU'Accademia. 

I  fatti  da  me  osservati  erano:  l***  che  le  formole  teoreti* 
che  meglio  concordavano  colle  esperienze  quando  il  circuito 
era  corto  che  quando  era  lungo;  2."  che  la  resistenza  di  una 
pila  apparisce  differente  secondo*  che  la  resistenza  costante  era^ 
corta  0  lunga.  Questi  due  fatti  mi  fecero  coneludere  che  la^ 
I^ggc  della  proporzionalità  della  resistenza  alle  lunghezze'  noa 
poteva  esser  esatta  ;  ma  questa  conclusione  avrebbe  richiesta 
nna  prova  diretta  per  essere  posta  al  riparo  di  ogni  obiezio- 
ne ,  tanto  più  che  le  fòrmole  che  doveano  rerrficarsi  e  dalle 
quali  la  conclusione  dipendeva  erano  molto  complicate ,  e  gli 
apparali  non  cosi  semplici  da  non  potersi  temere  giustamente 
qualche  imperfezione  o  da  un  lato  o  dall*  altro.  Ora  questa 
prova  diretta  Tha  data  il  sig.  Despretz,  e  perciò  téggo  giusti* 
ficato  il  mio  sospetto,  ita  restano  ancora  due  cose  a  fare:  faf 
prima  spiegare  il  fatto  del  sig.  Despretz  dietro  i  principii  già 
noti  della  scienza  se  ciò  fia  pctiibile,  e  in  secmido  luogo  con- 
ciliare con  questi  i  risultati  del  sig.  Pouillet.  L'una  e  l'altra 
cosa  è  lo  scopo  di  questa  nota. 

E  prima  tn  quanto  alla  causa  del  fatto*  io  ore-  areftf  grà  ai** 
lora  accennata  uiia  pag^.  213  cbe  parmi  tntlfora  s'oflSefeixte,  cfcfè 
il  calore  sviluppato  nel  filo  dalla  corrente  durante  it  suo  pas<« 
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saggio  attraverso  di  esso.  SuppoDiamo  un  elemeato  voltaico  a 
forza  costante,  e  la  sua  corrente  trasmessa  attraverso  un  6lo 
di  data  lunghezza,  se  resta  la  stessa  la  forza  eletlromotrìce, 
più  corto  sarà  il  filo,  più  forte  sarà  la  corrente  e  più  esso  sa- 
rà riscaldato  ,  e  siccome  il  calore  aumenta  la  resistenza  dei 
fili,  la  sua  resistenza  retUe^  o  come  dice  Ohm  ridotta^  sarà  mag- 
giore della  misurata.  Ora  io  dico  che  un  tale  aumento  di  re- 
sistenza sarà  comparaiivamefUe  minore  in  un  filo  più  lungo. 

Infatti  sia  X  la  lunghezza  del  filo:  la  sua  resistenza  dedot- 
ta soltanto  dalla  lunghezza  sarà  KX ,  ma  se  il  filo  per  la  cor- 
rente stessa  si  riscalda  di  t  gradi  la  sua  resistenza  diverrà 
KmtX  indicando  per  m  un  coefficiente  costante  che  esprime 
l'aumento  di  resistenza  prodotto  nell*  unità  di  lunghezza  del 
filo  per  rilevazione  di  un  grado  di  temperatura.  Quindi  la  re- 
sistenza ridotta  r  del  filo  sarà 

r  =  KX  4-  KnuX 

Ora  la  temperatura  prodotta  in  un  filo  dalla  corrente  elettrica 
é  in  ragione  di  una  qualche  potenza  positiva  della  intensità 
della  corrente  medesima ,  e  le  più  accurate  ricerche  del  sig. 
Bequerel  la  dimostrano  proporzionale  al  quadrato  di  essa^  onde 
indicando  tale  intensità  con  I,  noi  avremo  t=znV  e  siccome 
per  la  legge  di  Ohm  Tintensità  della  corrente  si  esprime  per 

p  -4-  X 

essendo  E  la  forza  elettromotrice  dell*  elemento  voltiano,  e  p 
la  resistenza  ridotta  della  pila,  perciò  avremo 

„^        KmnE'X  „^/^  «inE*  \ 

da  questa  formola  è  evidente  che  se  X  è  piccolo  in  confronto 
di  p  il  secondo  termine  che  esprime  la  correzione  potrà  esser 
molto  sensibile,  e  invece  potrà  essere  affatto  trascurabile  per 
X  molto  grande  in  confronto  di  p.  Siano  quindi  due  fili  intro- 
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dotti  sQCcessìvamente   nel   circuito  di  lunghezza  Aj  e  A  e  sia 
X|<CX  :  le  loro  resistenze  ridotte  potranni»  esprimersi  per 

r,  =  KX,(1  -4-  X)  ,     ed     r  =  KX(1  -f-  x) 

essendo  \>x  quindi  il  rapporto  delle  vere  resistenze  potrà 
esprìmersi 

^^    X(l  -4-  x)    ^  1  _o 
r,         X,(1-hX)         X. 

essendo  Q  un  numero  positivo.  Ora  il  principio  generale  che 
non  potrebbe  negarsi,  perchè  è  la  semplice  espressione  dei  fatti, 
richiede  che  sia 

—    =   —     dunque      —    =    r ^  Q 

I  r,  ^1  X, 

Quindi  il  rapporto  delle  intensità  sarà  minore  di  quello  delle 
lunghezze.  Accadrà  adunqua  in  questo  caso  come  quando  si 
misura  una  lunghezza  data  con  un  metro  più  lungo  del  vero 
che  il  valore  della  lunghezza  trovasi  diminuito;  la  resistenza 
del  filo  corto  esaggerata  dal  calore  farà  trovare  minore  della 
lunghezza  la  resistenza  del  filo  lungo.  Da  queste  si  vede  per- 
ché usando  fili  lunghi  i  rapporti  sperimentali  trovati  nelle  no- 
stre ricerche  nelle  quali  confrontavamo  le  intensità  delle  forze 
tra  il  centro  e  i  9\^^  del  raggio  del  circolo  erano  troppo  forti: 
perché  noi  dividevamo  la  lunghezza  del  filo  lungo  per  quel- 
la del  corto  misurata  semplicemente,  mentre  avremmo  dovuto 
aumentare  questa  di  tutto  l'aumento  di  resistenza  prodotto  dal 
calore,  il  che  naturalmente  avrebbe  diminuito  il  quoziente. 

Il  calore  sviluppato  dalla  corrente  nel  filo  è  molte  volte 
tanto  sensibile  che  lo  stesso  signor  Pouillet  lo  indicò  come 
sorgente  d'errore  in  queste  misure  e  quindi  avverti  doversi  evi* 
tare  correnti  troppo  forti.  Ma  benché  esso  nelle  minori  cor- 
renti paia  insensibile  pure  sempre  esiste  e  deve  produrre  il 
suo  effetto,  e  non  mai  potrà  trascurarsi.  Il  signor  Despretz 
attribuisce  il  fatto  da  se  osservato  ad  un'altra  causa,  cioè  ad 
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VD  impasianeiilo  dello  lineo  prodoltto  dal  soKalo  dì  qaesta 
metallo  che  aderisce  alla  piastra  e  che  pertvrba  randameoto 
della  corrente^  ma  avendo  noi  fatto  le  nostre  esperienze  con 
pile  mollo  costanti  e  nelle  quali  per  la  preparazione  applicata 
ai  sacco  di  tela  da  vele  lo  ziaco  rimaneva  nettisaimo  e  Incide 
anche  dopo  due  e  più  giorni  di  azione,  come  quando  era  jmaU 
gamato  di  fresco  sarei  disposto  a  credere  che  tal  impastamen- 
to non  avea  luogo.  Aggiungasi  a  tiò  che  la  corrente  era  pro- 
dotta da  un  elemento  ampio  e  che  non  agiva  tanto  veemente- 
■Mente ,  per  la  rooUtf  resistenza  frapposia ,  da  poter  produrre 
il  solCftto  tanto  rapidamente  che  non  avesse  tempo  di  sciogliersi 
Tale  specie  di  vernice  di  solfato  sullo  zinco  l'abbiamo  spesso 
osservata  nelle  forti  pile  alla  Bunsen  ed  alla  Grove  a  zinco  in- 
temo, e  perciò  dopo  averle  provate  le  abbiamo  rigettate^  ma  non 
mai  ce  ne  siamo  accorti  in  quelle  alla  Danieli  usate  come  si 
è  detto.  D'altronde  il  calore  prodotto  nel  6lo  bastando  a  spie- 
gare il  fatto  in  questione  non  pare  necessario  ricorrere  ad  al- 
tra causa  puramente  congetturale. 

Resta  ora  a  conciliare  le  esperienze  del  sig.  Pouillet  con 
ques(ta  modificazione  alla  legge  delle  lunghezze. 

Per  far  questo  mi  é  necessario  richiamare  le  formolo  sta- 
bilite nella  precitata  Memoria.  Sia  d  la  deviazione  delPago  dal 
piano  della  corrente  circolare^  /f  la  deviazione  del  piano  della 
corrente  medesima  dal  meridiano  magnetico,  T  rinlensità  della 
forza  magnetica  terrestre  avremo  (pag.  192)  la  formola 

T  sen(£r  Hh  d)  =  Z  cosd 

fatto  d^  ssse  cioè  che  ii  fièmo  delle  correnti  sia  nel  merìdia- 
no  si  ha 

(a)  T  téng  d  =  Z 

4>?e  Z  é  Dna  funzÉone  4i  d,  M  raggio  del  circolo  R  percor- 
so dalla  corrente,  'della  aemiiunghezza  delPago  L,  e  della  in- 
tenaità  I.  "Quando  il  mezzo  dell*  afo  coincide  col  centro  del 
drealo  il  suo  valore  é  dato  dalla  aeguente  espressione  pag.  179 


(  MS  ) 

Z  =  j^  ((R-  -h  A')  c'È'  -  2A'  (E'  -  i'F')) 

ove 

«•  =  1  —  e' 

,_  4BLc<isrf  _  4A^ 

^  ~  8"  -4-  L^  -f-  iaL  co%d  T 

F'  ed  £■  sono  gli  ÌDlegrali  ellittici  di  prima  e  seconda  specie 
di  L«gendre.  Quiadi  Tequa^ioRe  (a)  potrà  mettersi  sotto  k  fordai 

Ttaiigd  =  I/ 

etsendo  f  «f  numero  da  calcolarsi    còlle    formole    precèlenti. 
S^  si  abbia  ora  una  corrente  di  intensità  li  avremo 

T  tang.rf/=I,/, 
e  quindi 

tengrft  _  ii_     A_        ed      —  =  ^°^^'    JL 
iBù^d  l    '   f    '  I  tangrfy     /; 

da  questa  è  evidente  cbe  la  proporiionalità  delle  intensità  alle 

tangeoii  delle  deviaciooi  non  può  esser  vera  se  non  sia  y-  cs  1. 

Ora  le  formole  ridotte  a  numeri  ci  indicano  tutt'altro.  Bestrin- 
gendoci  ai  casi    estremi    diremo  che  per  gli  aghi  molto  corti 

in  confronto  del  diametro  del  circolo  ,  si  avrà  -r-  ^  ^    ^  al 

fi 

contrario  per  aghi  più  lunghi  si  avrà  —-•  ^  1    ma   il  valore 

assoluto  dipendendo  anche  da  d  potrà  questo  coefficiente  in  al- 
cuni strumenti  cambiare  di  valore  da  una  parte  della  scala 
41  d  un'altri  e  di  ^  diventare  «<  di  1.  Quindi  potremo  stabi^ 
lire  questa  equazione 

l^  _   tangrf,  _  p 

I  tangi^    "*" 

ove  P  sarà  generalmente  parlando  da  prendersi  col  sefuo  pò* 
sitivo  negli  aghi  lunghi  e  col  —  pei  corti.  Ciò  premesso ,  so 
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noi  consideriamo  le  esperienze  su  cui  il  sig.  Pouillet.ha  sta« 
bililo  le  sue  conseguenze,  le  principali  delle  quali  trovansi  nei 
Compie»  Rendus  t.  IV.  p,  267,  noi  vedremo  che  esso  si  é  ser* 
Tito  di  una  bussola  delle  tangenti  il  cui  circolo  era  O.'"  41  di 
diametro,  e  Tago  5  in  6  centimetri:  queste  misure  sono  a  an  di- 
presso quelle  usale  nelle  nostre  ricerche,  fatte  col  circolo  gran- 
de ed  ago  corto ,  quindi  siccome  per  esse  nei  gradi  più  ele- 
vati risulta   y-  <C  i  lo  stesso  doveva  accadere   anche    per  Io 

strumento  del  signor  Pouillet.  Nello  strumento  di  questo  fisico 
adunque  la  legge  delle  tangenti  non  era  esatta,  sopratulto  per 
le  deviazioni  di>  60"*,  34". 

Vediamo  ora  qual  influenza  dovevano  avere  nei  risultali 
le  due  cause  di  inesattezze  annoverate  fin  qui.  Per  ciò  egua- 
gliamo i  due  valorr  di  -^  trovati  di  sopra  ed  otterremo 

tang(/(  X 

tang(/  Xg 

Ora  è  evidente  che  ogni  qualvolta  accada  che  sia  P  =?  Q  sarà 
altresì 

tangc/i  X 


(*) 


tang(/  X 


Ora  questo  e  non  altro  appunto  ò  ciò  che  ha  trovato  il  signor 
Pouillet,  cioè  che  le  tangenti  delle  deviazioni  sono  in  ragione 
inversa  delle  lunghezze  dei  circuiti  espresse  per  certo  nume- 
ro di  metri  di  filo.  Egli  é  evidente  che  non  mai  Teguaglianza 
dei  due  valori  P  e  Q  può  stabilirsi  a  priori,  dipendendo  essa 
dalla  forma  del  circuito  e  dalle  dimensioni  del  reometro  ec.  e 
da  molti  coefficienti  ignoti  tuttora  :  ma  ben  si  vede  che  ella 
può  aver  avuto  luogo  nelle  precitate  esperienze.  Quindi  esse 
possono  essere  esattissime  ,  come  pure  la  conclusione  che  ne 
risulta  direttamente  può  sussistere  senza  che  possa  dimostrare 
Tassunto  che  le  resistenze  sono  semplicemcnic  in  ragione  delle 


^  - 
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lunghezze   roisarate ,  e  la  causa  è,  perchè  Tequazionc  (b)  da 
cui  ciò  dedurrebbesi  non  sussiste  che  per  una  accidentale  com- 
pensazione di  errori,  ed  usando  minori  deviazioni,  ed  ago  lun- 
go trovercbbesi  Topposlo. 

Pare  adunque  provato,  che  le  ricerche  del  sig.  Pouillet  non 
sono  necessariamente  in  contraddizione  con  quelle  degli  altri  os- 
servatori e  che  perciò,  non  può  più  ammettersi  che  le  resisten- 
ze dei  fili  benché  omogenei  sieno  in  ragione  inversa  delle  sem- 
plici lunghezze,  ma  si  deve  tener  cónto  di  una  correzione  cui 
noi  crediamo  doversi  dedurre  dall'  aumento  di  resistenza  pro- 
dotto dal  calore  nel  filo  percorso  dalla  corrente. 

Ecco  adunque  aperto  un  vasto  campo  di  nuove  indagini  pei 
fisici  amanti  di  ricerche  esatte,  cioè  la  legge  con  cui  procede 
Taumento  di  resistenza  che  soffre  un  filo  metallico  a  cagion 
delfelevazionc  di  temperatura^  la  quale  quando  sia  determina- 
ta, potrà  decidersi  se  questa  sia  Tunica  causa  della  modifica- 
zione della  legge  delle  lunghezze  ,  ovvero  se  inoltre  qualche 
altra  debbasene  ammettere.  Neirimpossibilifà  in  cui  ora  mi  ri~ 
trovo  di  occuparmi  di  tali  ricerche  sarò  pago  di  avere  indi- 
cato ai  fisici  questa  nuova  miniera.  Chi  ha  studiato  alquanto 
queste  materie  non  può  a  meno  di  non  essere  altamente  per- 
suaso che  la  teoria  di  Ampère  sia  destinala  neircleltro-magne- 
tìsmo  a  figurare  come  la  teoria  di  Newton  nel  sistema  del 
mondo;  non  mancarono  in  questa  dei  punti  che  apparivano 
inesplicabili,  dei  quali  però  essa  ha  trionfato;  non  ne  manche- 
ranno molti  altri  nell*  elettromagnetismo  nei  quali  la  teoria 
amperiana  si  crederà  iqsuflSciente,  ma  alla  fine  verranno  riso- 
luti. Solamente  è  da  temere  che  la  complicazione  dei  proble- 
mi, la  difficoltà  di  calcolare  e  di  osservare  congiunta  alla  po- 
ca importanza  apparente  di  essi  per  la  maggior  parte  degli 
uomini  ne  ritarderà  grandemente  i  progressi. 

Roma  19  Giugno  1852. 


TAVOLE  DEI  GIORNI  NEI  QUALI  INCOMINCIANO  I  MESI 
DEL  M6.  V.  PISVOLESI 
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USO  DELLE  TAVOLE  SUDDETTE 


Esse  sono  destinate  pei  casi  ne*quaii  la  data  viene  indicata 
col  solo  nome  dei  giorno,  lo  che  spesso  s*incontra  nelle  Gaz- 
zette ,  Giornali  storie  ec.  Esempio  :  À  di  il  AgoBio  1847  ve- 
meréR  passato  eàbe  luogo  un  gran  Tremoto. 

Per  conoscere  la  data  di  qnel  Venerdì,  occorre  sapere  qaal 
giorno  della  settimana  era  il  17.  A  tale  effelto  si  cerchi  la 
Pasqua  dell*  anno  per  mezzo  delle  formale  dal  Gauss.  Avuta 
questa  si  cerchi  il  giorno  in  cui  comincia  queiranno  nelle  Ta^ 
vole  date  dal  Barone  di  Zach  nel  tomo  X.  p.  417  della  soa 
corrispondenza  Astronomica;  il  rimanente  si  avrà  dalle  tavola 
suddette. 

4  Aprile  Pasqua 

1  Gennajo  Venerdì 

1  Agosto  Domenica  (dalla  prima  Tavola) 

17  Agosto  Martedì 

Dunque  Venerdì  13  Agosto  6  la  data  che  si  ama. 

Altro   esempie.  A  di  %  Novembre    1848   accadde    Lunedi 
passato  una  gran  disgrazia  ecc. 

23  Aprile  Pasqua 

1  Gennajo  Sabato 

1  Novembre  Mercoledì  (dalla  seconda  Tavola) 

8  Novembre  Mercoledì 

Dunque  Lunedì  6  Novembre  è  la  data  ricercata. 
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LETTERA 

DEL  P«  A]V«ELO  SECCHI 
AL  COMPILATORE 


NelTalto  di  trasmetterle  la  mia  nota  sulla  Rcometrìa  ,  mi 
permetta  che  di  consenso  dell'  autore  io  la  ragguagli  di  un 
fatto  scoperto  dal  P.  Provenzali  prof,  di  Fisica  in  questo  col- 
legio, il  quale  potrà  interessare  molti  dei  suoi  lettori. 

Il  fatto  ò  questo  :  —  Se  una  porzione  qualunque  di  un 
conduttore  di  una  macchina  elettrica  si  copra  con  un  foglio 
sottile  di  gutta-perca,  quale  oggi  trovasi  nel  commercio,  della 
grossezza  di  circa  un  foglio  di  carta  ,  si  avranno  dalla  parte 
coperta  scintille  molto  più  lunghe  che,  non  si  aveano  dianzi , 
e  quali  attualmente  non  si  hanno  dalle  parti  del  medesimo  tut- 
tavia scoperte.  L'esperienza  è  semplicissima  :  basta  avvoltolare 
il  foglio  di  gutta-perca  attorno  al  conduttore  ,  e  trarre  delle 
scintille  da  due  parti  ,  una  delle  quali  sia  coperta  ,  e  V  altra 
scoperta,  e  tosto  si  vedranno  le  prime  più  lunghe  assai  che  le 
seconde.  Questo  vantaggio  è  soprattutto  sensibile  nel  mezzo 
dei  conduttori  cilindrici.  Le  scintille  che  si  ottenevano  abitual- 
mente dal  mezzo  del  conduttore  della  nostra  macchina  erano 
al  più  di  3  centimetri  ,  ma  ricopertane  una  porzione  con  un 
pezzo  di  gutta-perta  lungo  un  piede  circa,  le  scintille  diven- 
nero di  10  in  11  centimetri  quando  ei'ano  estratte  dalla  par- 
te coperta  o  vicinissimo  ad  essa,  ma  nelle  parti  lontane  sco- 
perte erano  come  prima  e  non  più.  Il  detto  p.  Provenzali  ha 
ricoperto  di  gutta-perca  ben  grossa  le  estremità  dei  condutto- 
ri che  portano  le  punte,  le  quali  parti  benché  terminate  da 
palle  di  cristallo,  davano  lunghi  fiocchi  che  diminuivano  gran- 
demente la  forza  della  macchina:  l'effetto  è  stato  di  distrug- 
gere totalmente  quella  diffusione  di  elettrico,  e  cosi  la  tensio- 
ne della  macchina  è  stata  portata  al  suo  massimo  possibile  tal- 


1 
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che  in  mancanza  di  altro  conduttore  più  vicino  le  scintille  si 
scagliano  spontaneamente  dal  conduttore  ali*  asse  metallico  di 
rotazione  del  disco^  sorpassando  un  intervallo  d'oltre  15  centi- 
metri: Egli  si  propone  di  studiare  qual  sia  per  essere  rcITet- 
(o  della  macchina  quando  tutti  i  conduttori  e  le  colonne  sa- 
ranno coperti  di  gutta-perca  sottile.  Dalle  osservazioni  fatte  nel- 
loscnrità  apparisce  che  Teffetto  delfinviluppo  è  di  prevenire 
la  scarica  per  via  del  fiocco  che  nel  conduttore  nudo  prece- 
de sempre  la  scintilla  a  gran  distanza  alTappressarglisi  dell'ec- 
citatore: la  scintilla  esce  vigorosa  d'ordinario  attraverso  le  pie* 
cole  soluzioni  di  continuità  che  trovansi  nella  gutta-perca ,  e 
talora  in  questi  punti  appare  altresì  il  fiocco:  ma  spesso  la  scin- 
tilla si  fa  strada  anche  attraverso  la  gutta-perca  stessa  se  essa 
é  sottile  assai.  Oltre  l'impedire  la  scarica  per  fiocco,  l'invilup- 
po completo  di  gutta-perca  potrà  difendere  la  carica  elettrica 
del  conduttore  dall'  aria  umida  ,  e  dalla  dispersione  prodotta 
dal  contatto  dell'aria  e  della  polvere  ecc. 

Quale  sia  l'effetto  che  proverrà  dall'introdurrc  nelle  mac- 
chine questa  modificazione  non  può  ancora  asserirsi,  ma  pare 
che  potrebbe  essere  assai  vantaggioso.  Ad  ogni  modo  non  é 
poco  sorprendente  il  vedere  come  inviluppando  con  sottil  foglio 
di  gutta-perca  anche  una  sola  parte  del  conduttore  può  aver- 
si di  molto  aumentata  la  potenza  della  macchina  e  la  lunghezza 
della  scintilla.  Questa  lunghezza  arriva  al  suo  massimo  alcun 
tempo  dopo  che  la  macchina  ha  continuato  ad  agire  e  l'invi- 
luppo ò  bene  elettrizzato. 

Roma  19  Giugno  1852. 
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LETTERA 

BEh  SIG.  m^V.  GIUSTO  BELLAVITI» 
AL  CamPILATOKE 


Sìg.  Professore 

Le  cose  che  leggonsì  alla  pag.  97  del  Tomo  li  de'suoi  An^ 
mii,  47  del  T.  IH  e  380  del  T.  II  mi  danno  occasione  di 
esporre  qaeste  mie  idee. 

Un  sistema  di  forze  A'P'  ,  A'^P",  ec.  eqnifiile  sempre  ad 
una  forza  risaltante  DR  e  ad  un  giratore;  dando  questo  nome 
M*(use  di  una  coppia^  ossia  al  mùmenia  lineare.  Un  giratore  si 
esprìme  con  una  retta,  la  cui  direzione  è  l'asse  de(corrìspoo- 
dente  sforzo  di  rotazione,  e  la  cui  lunghezza  è  proporzionaf« 
allo  sforzo  stesso  :  é  noto  che  i  giratori  si  compongono  *lla 
maniera  stessa  delie  forze  :  come  una  fune  tesa  può  dare  la 
idea  di  una  forza^  cosi  una  verga  torta  può  dare  qualche  idea  di 
nn  giratore.  Si  sa  che  una  forza  può  trasportarsi  da  un  luogo  ad 
un  altro  parallelamente  a  sé  stessa,  purché  si  aggiunga  un  gtra^ 
tore  perpendicolare  al  piano  delie  due  posizioni ,  ed  uguale 
aNa  forza  moltiplicata  per  la  distanza  delle  posi/ioni  stesse. 
Per  tutte  le  forze  AP  se  la  loro  risultante  DR  abbia  tal  posi- 
zione che  il  giratore  sia  parallelo  aita  stessa  DR,  e  si«  perciò 
il  minimo  possibile,  noi  la  diremo  la  risultante  eentrale',  quan- 
do il  corrispondente  giratore  è  nullo  si  ha  la  risultante  prapria" 
mente  detta. 

Se  tutte  le  forze  GQ  poste  in  un  medesimo  piano  abbiano 
una  risultante  non  nulla,  ed  esse  girino  di  eguali  angoli  intor- 
no ad  assi  perpendicolari  a  quel  piano,  e  passanti  pei  loro  punti 
d*  applicazione  G ,  avverrà  lo  stesso  della  loro  risultante  pro- 
priamente detta  ES  intorno  nd  un  punto  E.  Infatti  se  ciascuna 
delie  GR  si  decomponga  in  due  GH,  GK  parallele  a  due  dire- 
zioni fisse  (niuna  delle  quali  sia  parallela  alla  ES);  tutte  le  GH 
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«Vramio  la  risaltante  ¥ìi,  e  tutte  le  CK  la  risaltaDle  GN ,  le 
qaali,  per  la  teoria  delle  forze  parallele,  gireraoito  rispettiva- 
meate  intorno  ai  loro  panti  F,  6,  E,  per  la  composizione  delle 
forze  concorrenti,  la  ES  formerà  angoli  costanti  colle  FM,  6N, 
e  passerà  per  loro  ponto  d'incontro  O  :  mediante  le  simultanee 
rotazioni  questo  punto  O  descrive  un  circolo  FOG,  e  la  OES 
passa  costantemente  per  un  punto  fisso  E  appartenente  atlo 
aiMsa  circolo. 

Abbiaasi  finalmente  »ello  spazio  le  forze  A'G',  A"G''  ce.  .. 

tutte  parallele  ad  un  medesimo  piano  orizzontale  GC'G'* ; 

e  si  supponga  che  quelle  forze*  girino  di  eguali  angoli  intorno 
ad  assi  verticali  passanti  rispettivamente  pei  punti  G',  G'^ ....; 
dico  che  (eziandio  se  questi  assi  non  taglino  quelle  rette  A'P'...) 
la  risultante  centrale  delle  forze  girerà  essa  pure  intomo  ad 
un  asse  verticale  fisso.  —  Ciascuna  forza  AP  si  trasporti  pa- 
rallelamente a  sé  stessa  in  GQ,  essendo  G  il  punto  ,  in  cui  il 
corrispondente  asse  incontra  il  piano  orizzontale^  ciò  produrrà 
un  giratore  verticale  uguale  al  prodotto  della  AP  per  la  sua 
distanza  dal  corrispondente  asse  ,  ed  un  giratore  orizzoutele 
uguale  al  prodotto  della  AP  per  la  sua  distanza  dal  piano 
orizzontate  CGC> 

Mentre  le  forze  ruotano  quei  primi  giratori  si  conservano 
invariati,  e  questi  secondi  mantengono  te  loro  grandezze  ma  gi- 
rano intorno  ad  un  asse  verticale.  Noi  vedemmo  precedente- 
mente che  tutte  le  GQ  hanno  la  risultante  pròpriamente  detta 
ES,  che  gira  intomo  ad  un  asse  verticale  E.  La  risultante  cen- 
trale DR  di  tutte  le  AP  differisce  dalla  ES  soltanto  nella  po- 
sizione, e  si  ottiene  la  DR  componendo  colla  ES  tutti  i  pre^ 
cedenti  giratori,  la  somma  dei  primi  produce  un  costante  spo- 
stamento orizzontale  dalla  ES  alla  DR  ;  il  giratore  composto 
di  tutti  i  secondi  ha  una  costante  inclinazione  sulla  ES,  e  per- 
ciò produce  uno  spostamento  verticale  pur  esso  costante:  dun- 
que la  risultante  DR  gira  intorno  all'asse  verticale  condotto 
pel  punto  E. 

La  relazione  tra  le  sei  distanze  di  quattro  punti  di  un  pia- 
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no  si  oUiene  uguagliando  a  zero  il  volarne  del  corrispondenle 
tetraedro;  e  questo  può  dedursi  dal  seguente  teorema  già  da 
me  pubblicato  nel  1834  ,  e  che  pur  si  trova  nel  voi.  XXIV , 
1842  del  giornale  del  Creile  :  Il  prodotto  dei  volumi  di  due 
poliedri,  le  cui  facce  sìeno  rese  (mediante  diagonali)  tutte  tri- 
angolari, si  ottiene  combinando  ciascuna  faccia  ABC  di  un  po- 
liedro con  ciascuna  faccia  a  b  e  dell'altro  ,  —  permutando  le 
lettere  ab  e  coi  vertici  di  questa  seconda  in  tutti  i  sei  modi 
possibili,  —  per  ciascuna  permutazione    calcolando  il  termine 

q=  (Aa.B4.Cc)' 

col  segno  supcriore  od  inferiore,  secondo  che  le  lettere  ABC» 
abc  riguardate  dalle  parti  interne  dei  poliedri  ,  si  succedono 
per  lo  stesso  verso,  o  per  verso  opposto ,  —  e  dividendo  per 
288  la  somma  di  tutti  questi  termini. 

Né  viene  che  la  seconda  potenza  di  12  volte  il  volume  di 
un  tetraedro  è  espressa  da  sedici  termini  pq  r,  essendo  p,  q,  r 
i  quadrati  deUre  lati  del  tetraedro,  che  non  concorrono  in  uno 
«tesso  vertice  (coiravvcrtenza  di  dare  il  segno  meno  ai  quattro 
termini  contenenti  i  tre  .-lati  di  una  stessa  faccia,  ed  il  segno 
più  agli  altri  dodici  termini)  meno  i  sei  termini  p^q  essendo 
pjq  i  quadrati  di  due  lati  opposti  del  tetraedro.  —  Se  a,  i,  e  so- 
no i  quadrati  dei  Iati  di  una  faccia,  a,  /3,  7  i  quadrati  dei  Iati 
ad  essi  rispettivamente  opposti,  la  precedente  espressione  può 
prendere  la  forma 

a[«(é  -he  —  a-+-/3  -f-7  —  a)-*- (4—  y)(^  —  e)] 

-4-a  (i-  c)(/3  H- 7)  —  (4/3  —  c7)(4  +  /3  -  e  -7), 

la  quale  ha  il  vantaggio  di  potersi  calcolare  mediante  otto  so* 
le  moltipliche. 

Padova  2  aprile  1852. 


la 
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INTONRO  AD  ALCUNI  PUNTI  DELLA  TBORICA 

DELLE  SUPERFICIE 

ME3I0RIA 
WÈJL  M^.  VBAIVCESCO  BHIOSCHI 

Professore  alFImp.  Università  di  Pavia. 


1.**  Una  superficie  flessibile  dicesi  essere  inestensibile,  al- 
lorquando il  valore  delle  derivate  dell'arco  di  una  linea  qual- 
sivoglia esistente  in  essa  non  muta  ,  qualunque  sia  la  forma 
che  la  superficie  può  assumere  attesa  la  sua  flessibilità. 

TEOREMA.  —  Se  una  superficie  flessibile  è  anche  inesten- 
sibile, il  prodotto  dei  raggi  di  curvatura  corrispondenti  ad  un 
punto  qualunque  di  essa  superficie,  rimane  costante  per  quelpun^ 
ioj  qualunque  sia  la  forma  che  può  assumere  la  superficie. 

Esistono  varie  dimostrazioni  di  questo  teorema  dovuto  al 
Sig.  Gauss  ,  ed  i  metodi  usati  per  esse  distìnguonsi  in  due 
classi.  In  alcune,  cioè  in  quelle  dei  Sigg.  Gauss,  Liouville,  Che- 
lini  (*)  ,  la  espressione  del  prodotto  dei  raggi  di  curvatura 
corrispondenti  ad  un  punto  qualsivoglia  della  superficie  viene 
effettivamente  trovato  ;  e  si  deduce  il  teorema  dalla  conside* 
razione  dei  termini  componenti  la  espressione  medesima.  In  al- 
tre, come  in  quelle  dei  Sigg.  Bertrand,  Diguet,  Puiseux  (^^),  la 
proprietà  che  serve  di  definizione  alle  superficie  flessibili  ed 
inestensibili  viene  sostituita  da  un'altra,  della  quale  il  teorema 
è  conseguenza  immediata.  Questi  ultimi  metodi  di  dimostra* 
zìone  hanno  il  vantaggio  della  brevità  al  confronto  dei  primi, 

ma  poggiando  sopra  definizioni  per  la  inestensibilità  delle  su- 

-    ^         ■  '  ■■  III  I  I" 

{*)  Gauss,  Disquisì tìones  generales  circa  superficies  curvas. —  Alti 
della  reale  Società  di  Gottinga.  Voi.  VI.  An.  1828. —  Lionville  — Jour- 
nal de  Mathematiques  pores  et  appliqn^es, —  T.  XII.  An.  1847.  -^Cfae* 
lini.—  Giornale  Arcadico  di  Roma.  Voi.  115,  110.  Ann.  1846. 

D  Journal  de  Mathematiques  -—  T.  XII 1.  An.  1848. 

Jlnnali  di  Scienz$  Mat.  $  Pi$.  T.  IIL  iugUo  1859.  19 
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jperficie  4e$i^ibtlì  fileno  gctieraK  dì  qo«He  esposte  ^H  ^opr»»  t^n- 
ducono,  al  dir  degK  stessi  aatori,  a  teoremi  i  quali  sono  casi 
particolari  di  quello  del  Sig.  Gauss. 

Nella  dimostrazione  che  qui  proponiamo,  è  scopo  principa- 
le il  restituire  al  teorema  là  sua  generalità  noù  perdendo  il 
vantaggio  della  bréTità  dovuta  al  metodo  indiretto. 

2.°  Indicando  con  8  la  lunghezza  delParco  di  una  linea  qua- 
lunque esistente  in  una  superficie,  e  considerando  le  x^  y,  z 
coordinate  di  un  punto  qualsivoglia  di  quella  linea  quali  'fun- 
zioni di  due  quantità  u,  v  ò  noto  «ssere: 

nella  quale  le  s^vl  ^  v'  indicano  le  derivate  delle  5,  m,  n,  ri- 
spetto ad  una  medesima  variabile,  «  le  E^  G,  F  rappresentano 
rispettivamente  i  trinomj: 

/darv*       /*y\*       /d«  \*       da?  da?       tty  <ly       dfe  dr^ 
\3tt/  "^W  "^'te*  '    dttd^"^  dwd^"^di  tìT' 


\dvf        \dv/       Vd© 


2 
\dv/ 


Ititenuto  ehe  lis  «  >  t?  rimaoghino  oa^tanti  mutando  ia  forma 
della  superficie  «ni  appartiene  la  linea  ^considerata  ,  «na litica- 
mente si  diri  utt&  superficie  flessibile  essere  ìnestenstMe, -quan- 
do per  tutte  le  v^fiarioBi  <she  potino  aocnderte  nella  forma  delta 
superficie  medesima  non  mutino  di  valore  le  quantità  E,  Ft  G. 
Siano  ora  p^  q,  'r  le  coordinate  di  Un  punto  qualunque  di 
una  superficie  sferica  di  rlaggio  n,  e  sia  p'^  -^^^  H-r* :^«i^  Isi 
equazione  che  la  rappi^s^uta,  si  avrà  : 

àpjàq  ,-7-3 — ;t--^)=^»' 

dove  (p{p)  =  {/'{n^  — />').  Si  immagini  una  superficie  qualun- 
que flessibile,  ed  inestensibile  >  e  si  supponga  condotto  noUa 
sfera  il  raggio  parallelo  fttla  normale  eorri^spondenie  'al  'punto 


i 
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ài  oMrdinate  j?>  y,  f  della  fluperficie  inmftgìnala.  Fra  !•  pj  t 
ff  9  le  x^  yjZ  si  anranao  eiridentenente  le  relaiioni: 


.' 


y^-Vd-t- «"-<-<-)*  ^ — V(i-H>-4-o' 


n 


r;  » 


essendo  2'  =  -^  ,   z  =ss  -- .  Aesutneado  le  ^r,  y  quali  nuove 

dr  dy 

variabili  avremo  dalla  nota  forinola  di  trasformazione   per  gli 

integrali  duplicati  che  la  espressione 

n*  fax  fày      ^y^'  7  ^'\  , 

rappresenterà  V  area  di  una  porzione  indeterminata  di  super- 
ficie sferica  ,  e  di  più  se  dopo  eseguita  ciascuna  ìntegrazttNie 
porremo  in  luogo  delle  x  y  y ,  z  i  loro  ralori  formati  collo 
Pf  ;,  r  ed  estenderemo  le  primitive  ottenute  fra  i  limiti  asse* 
guati  per  l'integrale  doppio  (1)  il  valore  risultante  sarà  2nn*. 
Ma  quest'ultima  espressione  è  identica  alla 


'•^>  "'M'^'^^^wfir 


essendo  R,  »  R^  i  raggi  di  curvatura  della  superficie  immagi* 
nata  corrispondenti  al  punto  di  coordiaate  Xy  y  ^  z.  E  la  (2) 
assunte  le  nuove  variabili  u»  v  eguaglia  la 


(3)         n*  fdufdv 


l/"(EG  -  F') 
R,  R3 


talché  questa  espressione  quando  le  primitive  vengano  estese 
nel  modo  dichiarato  fra  i  limiti  su  accennati  sarà  eguale  a 
ÀjtH  •  \7ra  per  ie  snperncie  immaginate  le  E^  It)  tj  u^  t?  non 
mutano  qualunque  forma  assuma  la  medesima,  e  siccome  il  va- 
lore di  quella  primitiva  duplicata,  purché  i  limiti  sieno  gPin- 
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dicati,  è  eguale  a  2n  quantità  costante;  ne  risulta  che   dovri 
pure  rimanere  costante  il  prodotto  R1R2  in  tutti  i  cambiamenti 
di  forma  che  può  subire  la  superficie  immaginata. 

3.<^  È  noto  che  le  x^  y^  z  coordinate  di  un  punto  qualun- 
que di  una  superficie  si  ponno  ritenere  funzioni  di  due  nuove 
Tariabili  ti,  v  allorquando  si  considerino  queste  quali  parame- 
tri l'una  di  una  superficie  ,  l'altra  di  una  seconda  ,  e  la  posi- 
zione di  ogni  punto  della  superficie  data  ritengasi  individuata 
dalla  comune  intersezione  di  due  linee ,  Tuna  appartenente  al 
sistema  di  linee  comuni  intersezioni  della  superficie  data  e  della 
prima  superficie  immaginata,  la  quale  mula  posizione  e  dimen- 
sione al  variare  del  parametro  u;  Tallra  appartenente  al  siste- 
ma di  linee  comuni  intersezioni  della  superficie  data ,  e  della 
seconda  superficie  immaginala  la  quale  cambia  posizione  e  di- 
mensioni cambiando  di  valore  il  parametro  v.  Siccome  poi  per 
i  punti  della  prima  delle  linee  contemplale  la  v  rimane  co- 
stante, ed  analoga  proprietà  ha  la  u  pei  punti  deMa  seconda  , 
quelle  linee  saranno  rappresentale  colle  equazioni 

V .  =  cost*.,    u  =  cosi*. 

Il  Sig.  Gauss  giunse,  nella  memoria  citata^  a  trovare  la 
espressione  per  la  reciproca  del  prodotto  dei  raggi  di  curva- 
tura corrispondenti  ad  un  punto  qualunque  di  una  superficie 
supponendo  essere  qualsivogliano  le  lince  v  =  cost'',  t«=cost'; 
e  da  esse  ricavò  come  casi  particolari  le  espressioni  analoghe 
l.""  nella  supposizione  che  le  linee  rappresentabili  dalla  t;=cosl% 
li  =  cosi''  sieno  orlogonali,  2/  nelle  ipotesi  che  una  di  esse  li- 
nee sia  una  geodetica  della  superficie.  Le  medesime  espressio- 
ni si  ponno  scrivere  sotto  forme  più  concise  di  quelle  asse- 
gnate loro  dal  Sig.  Gauss,  e  sotto  quesle  ultime  forme  vennero 
appunto  recentemente  enunciate  dal  Sig.  Liou ville  (^) ,  e  ri- 
trovale dal  Sig.  Ghelini  {**),  Vogliamo  ora  farci  a  considerare 


.*/■ 


{*)  Comptes  Rendus  de  rAcademie  dea  Sciences.  Avril  1851. 
(*")  Annali  di  Scienze   Matematiche  e  Fisiche  compilati    dal  prof. 
Tortolini.  Giugno.  1851. 
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una  naova  disposizione  per  le  linee  u  =  cost^,    i;  =  cost',   la 
qaale  ci  conduce  ad  analizzare  un  caso  pel  quale  la  espressio- 
ne pel  prodotto  reciproco   dei  raggi  di  curvatura   non  si  può 
dedurre  da  quelle  date  dal  Sig.  Gauss. 
4.^  Rammentiamo  che  ponendo: 

D  =  A«H-B/3  4-C7,    D,=Aa,  4- BjS, -f- Cy, , 

D^  =  A«3 -H  B/3a H-  Dy,, 
nelle  quali 

dy  d^        dy  dz  àx  Ax       ix  d.« 

du  di;       dv  dti  '  du  Av        iv  du  " 

àx  iy       dx  dy 

du  dv       dv  du 


ed 


_    d'x  d'y  __  d'z 

*—  diF'  ^~' a;?'  ^~di? ' 

d'x  ,         d*y  d'z 

«'  =  r::r:»  H'  =  ttt.*   Vi  = 


dttd»  dttdv'  dtido  ' 


_   d'x  _  d»y  d'z 

la  eqaazioDe: 


(4)       ^m»  +^V  -f-  ^m«  +  l/-(EG  -F»)  =  0  . 

rappresenta  una  linea  del  secondo  ordinò  esistente  nel  piano 
tangente  la  superficie  nel  punto  di  coordinate  x{u,  v),  y(uy  v) , 
z{uj  v)  ri  ferite  a  due  assi  coordinati ,  i  quali  sono  le  tangenti 
Tuna  alla  linea  esistente  nella  superficie,  e  per  la  quale  u=cost% 
l'altra  alla  linea  pure  esistente  nella  superficie,  e  per  la  quale 
V  =  cost'';  ed  avente  il  suo  centro  nel  medesimo  punto  di  co- 
ordinate x(uy  v),  y(Uy  v),  z{uy  t?).  (^).    Ld    equazione    superiore 


(*)  La  equazione  (4)  venne  data  dal  Sig.  Ghelini  nella  memoria  io- 
serita  nel  giornale  Arcadico  di  Roma. 
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rappresenta  ia  una  parola  la  indicatrii^e  di  Dapin.  Svppoaiaaiio 
ora  efaa  le  do»  lìnee  ti  s=  coel^^  v^ss  c^si^j  sieao  di  i|BeUe  a 
tangenti  conj  agaie,  la  indicatrice  varrebbe  in  queato  caso  ad  es- 
sere riferita  a'saoi  diamatri  conjiigali,  e  quindi  nella  eqoazio^ 
ne  della  medesima  dovrà  essere  nnllo  il  coefilcienle  del  pro- 
dotto mn^  cioè  la  equazione  di  quella  linea  del  secondo  ordine 
diverrà: 

(5)  ^m^  4- '^  n^ -M/'(EG  —  F^)  =  0  . 

Ci  ir 

Se  inohre  quelle  linee  rappresentabili  dalle  tt=soosl'',  t7=cost', 
saranno  ortogonali ,  ossia  le  linee  medesime  saranno  linee  di 
curvatura  della  superficie  sarà  come  è  noto  F  =  0^  e  la  equa- 
zione della  indicatrice  diverrà  : 

(6)  |-"»'-+-^'*»'  -hi/-EG=0. 

I  risultamenti  ottenuti  ci  porgono  intanto  1  due  seguenti  teo- 
remi : 

l.""  Se  le  coordinate  rettangole  di  un  punto  qualunque  di 
una  superficie  savanno  funzioni  di  due  variabili  u^  v  tali  che 
le  linee  rappresentate  dalle  equazioni  u  =:cosl',  v  =  cost'  sie- 
no  di  quelfe  a  tangenti  conjugate,  le  coordinate  a:(t«,  v),  y(u^  v\ 
z{ujv)^  dovranno  soddisfare  alla  equazione  D,=0  9  ossia  alla 

Aa,  H-B/3,  H-Cy,  =0. 

2.''  Se  le  coordinate  rettangolari  di  un  ponto  qualsivoglia  di 
una  superficie  saranno  funzioni  di  due  variabili  o,  v  tali  che 
le  linee  u  s=xost'y  v  =  cost'  siano  lineo  di  curvatura  della  su* 
perGcie.le  coordinate  x(ujv)^  y(uyv),  z{UfV}  dovranno  soddl* 
sfare  alle  equazioni  F  =  0  ,  Dj  =?  0 ,  ossia  alle: 

,-.      djr  dx       dy  dy        dz  àz        ^        .  ^^         ^  ^ 
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Qaesto  secondo  ftermine  è  dovuto  oì  Sig.  Joaebimstbal  (%  che 
Io  dimostrò  appoggiandosi  a  ooAsiderazioni  alialto  diBére^ti  ; 
il  metodo  di  dìmosirazioDo  sopra  adottalo  ha  il  vantaggio  di 
indicar  meglio  quali  sieno  le  proprietà  delle  iinj^e  di  curratura 
che  danno  luogo  a  queli^  equaiioai. 

5.^  Ritenuto  che  le  linee  u^sscost%  t'scost'' sieno  di  quello 
a  tangenti  conjugate  9  e  quindi  la  equazione  della  indicatrice 
sia  la  (5);  rammentata  la  relazione  esistente  fra  i  raggi  di  cnr-^ 
vatura  delle  sezioni  normali  ad  una  superficie  ,  ed  i  diametri 
Gonjugati  della  indicatrice  avremo^^  ^he  il  prodotto  reciproco  dei 
raggi  di  curvatura  corrispoudenti  a|  punto  centro  della  indi-» 
catrice  sarà  : 

^  '      R,  R,""(EG  — F*)'  '• 

e  sopposto  esser*  le  Knee  per  le  quali  u  za  cosi*,  «^  cost* 
linee  di  curvatura  della  superficie  sarà 

(9)  A^-^-^ 

Che  se  ritengansi  essere  h  linee  rappresentale  dalle  tissoost', 
9  =  cosf  linee  qnalsi  vogliano  esistenti  nella  superficie  ,  la 
equazione  della  indicatrice  sarà  la  (4)90  si  avrà: 

£  questa  la  espressione  esibita  dal  Sig.  Gauss  pel  prodotto  re* 
ciproco  dei  raggi  di  curvatura,  o  per  hi  misnra  della  curva- 
tura della  superficie  come  la  denominò  il  Sig.  Gauss  medesimo. 
Facili  trasformazioni  conducono  a  provare  che  il  binomio 
DD,  —  D'x  eguaglia  una  espressione  semplicemeote  formata 
colle  quantità  E,  F,  G  »  e  colle  loro  derivate  prtme,  e  secondo 
par zialiy  dal  che  si  deduce  il  teorema.  Affatto  analogamente  pò* 
tremmo  dimostrare  che  il  prodotto  DD^  riducesi  alla  medesima 


C)  Journal  de  Mathematiques  de  M.  Creile.  T.  30.  Aq.  4B4(|. 


n 
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espressione  conteDente  le  sole  E,  F.  G  e  derivate  parzialii  al- 
lorquando si  abbia  riguardo  alla  equazione  D^  =  0  la  quale 
deve  sussistere  aflBnché  le  linee  u  =  cosi'  »  t'  =  cosi'  sieno  a 
tangenti  conjugate.  Tro?eremnio  in  questo  modo  che  nel  caso 
che  la  misura  della  curvatura  della  superficie  sia  data  dalla  (8) 
si  avrà  : 

_  JA^_  ±r}^/iG      F^  dG_      d_Fx-l 


dvLAVdo        G"  d  JJ  ' 


e  nel  caso  sia  data  dalla  (9)  sarà 

(10\         _  ì^  =  1(—  ^W  Ali.  1E\ 
^     '  R.Ka       du\A,    dJ      iv\A,  Av)  ' 

nelle  quali 

A  =  i/"(EG  —  F")  ,    A,  =  |/"EG. 

6.^  Indicando  con  pi  »  jO^  i  raggi  di  curvatura  di  due  se- 
zioni normali  a  tangenli  conjugate,  e  con  u  Tangolo  che  quelle 
tangenti  fanno  tra  loro,  ritenute  le  linee  u  =  cost',  v=  cosi' , 
qoalsivogliano,  si  ha  per  la  equazione  (4) 

1  DD,  —  D% 

=  sen  a 


p,  p,  1/  (EG  -  F^)  ' 

il  che  equivale  al  dire  : 

Se  una  superficie  flessibile  è  anche  inestensibile,  il  prodotto 
reciproco  dei  raggi  di  curvatura  di  due  qualsivogliaoo  sezioni 
normali  a  tangenti  conjugate  corrispondenti  ad  un  punto  qua- 
lunque di  esse  superficie,  ò  una  quantità  la  quale  non  varia 
per  quel  punto  che  variando  Tangolo  compreso  dalle  tangenti 
medesime;  qualunque  forma  possa  assumere  la  superficie  per 
là  sua  flessibilità.  In  questo  teoroma  trovasi  compreso  quello 
del  Sig.  Gauss. 

Per  la  medesima  equazione  (4)  si  ha  anche  la: 


(301) 
1         1        2D,F  —  DG  —  D,E 

(eG  —  FV» 

e  supponendo  ortogonali  le  linee  per  le  qaali  uzcoil*,  v  =  cosi* 
sarà 

.  t         1  _         1     /D         Da 

^"'    ìì:  "^  r.  ~  ~  ìtegVe  "^  G  /  • 

Ora  per  i  valori  di  D  e  D^  col  mezzo  di  alcune  trasformazioni 
le  quali  in  buona  parta  riscontransi  già  nella  memoria  del 
Sig.  Gauss  si  ottengono  le 

D-  =  |,-  +  r^7-)EG-i.G0-lE(Ji)", 

D-.  =<.-.  -  ?',  ^  7-0  Ec-  i-  0  (2-5)'-  Le  Q-  , 

le  quali  espressioni  denominando  con  pi  ^  p  i  raggi  dei  circoli 
osculatori  delle  linee  u  =  cost'^  v  =cost''  si  riducono    alle 


«>-=[^(^^)"]— 1«0"-^0' 


dE\* 

-H-l-. I     IKli 7-GJ-r-l— -i-Kl 

E'G 


P 
(12) 


'G        1       /dEv* 
^ — T^UJ' 


=E«!_|Ga)". 

p\  4       \au/ 

Questi  valori  di  D  e  D^  danno  manifestamente  che: 

Se  una  superficie  flessibile  è  anche  inestensibile,  la  somma 
dei  raggi   di  curvatura  reciproci   corrispondenti  ad  un   punto 
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qualunque  di  essa  supcrGcie  è  una  grandezza  che  dipende  uni- 
camente  dai  raggi  dei  eircolt  oscolalori  di  due  linee   qualon- 
que  ortogonali  esistenti  in  quella  superficie;  e  passanti  per  quel 
punto  ;  comunque  varii  la  forma  della  superficie  medesima. 

7.^  L'uso  di  sistemi  di  linee  esistenti  in  una  superficie  a 
rappresentare  le  posizioni  dei  punti  della  superficie  medesima, 
già  adottato  molti  anni  sono  dal  Prof.  Bordoni  nelle  sue  ri- 
cerche sullo  lineo  e  superficie  parallele,  e  sull'equi librio  astrat- 
to delle  Volte  (*),  fu  in  questi  ultimi  tempi  di  molto  utile  ai 
Geometri  in  varie  quislioni  geometriche,  meccaniche  e  fisiche. 
Nei  lavori  recenti  dei  Sigg.  Bertrand,  Bonnet,  Ghelini,  Lioaville 
e  di  molti  altri,  si  riscontra  un  grande  numero  di  nuove  pro- 
prietà delle  superficie  o  di  linee  esistenti  in  essa,  ritrovate  gio- 
vandosi di  quel  metodo  di  rappresentazione.  Dobbianu)  allo  stu- 
dio di  quei  lavori  alcuni  fra  le  cose  che  qui  si  aggiungono. 

Si  supponga  che  te  lince  esistenti  in  una  superficie  qualun- 
que per  le  quali  u  =  cost',  v=  cost'  sieno  ortogonali,  ritenute 
le  denominazioni  già  adottate  sussisterà  evidentemente  la 


.  X   -U-i—  fi    -4.  *  Z    =:0 


1/  E    '      KE  •^^       1/  E 

gli  accenti'  in  alto  indicando  derivate  rispetto  ad  u  ,  quelli  al 
basso  derivate  rispetto  a  v.  inoltre  si  avrà 

Si  derivi  la  prima  di  queste  equazioni  rispetto  ad  u,  e  la  se- 
conda rispetto  a  t;,.  dal  confronto  delle  risultanti  si  otterrà 


1  E, 

2  |/E 

17  '='  \' 

■(i^)'.* 

(;;..)■ 

«1  j. 

dalla  quale 

facilmente 

(13) 

1  E, 

2  Ej/G 

COS  0) 

~T' 

nVedi 

la  nota  (1). 
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indioMido  G»  V  angob  die  la  direaione  del  raggio  del  circolo 
eacalatore  nel  pmlo  di  coordinate  x{Uj  v)j  y(mj  «>),  x{u ,  t)  alla 
tìoea  per  la  qaale  v  ss  cosi'  fa  colla  tangeate  sello  stesso  pan^ 
le  alla  iinea  per  la  qaale  u  ==  cosi*  ;  e  p  il  raggio  del  circolo 
oscmlatare  in  i{wl  pmito  alla  linea  v  =  cosi'.  È  chiaro  cbe 
affalto  analogamente  si  a?rà 

(14)  1  _£.  __  ^2?^' 

dove  le  6>i ,  px  »  sono  rispetto  alla  linea  tisscost  ciò  cbe  sono 
le  Gì),  p  rispetto  alla  linea  v  s=cost'.  Il  Sig.  Ossian  Bonnel  nella 
sua  OB^aioria  sulla    teoria    generale    delle    superficie   (*)  fece 

grand*uso  del  rapporto ,  ad  esso  possiamo  però  sostituir- 
ne un  altro  con  qualche  vantaggio. 

S'immaginino  due  superficie  sTiluppabili  l'nna  tangente  la  li- 
nea per  la  quale  n  ss  cost ,  i*  altra  tangente  la  linea  per  la 
quale  e  tzr  oost',  e  si  suppongano  quelle  due  superficie  nella  po« 
aizione  rispetlira  in  coi  trovansi  sviluppate  nel  piano  tangente 
la  auperfide  al  punto  di  coordinate  a?(ti,  v)^  y(Uj  v),  z(Uf  e).  In 
questo  sviluppo  le  Ey  G,  ti,  v  non  muteranno,  gli  angoli  Ci^ai>i, 
diventeranno  nulli;  talché  indicando  con  r,  fi ,  ì  raggi  di  cur- 
vatura di  quelle  curve  piane  natie  quali  si  trasfigurano  le  li^ 
nee  di  contatto  tra  la  auperficie^  e  le  superficie  sviluppabili  im- 
maginate si  avranno  le: 

.  COSO)         1  COSO),  1 

(14)  —7"*=  -r  >        " 


P         ^  P 


I 


r, 


Da  queste  relazioni  risultano    manifestamente  i  seguenti    teo- 
remi: 

(^}  Journal  de  TEcole  PoIyCechnique.  Cahier.  32.  An:  1848.  —  La 
forinola  (IS)  venne  dimostrata  in  altro  modo  dal  Sig.  Prof.  Mossotti 
nelle  sue  lezioni  di  Meccanica  razionale,  le  qaali  sono  in  corso  di  pub- 
blicazione. La  sua  dimostrazione  poggia  però  salF  ipotesi  cbe  la  linea 
fii  c=  cost*  sia  geodetica  (Vedi  la  nota  2). 
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1/  Se  il  piaDO  del  circolo  osculatore  ia  uo  puoto  qualan- 
que  ad  una  linea  qualsivoglia  esistente  in  una  snperGcie,  coio- 
ciderà  col  piano  tangente  la  superficie  in  quel  punto  ,  il  rag- 
gio del  circolo  medesimo  eguaglierà  il  raggio  di  curvatura  al 
punto  corrispondente  della  curva  piana  nella  quale  trasfigurasi 
la  linea  esistente  nella  superficie  considerala  quale  linea  di 
contatto  tra  la  superficie  e  la  sviluppabile  quando  questa  sia 
distesa  in  un  piano. 

Per  tutti  i  punti  dello  spigolo  di  regresso  di  una  superfi- 
cie sviluppabile  qualunque  ha  appunto  luogo  la  proprietà  sud- 
detta. 

2.^  Se  la  superficie  sviluppabile  tangente  un  altra  qualun- 
que lungo  una  linea  geodetica  esistente  in  questa  seconda  su- 
perficie si  distenderà  in  un  piano,  la  linea  di  contatto  si  tra- 
sfigurerà in  una  retta. 

3.°  Se  la  superficie  sviluppabile  tangente  una  qualsivoglia 
lungo  una  parte  continua  del  contorno  di  una  figura  della  mas- 
sima 0  minima  area  fra  le  isoperimctre  esistenti  nella  medesi- 
ma superficie,  si  distenderà  in  un  piano,  la  linea  di  contatto  si 
cambierà  in  una  circolare.  Infatti  per  questa  linea  il  rapporto 

é  costante  (*)  per  il  che    sarà    anche   r  =cost*  (**).  È 

P 
chiaro  che  le  proprietà  rinvenute  pel  raggio  di  curvatura  della 

linea  piana  in  cui  trasfigurasi  la  geodetica,  e  la  linea  racchiu- 
dente Tarea  massima  o  minima  fra  le  isoperimctre  sussisteran- 
no anche  pel  raggio  della  sfera  avente  un  contatto  di  secondo 
ordine  con  ciascuna  di  quelle  linee,  ed  il  centro  nel  piano  tan- 

(*)  Journal  de  Malhematiques  de  M.  Liouville  T.  Vili.  Ànnée  1843 
pag.  241. 

(**)  Questo  teorema  venne  dimostrato  dal  Chìar.  Sig.  Prof.  Bordoni 
tino  dall^anuo  1832  in  una  memoria  inserita  nel  tomo  1  degli  Opuscoli 
Matematici  e  Fisici  stampati  in  Milano»  e  trovasi  ripetuto  in  una  me- 
moria del  Sig.  Catalan. —  Journal  de  TEcole  Polytechnique  Cahier  XXIX. 
An.  1843. 
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gente  la  superficie  nello  stesso  punto  di   contatto    della    sfera 
colla  linea. 

8.  Il  Sig.  Gauss  nella  memoria  più   volte    citata    partendo 
dalla  espressione: 

pose  la  equazione  della  geodetica  per  una  superficie  qualunque 
sotto  una  nuova  forma;  la  quale  equazione  allorché  si  riten- 
gano le  linee  u  =  cost',  17=  cosf",  essere  ortogonali^  e  quindi 
F  =  0  è  la  seguente: 

'     '  d5"~2l^EG\dt?d5        dttdW  ' 

essendo  0  Tangolo  che  la  tangente  alla  linea  geodetica  nel  punto 
di  coordinate  fa  colla  tangente  nel  medesimo  punto  alla  linea 
per  la  quale  i7=cosl'^.  Quella  equazione  per  le  formole  (13) , 
(14),  (15)  si  potrà  scrivere: 

a9        r  ós        ri  ds 

Da  questa  equazione  si  può  facilmente  passare  ad  una  analoga 
per  la  linea  racchiudente  una  area  massima  o  minima  fra  le 
isopcrimetre.  Si  immaginino  due  nuove  linee  esistenti  nella  su-* 
pcrficie,  anch'esse  ortogonali  e  passanti  pel  punto  di  coordina- 
te u ,  v  ;  supponiamo  la  geodetica  riferita  a  queste  nuove  li- 
nee; si  indichi  con  X  l'angolo  che  la  tangente  la  geodetica  nel 
punto  di  coordinate  ti,  v  fa  colla  tangente  alla  prima  di  que- 
ste linee  nel  medesimo  punto.  Avremo  affatto  analogamente 

e  le  E,  ,  G,  ,  Ui ,  i?i  ,  d  ,  di  sono  per  queste  nuove  linee  ciò 
che  le  E,  G,  u,  Vy  r,  r^  erano  per  le  prime.  Ora  se  indichia- 
mo con  £  Tangolo  che  la  tangente  quella  prima  linea  nel  punto 
di  coordinate  u,  v  fa  colla  tangente  la  linea  v  =3cost'  nel  me- 
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decimo  punto  si  ha 

riteneDdo  come  algebrica  la  somma  nel  secondo  membro.  Ha 
le  equazioni  superiori  danno 

&=  —  uVE  —  —  t)'i/^G , 

V  =  ^  i*\  t^E,  -  j-ti\  i^G,  , 

indicando  gli  accenti  in   alto  derivate  rispeUo  ad  una  variabile 
qualunque  :  quindi  si  avrà 

e'  =  — tt'l/^E  —  —  vY^  -♦-  4-  «*'ì  i^Ei  —  T-  «'il^Gi  . 
r  fi  d  dj . 

So  supponeai  che  la  seconda  delle  linee  immaginate    sia  geo- 

1 

detica  sarà  -p  =  0,  quindi  indicando  con  9  la    lunghezza  di 
di 

un  arco  della  seconda  linea  si  avrà  : 

d£        1   dti  ^ 1   dt?    ^       1 

da       r  da  fj   da  d 

ed  osservando  essere  : 

dti  Ai) 

co*  6  =  -j-  i/"E  ,      sen  6  =  -r-  j/^G  » 
a(7  da 

si  avrà: 

d«        1  1  1 

(16)  i-=  —  COSE sea£-|*-3-  . 

da       r  r  d 

Se  la  prima  delle  linee  immaginate  fosse    una   di  quelle  rac- 
chiudenti un  area  massima  o  minima  fra  le  isoperimetre    sa- 

l 
rehbe  -^  s&  cosi',  e  quindi 
d 

dE         1  1 

•^  =  —  cos  g sen  E  -hcost* . 

da       r  r. 
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QttesU  equazione  deUa  liaea  raockindonte  on  «rea  massioia  o 
minima  fra  le  isoperimetre  potevasi  dteaere  anche  direUainenle 
col  calcolo  delle  variazioni,  abbiamo  fatto  uso  del  «Mtodo  su* 
penare  onde  stabilire  la  esazione  (16)  che  riduceri  faciimenie 
dd  una  trovata  dal  Sig.  Bonnet  alla  pag.  43  della  Ma  meoM)'- 
ria  già  citata.  Notiatd^  che  quella  prima  linea  immaginata  non 
può  essere  in  generale  geodetica,  do6  non  può  essere  in  ge*- 

1 

ncrale  —  =  0,  giacché  in  questo  caso  rammentando  la  equa- 
zione (10)  e  le  equazioni  (13),  (1^)  si  vede  subito  dovrebbe 
sussistere  la         '     =  0  ,    cioè  la  superficie  dovrebbe  essere 

sviluppabile. 

9.°  La  integrazione  deirequazione  della  geodetica  sulla  el- 
lissoide fu  già  scopo  afle  ricerche  dei  ^gg.  Jacobi,  Ltouville, 
Ioachimsthal,  Ghasles,  ed  altri.  Le  forme  dell'  espressioni  rin- 
ventfte  dai  Sigg.  Joachimsthal,  «  Liouville  per  la  primitiva  Ai 
primo  ordine  di  quella  equazione  sono  differenti,  da  ambedue 
si  passa  però  facilmente  alle  forme  aèsegnatale  dal  Sig.  Jaco- 
bi  (*).  «Vediamo  come  assai  brevemente  si  giunge  ad  una  equa- 
zione che  lega  fra  loro  quelle  due  differenti  forme  sotto  cui 
presentasi  la  medesima  primitiva. 

Sieno 

^,^ C i 

f ?! f «1, 

V  9   . —  V  C     —  U 

le  equazioni  di  una  ellissoide,  e  di  due  iperboloidi,  i  quali  al- 
lorché si  ritenga  essere  u*  compreso  fra  b^  e  c^ ,  e  v^  com- 

'(')  ìloumal  des  Kàthematiques  -^  deM.  Liouville  T.  6.  An.  'lS4t. 
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preso  fra  o  e  b^  segheranno  Tellissoide  secondo  due  linee,  le 
quali  pel  teorema  di  Dupìn  saranno  linee  di  curvatara  delfel- 
lissoide  medesimo.  La  posizione  di  ogni  punlo  deirellissoide  si 
potrà  ritenere  individuata  dalla  comune  intersezione  di  due  di 
quelle  lince  ortogonali  le  quali  si  otterrebbero  facendo  variare 
le  ti,  v.  I  valori  poi  delle  Xy  y,  z  in  funzione  di  ti,  v  che  si 
ricavano  da  quelle  tre  equazioni  sono: 

t  u  V  \/'(e  —  *')  l/-(u^  —  4')  1^(6*  —  v") 

.^  t^(<'  -  e')  |/"(c'  -  «')  l/(c'  -  t>') 

ed  i  vaiori  delle  E,  G  saranno: 

(^' -  ti>- -  t.')  ^_{t'-  ^'){u'  -  r') 

Questi  valori  sostituiti  nell*  equazione  (15)  la  rendono  facil- 
mente integrabile^  ed  ottiensi  la 

ti'  sen'e  +  v^  cos'  fi  =  a* 

essendo  ex,  la  costante  introdotta  dalla  integrazione. 

Ora  il  raggio  di  curvatura  della  geodetica  per  una  super- 
ficie in  un  punto  qualunque  di  essa  è  eguale  al  raggio  di  cur- 
vatura della  sezione  normale  tangente  la  geodetica  nel  punto 
medesimo;  quindi  indicando  con  p  il  raggio  di  curvatura  della 
geodetica  pel  punto  di  coordinate  ti ,  t?  e  con  Ri  ,  R,  i  rag- 
gi di  massima  e  minima  curvatura  sferica  nel  punto  medesimo 
sussisterà  pel  noto  teorema  d'Eulero  la 

11  1 

(17)  — =  —  sen*  0-h  —  cos*  9  , 

p  Ri  Ra 

• 

Indicando  costantemente  con  0  l'angolo  che  la  geodetica  fa  colla 
linea  v  =  cost".  Si  immagini  il  piano  tangente  l'ellissoide  nel 
punto  di  coordinate  ti,  t?,  ed  il  piano  diametrale  parallelo  ad 
esso;  è  noto  e  facilmente  dimostrasi  che    indicando  con  d  ,  il 
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semidiametro  di  quella  sezione  il  quale  é  parallelo    alla    tan- 
geute  la  linea  per  cui   u  =  cost'',  e    con    à^  il  semidiametro 
della  sezione  medesima  parallelo  alla  tangente  la  linea  per  cui 
t;  =  cost'  si  ha 

d,=l^(^^-tp*),         d,  =  1/^(1^  -  u^) 

Ma  indicando  con  p  la  lunghezza  della  perpendicolare  condotta 
dal  centro  della  ellissoide  al  piano  tangente,  per  la  nota  pro- 
posizione che  in  una  ellissoide  il  parallelepipedo  avente  per  spi- 
goli tre  semidiametri  conjugati  è  equivalente  a  quello  che  ha 
per  spigoli  i  tre  semiassi  si  avrà 

p^/■(t^  _  t,»)  ^/'^t^  _  u*)  =  ti/^(t^  -  **)  \/^(e  —  e»), 

Per  queste  espressioni  vediamo  essere 

dunque  per  tutte  le  linee  per  le  quali  u  =  cost'',  sarà  anche 
il  prodotto  j>di  costante,  e  per  tutte  le  linee  per  le  quali 
V  zizcosf"  sarà  pi^  pnre  costante.  Ma  tutte  le  linee  per  le  quali 
u  =  cost^,  V  =  cost'^,  sono  linee  di  curvatura  dell'  ellissoide  , 
dunque  la  proprietà  indicata  ha  luogo  per  tutte  quelle  linee  {% 
É  noto  essere 


«I  =    >     «2  —       » 

P  P 

ed  inoltre  indicando  con  d  il  diametro  della  sezione  diametra- 

d^ 
le  parallelo  alla  tangente  la  geodetica  si    ha  p  =:  —  .    I  va- 
lori di  Ri  ,  ed  Ba  per  le  equazioni  (18)  si  ponno  porre  sotto 
la  forma 

p^(t   U  )  p^(t    V  ) 


(*)  Questa  proprietà  si  può  anche  dimostrare  partendo  dalle  equa- 
zioni (7)  che  devono  sussistere  per  le  linee  di  curvatura. 

jinnali  di  Scienze  Mai.  e  Fis  7.  ///.  luglio  1852.  20 
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posto 

per  CQÌ  sostitacndo  nella  (17)  si  avrà  : 

*      =  Jl  _    *  tt*  sen^e  -f.  v\os'9) 


ma  per  la  geodetica  suirellissoidc  abbiamo  veduto  essere 

(19)  ti'scn^e  -4-  v"  cos"9=  a'  , 

quindi  sarà 

(20)  nd  == ^ ^  . 

^     '  ^         l/(^— «) 

Questa  è  la  forma  assegnata  dal  Sig.  Joachimsthal  (*)  per  la 
primitiva  del  primo  ordine  dell'equazione  della  geodetica  sulla 
ellissoide;  essa  dimostra  che  per  la  geodetica  ha  pure  luogo  la 
proprietà  dichiarata  più  sopra  per  le  linee  di  curvatura.  Il  va- 
lore poi  del  raggio  di  curvatura  della  geodetica  nel  punto  di 
coordinate  Uy  v  sarà 

Osserviamo  da  ultimo  che  se  la  geodetica  è  tangente  Tuna  o 
l'altra  delle  linee  di  curvatura  la  a  diventa  eguale  ad  u  ,  op- 
pure a  t7,  talché  possiamo  dire  che  quella  quantità  la  quale  di- 
visa per  p^  dà  i  valori  dei  raggi  di  curvatura  corrispondenti 
ad  un  punto  delta  superficie  e  del  raggio  di  curvatura  della 
geodetica  ritiene  lo  stesso  valore  per  ogni  punto  di  una  linea 
di  curvatura  e  di  ciascuna  linea  geodetica  che  le  sia  tangente. 
Da  questa  osservazione  si  ricavano  moltissime  delle  proprietà 
già  note  per  la  geodetica  suirellissoide  i^), 

(*)  La  equazione  (19)  è  la  forma  assegnala  dal  Sig.  Lìouville  alFe- 
quazìoiie  della  geodetica,  e  la  (20)  quella  assegnata  dal  Sig.  Joachimsthal. 
Journ^  de  Lìouville.  T.  9.  —  Journal  de  Creile.  T.  26. 

('•)  (Vedi  la  nota  3*.) 
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IO.""  Allorquando  col  mezzo  del  calcolo  delle  variazioni  ri- 
cercasi l'equazione  della  snperficte  della  mìnima  estensione  ar- 
rivasi alla  nota  equazione  alle  derivate  seconde  parziali 

per  cui  quella  superficie  ha  anche  la  proprietà  di  avere  in  «^i 
sno  punto  i  raggi  di  curvatura  eguali  e  di  segno  contrario. 
Monge  diede  pel  primo  l'integrale  di  quella  equazione,  dopo  di 
lui  venne  trovato  sotto  differenti  forme  da  Le^^ndra,  Laplace, 
Poisson.  Ecco  come  alcune  delle  formole  esposte  Ipiù  addietro 
€M>nducono  brevemente  ai  risaltati  di  Monge,  mostrando  nello 
slesso  tempo  qua!  grado  di  generati tà  possiamo  accordare  ai  ri- 
sultati medesimi. 

Rammentiamo  la  equazione 

i.        1  ___  2D,F— DG  — D,E 

Ri  R3  /  \3 

EG  — F^r 
per  la  superficie  della  minima  estensione  dovrà  essere 

2D,F  —  DG  — DaE 


(eG  — F') 


=  0. 


A  questa  equazione  si  può  soddisfare  in  due  differenti 
modi  particalari,  cioò  supponendo  D,  =  G  =  E  =  0,  oppure 
F=:D=D3=0,  l'altro  modo    pure  particolare,  ossia  D=Di=D2=0 

1 

dovrebbe  trascurarsi  atteso  il  valore  di  . 

Ri  Rj 

Incominciamo  dal  supporre  D,  =G  =  E:=:  0  ,  ossia 

A«x  +  B/3i-hC7i=0, 

alla  prima  di  queste  equazioni  può  soddisfarsi  ritenendo  «,=0, 
/3,  =  0 ,  7,  =  0  cioè 
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dtt  dv         *      du  dv  *      dtt  dv 

Queste  tre  ultime  equazioni  integrate  avendo  riguardo  alle  ul- 
time due  delle  tre  antecedenti^  le  quali  devono  pure  verificarsi 
daranno 

jc  =  w  -»-  t? ,    y  =  9(ti)  -h  tp{v) , 

z=i^-  i[j|/"(i  ^'(ur)du  -^Jlri^  "*-^'(^)0  ^''l 

le  quali  sono  le  formole  di  Monge  (*). 

Supponiamo  in  secondo  luogo  sussistere  la  F  =  D=Ds=0 
rammentando  le  equazioni  (12)  si  avranno  le  due  seguenti 

dalle  quali  per  le  equazioni  (IS),  (14),  (15)  si  otterrà 

p  =  r  j        pi  =r,. 

Ne  risulta  che  in  questa  ipotesi  la  superficie  richiesta  avrebbe 
la  proprietà  che  per  ogni  suo  punto  due  linee  ortogonali  avreb- 
bero i  raggi  di  curvatura  eguali  rispettivamente  ai  raggi  di 
curvatura  delle  linee  piane  in  cui  si  trasfigurerebbero  le  lince 
medesime  ritenute  quali  linee  di  contatto  tra  due  superficie 
sviluppabili,  e  la  superficie  cercata^  allorquando  quelle  super- 
ficie sviluppabili  si  distendessero  in  un  piano.  Cioè  per  ciascun 
punto  di  queste  superficie  passano  due  linee  ortogonali  esistenti 
nelle  superficie  medesime,  e  nel  piano  tangente  le  superficie  in 
quel  punto  (^).  Se  finalmente  vuoisi  supporre  D=Di7^D2=:0  si 

1 
ha  anche ^—  =  0  ,  e  ciò  equivale  al  dire  essere  piana  la 


(*)  Hìstoire  de  l'Àcademie  Royale  des  Sciences  An.  1784.  —  La- 
croix,  Traile  de  Calcai  differentiel  et  integrai.  T.  2. 

(*^|  L'esistenza  di  queste  linee  venne  già  indicata  dal  Sìg.  Dupin.-— 
Developpements  de  Geometrie  pag.  190. 
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superficie  richiesta  ;  giongiamo  cosi  geometricamente  a!  risul- 
tato che  dà  l'integrale  trovato  da  Poisson  per  la  superficie  del- 
la minima  estensione  (*)  (Vedi  la  Nota  4.^) 
11."*  La  nota  formola  di  Eulero 

11  1 

-r  =  ;;r  sen^c»)  -f-  zr-  cos^o)  , 
d        Rj  Ra 

essendo  d  il  raggio  di  curvatura  di  una  sezione  normale,  dà 
una  proprietà  caratteristica  per  questa  specie  di  superficie.  Sup- 
pongasi Gi>  =  45°  si  avrà 

A  — i-    -L 

d  "R.'^Ra  ' 

1 

e  quindi  per  la  superficie  della  minima  estensione  --p  =  0. 

d 

Siccome  poi  sussiste  in  generale 

d         di        R,       R, 

1 

sarà  anche  —  =  0  ,  cioè  per  ogni  punto  della  superficie  della 

minima  estensione  passeranno  due  linee  esistenti  nella  super- 
ficie medesima  le  quali  faranno  angoli  di  45''  colle  linee  di  cur- 
vatura corrispondenti,  ed  avranno  la  proprietà  che  ì  raggi  di 
curvatura  in  quel  punto  delle  sezioni  normali  alle  superficie 
tangenti  le  linee  medesime  sono  infiniti.  Sono  queste  le  linee 
assintotiche  di  Dupin  o  le  generatrici  di  M.  Roberts  (^).  Un 
altra  singolare  proprietà  ricavasi  osservando  che  all'equazione 

*  4         n 

R,  Ra 

n  Lacroìx.  —  Traile  de  calcul  differentiel  et  integrai.  T.  2.  pag. 
636.  L'integrale  trovalo  da  Poìshod  è  il  seg nenie 

zz=(p(x-^  ay)  H-  yl/'(l  -h  a^)l/"— 1. 

(**}  Developpemeots  de  Geometrìe  pag.  189.  Journal  de  Lionville. 
T.  XI.  An.  1846. 
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sDd4islasi  cMiplettmento  supponendo  DG  -f-  D,  £  :$=  0  ;  giai> 
cbé  il  supporre  F  =0  non  dimimiisce  la  generalità.  Da  quest* 
ultima  equazione  si  ba 

D^_D% 
E*  ~  G'    ' 

e  quindi  per  le  equazioni  (12) 

iL_i-  — i-  _L 

P  Pi  ^  ^  i 

13/  Fra  tutte  le  superficie  le  quali  hanno  la  proprietà  di 
avere  in  ogni  punto  i  raggi  di  curvatura  eguali  ma  di  sogno 
contrario,  vennero  fino  ad  ora  individuate  le  equazioni  di  due 
sote^  cioè  fra  le  superficie  gobbe  quella  deirelieoide  a  piaiio  di- 
rettore y  e  fra  le  superficie  di  rotazione  quella  generata  da 
una  catenaria.  La  ricerca  dell'equazione  della  prima  di  queste 
superficie,  quale  superficie  avente  la  proprietà  indicata,  fu  già 
scopo  di  alcune  memorie  di  Legemdre,  WantzeI,  Gatalan ,  M. 
Roberts,  Serret.  Due  modi  si  presentano  spontanei  alla  soluzione 
di  tale  problema,  o  partire  dalle  formole  di  Monge ,  e  deter- 
miMFe  le  costanti  arbitrarie  servendosi  della  condizione  dell'es- 
sere la  superficie  generata  da  uhq  retta  che  rauovesi  mante- 
Dendosi  peraltela  ffd  un  piano*,  oppure,  seguendo  if  metodo  a- 
dottato  da  Fòurier  per  aitcune  quistioni  fisico-matemàiicbe,  in- 
trodurre quella  condizione  prima  di  eseguire  Frategraz-ione.  li 
primo  metodo  venne  adoperato  dal  Sig.  Robcrts,  gti  altri  au- 
tori ertali  si  tennero  in  parte  al  secondo  (*).  Ma  usando  com- 
pletamente del  secondo  metodo,  il  problema  in  quistione,  ed  al- 
tri  problemi  geometrici  analoghi  a  questo  si  risolvono  assai  fa- 
cilmente, senza  aver  d'uopo  di  calcoli  tanto  lunghi  quali  sono 
quelli  che  riscontransi  in  ciascuna  deile  raemorie  diate. 

Riteniamo  che  il  piano  direttore  della  superficie  sin  quello 
della  Xj  y,  la  equazione  alle  derivate  parziali  del     second'  or- 

C)  Jouroal  de  M.  Liouvìlie  T.  XI.  Àn.  1846,  T.  VII.  Ad.  1842. 
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dine  della  superficie  generata  da  una  retta  che  si  muove  man* 
tenendosi  parallela  a  quel  piano  è  la 

Dunque  la  superficie  richiesta  avrà  le  due  proprietà   indicate 
dairequazione  superiore  e  dalla 

(1  ^py  _  2pq8  -f-  (1  +  qy  =  0 , 

ossia  dalle  due 

dalle  quali  si  hanno  le 

(P"  -qy  —  2psr*  =0  ,         (p"  —  jr>H-  2pjr5  =  0. 

Queste  sono  facilmente  integrabili  e  danno  il  risultato  cono- 
sciuto. 

13.^  La  equazione  alle  derivate  parziali  del  secondo  ordi- 
na delta  Superficie  di  area  data  la  quale  racchiude  con  un  al- 
tra individuata  un  corpo  di  volume  massimo  è  la  seguente 

1  - 

(22)     —(1  -i-/>'-Hg')  '  -4-'  (l-»-?')r  4-  (1-Hi>')^  —  2pqs  =  0 

dalla  quale  deducesi  avere  la  superficie  richiesta  la  proprietà 
che  in  ogni  suo  punto  la  somma  dei  raggi  di  curvatura  reci- 
proci è  costante. 

Per  ogni  punto  di  ciasqjuna  di  queste  superficie  passano  due 
linee  esistenti  nella  superficie  medesima  le  quali  hanno  molta 
analogia  colle  assintotiche  del  Sig.  Dnpin.  Infatti  partendo  dalla 
formola  di  Eulero  é  facile  il  dimostrare  come  quelle  due  li- 
nee facciano  angoli  di  45""  colle  linee  di  curvatura  corrispon- 
denti a  quel  punto,  e  come  i  raggi  di  curvatura  nel  punto  me- 
desimo delle  sezioni  normali  alla  superficie  tangenti  le  linee 
medesime  siano  costanti. 

Fra  le  superficie  generate  dalla  circonferenza  di  un  cerchio 
dì  raggio  costante,  il  di  cui  centro  percorre  una  linea  qualun- 
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que,  manleDendosi  il  piano  del  circolo  stesso  sempre  Dormale 
a  quella  linea  domandasi  quella,  la  quale  ha  per  ogni  suo  ponto 
la  somma  dei  raggi  di  curvatura  reciproci  costante  ?  Ecco  una 
quistione  semplicissima  alla  soluzione  della  quale  rondesi  op- 
portuno il  metodo  suindicato. 

La  equazione  (22),  dovendo  sussistere  insieme  alla 

a  (ri  -  8')  -h  aK(l  +  p^  -^  q^)  [(l  ^  qy^2pqs^(\-^py  ] 

equazione  alle*  derivate  parziali  del  secondo  ordine  delle  su- 
perficie generate  nel  modo  indicato  dalla  circonferenza  di  rag- 
gio ocy  si  avrà  anche 

«  TTi '2 2\  =  0  ,        ossia        ri  —  5'  =  0 , 

cioè  la  superficie  richiesta  dovrà  anche  essere  sviluppabile. 
Sappiamo  infatti  che  il  cilindro  ha  le  duo  proprietà  richieste. 
Osserviamo  da  ultimo  che  se  immaginasi  la  superficie  pa- 
rallela alla  superficie  rappresentata  dalla  equazione  (22)  l'area 
di  una  porzione  della  superficie  parallela  corrispondente  ad 
una  porzione  individuata  della  superficie  data  eguaglia  Tarea 
di  questa  seconda  porzione  moltiplicata  per  una  quantità  co- 
stante, più  l'area  di  una  porzione  determinata  di  una  superfi- 
cie sferica.  La  quantità  costante  è  eguale  alla  distanza  fra  le 
due  superficie  più  Tunità,  il  raggio  della  superficie  sferica  egua- 
glia quella  distanza. 

jyOTA  1*. 

Condizioni  per  l'Equilibrio  Astratto  di  una  volta  qualunque. 

Le  condizioni  generali  per  Tequilibrio  astratto  delle  volte 
vennero  date  dal  chiarissimo  Prof.  Bordoni  sino  dall'anno  1821 
nella  memoria  che  già  citammo,  e  più  tardi  nelle  Annotazioni 
agli  Elementi  di  Meccanica  ed  Idraulica  del  Prof.  Ycntnroli. 
In  queste  ricerche  viene  fatto  uso,  per  la  prima  volta  in  qui- 
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stioni  di  Meccanica,  di  linee  esistenti  nella  superficie  di  intra- 
dosso a  rappresentare  punti  della  medesima,  e  le  formole  trovate 
sebbene  lo  siano  ,  supponendo  quelle  linee,  linee  di  curvatura 
delfintradosso  rimangono  le  stesse  qualunque  sieno  purcbè  or- 
togonali ,  come  asserisce  il  Prof.  Bordoni  nella  seconda  delle 
memorie  citate.  Nel  1847  l'amico  e  collega  Prof.  Godazza  in 
una  memoria  stampata  in  Pavia  ritrovò  le  equazioni  generali 
dell'equilibrio  supponendo  che  la  superficie  di  equilibrio  non  sia 
limitata  a  coincidere  colPintradosso  della  volta  ma  possa  essere 
una  qualsivoglia  entro  lo  spessore  della  volta  medesima;  ed  a 
rappresentare  i  punti  della  superficie  di  equilibrio  adottò  due 
sistemi  di  linee  ortogonali. 

Ritenendo  le  denominazioni  già  usate  per  indicare  la  me- 
desima quantità,  le  condizioni  per  l'equilibrio  astratto  di  una 
volta  qualunque^  supposta  qualsivoglia  la  superficie  di  equili- 
brio, e  supposti  essere  qualunque  i  sistemi  di  linee  adottati  a 
rappresentare  i  punti  sono  le  tre  seguenti 

|/-(EG-F')  R  co8«  =  (p,x,  ^)  .h(  P„x'^)'  , 
l/(EG-nRcos/3  =  (p„v.^)-^(p„y'^)'    . 

^'(EG-F')Rcosv  =  (P„.,^)-f-(p..'^)'    , 

nelle  quali  R  è  la  risultante  di  tutte  le  forze  attive  agenti  al 
punto  di  coordinate  t{u,  r),  y(u,  t?),  z(uj  v)  della  superficie  di 
equ  ilibrio  ,  ed  ctj  ]S,  7  gli  angoli  che  la  sua  direzione  fa  coi 
tre  assi  ortogonali;  P^  ,  P^  le  forze  passive  che  si  esercitano 
al  punto  di  coordinate  u,  v,  le  di  cui  direzioni  si  dimostrano 
dover  essere  anche  in  questo  caso  tangenti  ordinatamente  alle 
line  u  =  cosf" ,  t;  =  cosi'.  Gli  accenti  in  alto  indicano  deri- 
vate rispetto  ad  ti,  quelli  al  basso  rispetto  a  v.  Da  quelle  tre 
equazioni  si  ricavano  le  tre  seguenti 
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ì 


(1,    ì^i^(EG-F')Y={Pj  i/G-+--Ìg'~(P^_pj 

/l/-(EG-F=')Z  =  P„^VP,g-  , 

Essendo  X ,  Y ,  Z  le  tre  componenti  della  forza  R  dirette  se* 
condo  le  tangenti  alle  linee  u  =  cóst''  ,  v  =  cost' ,  e  secondo 
la  normale  alla  superficie  di  equilibrio  nel  punto  dì  coordinate 

Se  le  linee  u  =  cost' ,  v  ==  cost'  si  ritengono  essere  orto- 
gonali le  equazioni  superiori  si  mutano  nelle 

1  COS  G) 

X  =  (Puh  ^+  —  tP«  -  K)  > 

1  COS  0), 

(2)    <  Y  =(PJ  -—  +  -—•  (P„-  PJ  , 


f  11 


d,        "d, 

dove  da  ,  di ,  sono  i  raggi  di  curvatura  delle  sezioni  normali 
tangenti  alle  linee  u  =  cost'  ,  v  =  cost'.  Se  finalmente  suppo- 
niamo essere    geodetica  la  linea  per  la   quale  u  =  cost'  sarà 

COS  Oii  ^ 

■■■■"  ■   =r:  0 ,  e  le  equazioni  diventano 


(3) 
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i:  — 

{K\ 

1            «OS  o 

jk.  -*— 

l/G  '       p 

Y  = 

'■  (Pv)' 

1 
I/E  ' 

Z  = 

-f-P    1 

{K-K)> 


Le  equazioni  (2),  (3)  sono  assai  utili  nelle  applicazioni.  Se  poi 
nelle  equazioni  (2)  si  pongono  in  luogo  di  P^  »  P,;  le  —  T^ , 
-—  T^  si  ritroYano  le  equazioni  date  dal  Prof.  Mossotti  (*)  per 
requilibrio  di  una  superficie  flessibile  ma  inestensibile.  Le  T^  , 
T^  rappresentano  la  tensione. 

Lo  scopo  di  questa  nota  6  di  rendere  più  facile  il  passare 
dalla  terza  delle  equazioni  (1)  alla  terza  della  (2)  della  prima 
nota.  Rammentando  le  equazioni  (12)  si  hanno  facilmente  le 

£3  G  ~  p"^       4  E"  g' dt>  /  '    EG3  ~  p\       4  .  EG'ldu/  • 
e  quindi  per  le  (13),  (14) 


D*          1        cos*&)       sen*(i)      D^,         1 
E3G~/>*         p'     "^    P*    '    EG3  ~p\ 

cos*  6),       sen*«i 

p*.  "  p' 

dalle  quali 

D                     sen  0)                 Da 

seno, 

Ej/EG  ~            p      '          Gl^EG  ■" 

i».   ' 

e  pel  noto  teorema  di  Meusnier 

D                     1                    D, 
Ei/^EG  ~         d.    '            G|/^EG~ 

1 

"dT* 

n  LeMttt  di  Meceanica  Raiionale.  Fi  reni».  Baroccbi  1851.  Leiio- 
ne  XIV»  Equaieni  38^  31^,  40. 
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Queste  ultimo  espressioni  danno  rammentata  l'equazione  (11): 

1       JL  — JL       1 

Ri  R2  ^i  da 

relazione  notissima. 

NOTA  S«. 

Molte  sono  le  proprietà  della  geodetica  suirellissoide.  Esse 
trovansi  esposte  nelle  memorie  dei  Sigg.  Joachimslhal,  Liouville, 
Chasles ,  W.  Roberts  ,  Hart  ed  altri  inserite  nei  giornali  di 
Creile,  di  Liouville,  e  nel  giornale  di  Cambridge  e  Dublino.  A 
tutte  queste  aggiungiamo  le  seguenti  che  deduconsi spontanee 
da  una  proprietà  deirellissoide. 

Il  teorema  del  Sig.  JoachmistbaI  è  il  seguente  (Journal  De 
Creile  T.  26.  pag.  158). 

»  Sint  A,  A'  duo  puncta  superficiei  secundi  gradus,  P,  P' 
»  distantiae  centri  a  planis  tangenlibus  in  bis  punctis ,  D ,  D* 
»  semidiametri  superficiei,  quarum  directiones  tangentibus  li- 
))  neae  brcvissimae  per  A ,  A'  duclae  in  A  et  A'  parallelae  , 
»  babemus  PD  ==  P'D'.  » 

Si  indichino  con  />i  ,  />a  ,  p^  le  perpendicolari  condotte  dal 
centro  di  una  ellissoide  ai  piani  tangenti  le  medesime  nei  punti 
in  cui  viene  incontrata  dai  tre  semidiametri  conjugati.  Rite- 
nendo le  altre  denominazioni  usate  dimostrasi  facilmente  sus- 
sistere la 

1111  1  1 


«'  .«2  ^2  ^2       '     /-«  ia  «2  '^ 

e  quindi  anche  la 

d\  d%  d%  1 


2  ^2^*2  i  2       ' 


p.  d\       p\d\      /3d\,       t-^  t^-b-^t'-c^  ' 

Ora  se  con  d^ ,  d^  ,  dj  si  indicano  tre  semidiametri  dell'ellis- 
soide paralleli  alle  tangenti  nei  tre  punti  dì  incontro  dei  tre 
semidiametri  conjugati  colla    ellissoide  a  tre  lince  geodetiche 
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condotte  dai  punti  medesimi  saranno  pel  teorema  soperìorc 

Pid,=Pad2=P3d3 -i  _^2 

per  cni  sarà  anche 

Affatto  analogamente  si  dimostrerà   che  essendo  /3i  ,  p,  ,  pj  i 
raggi  di  curvatura  di  quelle  tre  geodetiche  sussisterà  la 

A         /l  1  l    \ 


NOTA  4*. 

Si  é  dimostralo  come  soddisfacendo  airequazionc 

2D,F--DG  — D,E 


(eG— FV^ 


=  0 


col  supporre  Di  =  0,  E=0,  G  =  0  si  giunge  ai  risultati 
di  Monge.  É  bene  però  T  osservare  come  in  quei  risultati  le 
Uj  V  si  debbano  ritenere  come  quantità  indetcrminate,  mentre 
non  ponno  esistere  in  una  superficie  qualunque  linee  per  le 
quali  sicno  nulle  simultaneamente  le  D|  9  £,  G. 

Abbiamo  veduto  come  a  quella  equazione  si  soddisfi  anche 
neiripotesi  F  =  D  =  Da=  0.  Ora  per  la  Nota  2^.  questo  tre 
condizioni  riduconsi  alle  due 

1  1 

di  dj 

le  lince  i4=cost''9  viscosi''  sono  quindi  le  assintotiche  di  Dupin. 

Pavia  20  Gennajo  1852. 
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SOPRA  UN  TEOREMA  DI  JACOBI  INTORNO  AI   CRITERJ 

D'INTEGRABILITÀ'  PER  DISTINGUERE  I   MASSIMI 

DAI  MINIMI  VALORI  DELLE  PRIMITIVE 

LETTERA 

DEL  SIG«  PROF.  VRAIWCESCO  BRIOSCHI 

AL  COMPILATORE 


Sig.  Professore 

In  una  memoria  inserita  nel  fascicolo  dello  scorse  Aprile 
degli  Annali  da  lei  compilati,  il  Prof.  Mainardi  oltre  al  dimo- 
strare nuovamente  il  noto  teorema  di  Jacobi,  intorno  ai  criterj 
per  distinguere  i  massimi  dai  minimi  valori  delle  primitive  , 
propone  un  metodo  per  la  ricerca  di  quei  criterj.  Io  non  en- 
trerò a  discutere  quel  metodo,  solo  farò  osservare  come  1'  a- 
nalisi  adottata  rendasi  complicata  anche  nella  trattazione  dei 
casi  più  semplici,  e  non  solo  quando  si  considerino  primitive 
semplici  di  funzioni  composte  di  più  funzioni,  o  primitive  mul- 
tiple, ma  anche  nel  caso  di  primitive  semplici  di  funzioni  com- 
poste di  una  sola  funzione.  Quest*osservazione  venne  però  già 
fatta  dalfautore  medesimo. 

Io  le  accennerò  brevemente  come  si  possano  determinare 
in  generale  quei  criterj,  sia  per  le  primitive  semplici  di  fun- 
zioni di  più  funzioni,  sia  per  le  primitive  multiple 

Una  espressione  della  forma 


I 


^r    *  ^r  ^s 


nelle  quali  le  r,  s  ponno  assumere  i  valori  di  0,  1,  2  ....  n; 
sarft  positiva  se  fra  i  coefficienti  di  essa  abbiano  luogo  le  re- 
lazioni 
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««  „  >  0,    D„..  ,..  ^  0,    D„.,  „.,  > 0  , 

J  ì  —  J  — 


D,,r:o D.,:::o, 

y    >    — 


e  sarà  negativa  allorquando  siano 

0,   D„.,  „,.>0,    D„.,  „.,50 


ì 


(-l)"-  D_  :^  0  , (-l)«Do .  5  0 . 

indicando 

9  » 

D, ,.  =  det. 

9 

Si  consideri  ora>  per  esempio^  la  primitiva 

I    F(x,  y,  y'  .  .  .  y^")  ,  ^,  a' .  .  .  .  jsW  )dj?. 

I  criterj  per  distinguere  i  valori  di  y,  z  che  rendono  massima 
o  minima  quella  primitiva  si  hanno  dal  segno  della  primitiva 
deirespressione 

2  K,  »'"  »"  vs  »v  '"  '"'  *  *S  <=v  "'"  '"' 

nella   quale   A^^^  .  . .  i  B^^o  •  •  •  »  Co^^ ....  sono  i  valori  delle 

F"(y)  ,  .  .  .  •  F"(z) ....  F"(y,  jz) corrispondenti  a  quei 

valori  di  y,  z  che  rendono  massima  o  minima  la  primitiva  pro- 
posta. Si  avranno  quindi 
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9  ì  ì  9 

Le  Gì),  6  sono  le  yariazioni  prime  di  y,  z.  La  espressione  supe- 
riore può  ridursi,  col  metodo  insegnato  da  Legendre,  alla  for- 
ma 

ed  un  numero  n(2n  -4-  1)  coeiBcienti  di  questa  si  ponno  rite- 
nere arbitrar]. 

Ecco  i  valori  di  tutti  i  coefficienti  di  quella  espressione  : 
ponendo 


1 


I 


(»-») 


,  V]  .  •  • .  t> 


I 


A  =  det. 


I 


**art  >  **  an    •    •    •  '^ai»        >  ^a«  •  •  •  ^in 


H,= 


(»)  dA 


K,= 


t? 


T,= 


U,  =  » 


I 

du. 

C) 

dA 

I 

I 

dà 

I 

dv 
I 

(") 

dA 

WdA 

tta 


dv 


du 


i'i 


(«)    dA 

Uiit  - 


dti 


(') 


a« 


C)   dA 

Vii. 

dtt 


(')    ' 


m 


1»)    dA 


I 

do 


(') 


a» 


(»)    dA 


di) 


at 


si  hanno  dapprima 


(  325  ) 


a  ^  =  a he     — ,  A      =  b      ~  ^  e      —  • 


da  queste  si  ottengono  i  valori  delle 

i  quali  sostituiti  nelle  medesime  danno  i  valori  generali 
n     -A      '''-"^^n     ^'^^'^r     K,  H,  +  K,  H 

V  ~    ",«  IT  ^  ^'^A-  ^  % 5? — "^ 

TT  UU  TlJ-*-TII 


A      H-  T,  _  _^      *^r  U,  ^  ^      K,  T,  H-  H,  U, 


r  j 


»^«    A*  ","    A*  V  A' 


e       =   A      — TT-*  -r-  D       ■■    ,   ■  •+•  ti 


*  r  a 


,»    A'  'S-    A*  »/  A' 


Si  osservi  che  questi  valori  soddisfano  alle 

»  )  f  ì  >»  >»  >> 


per  CUI  SI  avranno 

D-,,-.  =0,    D„.3,.3  =0  ....  Do.  =0  , 

>  y  > 

ed  i  criterj  richiesti  saranno 

AWMii  di  Seienxe  Mai.  t  Fis.  T.  IIJ»  luglio  Ì8tf2.  21 


( 
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pel  miaimo 

9 

9            9                    > 

pel  ma  ssimo 

A„„<0, 

9 

9         >                y 

0, 


0. 


Facilmente  si  trovano  analoghe  folrmole  per  gii  altri  casi. 

Terminerò  esponendole  due  osservazioni  intomo  alla  citata 
memoria  del  Prof.  Mainardi.  La  prima,  puramente  storica  ,  rì- 
sguarda  la  ricerca  della  complèta  variazione  dì  una  simbolica  fun- 
zione di  più  variabili  indipendenti^  la  quale  dall'autore  vuoisi  at- 
tribuire totalmente  a  Poisaon^  e  ad  Ostrogradsky.  Quelle  for* 
mole  si  rinvengono  alle  pagine  225,  226  del  secondo  volume 
delle  Ie2ioni  di  calcalo  sublime  del  Prof.  Bordoni ,  le  quali 
lezioni  furono  pubblicate  nel  183I>  mentre  (e  memorie  di  Pois- 
souj  e  di  Ostrogradsky  vennero  alla  luce  la  prima  nel  1833  , 
la  seconda  nel  1838.  È  bensì  vero  però  che  il  Poissen  in  que- 
sta memoria  dice  aver  enunciate  quelle  formolo  fino  dalfanoo 
1818  oel  Bulleiia  de  la  Societé  Pbilomatiqué. 

La  seconda  osservazione  riguarda  la  applicazione  cfae  il 
Prof»  Mainardi  fa  del  calcolo  delle  variazioni ,  alla  ricerca  di 
una  preprietè  «Iella  smperficie  flessibile ,  inestensibile  ^  omoge- 
nea, pesante,  in  equilibrio.  Questa  superficie  venne  già  consi- 
derata da  Poisson  nella  sua  memoria  (c  Sur  les  surfaces  eia- 
stiques  »  (pag.  185),  e  da  Gisa  de  Gresy  nella  memoria  <r  Con- 
siderations  sur  V  equilibro  des  surfaces  flexibles  et  inextensi- 
bles  »  (pag.  275).  Dalle  ricerche  di  quei  geometri,  e  dalle  più 
recenti  del  Prof.  Mossotti  deducesi  facilmente  come  la  proprietà 
enunciala  dal  Prof.  Mainardi  possa  sussistere  solo  net!'  ipotesi 
che  la  tensione  in  un  punto  qualunque  della  superficie  sia  co- 
stante in  ogni  direzione;  il  che  generalmente  non  può  accade- 
re. £  noto  che  la  cosi  detta  invariabilità  delf elemento  trae  seco 
quella  conseguenza. 

Pavia  li  27  giugno  1852* 
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r  ....■-     ■■'■■'    iMi.M,,.  HI  -  I        , ..   .       ■ 

SUR  QUELQUES  IISTÉGRALES  MULTIPLES 

PAR 

Mr.  le    Dr.  O.    SCHLÒMILCH 

Professeur  ifJnalyte  à  Vieole  roytUe  poluttehnique 

de  Dretde. 


ss=ssssg 


Cesi  k  Mr.  Lejeune  Diricklet  que  l*on  doit  une  méthod^ 
(rès  iogeoieuse  pour  la  redactioo  des  intégrales  multiple^;  elle 
coQsisle  à  multiplier  Texpression  qa*il  s'agit  d*inlégrer  par  uà 
facleur  dont  la  valeur  soit  égale  à  Tuailé  daos  Teteodue  que 
les  inlégralioQS  doiveut  embrasser,  et  qui  s'évanouisse  en  de- 
bors  de  celle  éteadue.  Mr.  Diricbiel  preud  loujouìrs  Tinlégrale 


2  r*  sin  (i) 

—  I       cosca)  Q(ù  , 

TtJ  ^         G) 


pour  ce  factcur  disconliou  dont  la  valeur  et  1  si  s  se  trouve 
entre  Ics  lìmites  0  et  1,  et  qui  se  reduit  à  zèro  si  la  quantilé 
s  surpasse  l'unilé,  mais  ce  nest  pas  le  seui  facleur  qui  jouit 
des  propriélés  qu*eiLÌge  Temploie  de  la  melbode  citée.  En  ef< 
fet  cooime  la  yaleur  de  finlégrale  doublé 


2  /^  ri 

—  I     cos  Mu  dui   J\t)  cos  ut  àt , 


esty\<)  ou  zèro  selon  que  fon  ait  B>'5>>A  ,  ou  non^  eo 
voit  immedialeinent  que  cette  intégrale  présente  toujours  un  fa- 
cleur disconlinu,  qui  est  plus  general  quo  le  précèdent.  Sui- 
vant  celle  reuiarque  il  n'est  pas  difficile  de  gènèraliser  la  me- 
lbode de  Mr.  Diricbiel  tellement  que  Ton  en  peut  faire  usage 
pour  la  reduclion  d'intègrales  mulliples  qui  contiennent  des  fon- 
ctions  arbilraires.  C*est  de  celle  manière  que  nous  avons  dò- 
duit  les  formules  suìvanles 
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IJJJ'  "  (x  -h  ax  H- j8y  -*- yz-4- . . .  )'*'«-^«-+- . . .   "^    ^    ^  "•• 
(1) 

\    ~  r(/+m-+-n4-...>/ A  (x  -4-  «0'  (x  -i-^^)'~  (x  -4-  yi)*...- 

pourva  que  les  intégrations  sont  étendues  a  toutes  Ics  valears 
positives  de  a?,  y,  z,  .  .  .  qui  vérifient  I*ÌDégalité 

Gotte  formule  comprend  comme  cas  particulier  un  resultai  qoe 
Mr.  Liouville  a  trouvé  par  le  changement  des  yariables;  on  ob- 
tient  cctte  formule  parliculière  en  prenaut  x=l9  a=j3=7...=0 


///. 


F(.r  -H  y  H-  z  -f-  . .  .)èx  dy  dz  .  .  . 


(2)     ^ 


«-1 


^       r 


fi— 1 


(^--2-)r' 


2jr  •  p»/»-"     V^  2    /  r"        F(0  d< 


■f: 


ri 


ou  n  désigne  le  nombre  des  variables  x,  y,  Xj  ...  et  p  la  qaan- 
tité 

L    1^    1.         \ 

Dans  rintégralc  ci  dessus  les  variables  a:,  y,  z^  .  .  .  doivenl 
prendre  toutes  les  yaleurs  positives  et  negcUives  qui  satisfont  a 
rìnégalité 

B  >  x^y  -h5j 


... 


(3) 


1 1  I.  .  .  ¥{x  -i-  y  -4-  z  -f-  .  .  .)  do;  dy  dja^ .  . . 

/i-i 
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OH  n  designo  le  nombre  des  varìables  et  r  la  quanti  té 

Les  intégratioQS  embrassent  toutes  les  valears   positives  et  ne- 
gaiives  de  x,  y^  z,  . . .  qui  sont  compatibles  avec  la  condìtiou 

»>(t)'-(Ì)"*(t)"*->"- 

Maintenaot  noos  ferons  voir  le  détail  de  ces  reductions. 


I. 


Supposons  qu'il  s'agisse  de  déterminer  Tiatégrale 
(1)  S=jfYJ!.  x^^  y^^  «»-« ..  eri^fix*-}  F{x  -h  y-4-..)dr  dy  .. .. 

étendue  à  toutes  les  valeurs  positiyes  de  Xj  y,  z,  ...  qui  vé- 
rifieut  Tinégalité 

(2)  B>a:-|.y-Hz-H >A  , 

daus  laquelle  A  et  B  désigneot  des  quantités  positiyes.  Soit 
de  plus  j?H-y  -+-  «4-...  =»,  i/"— ls=i ,  et  r(«*^^r*-)s=3l  alors 
OD  peut  remplacer  l'équation  (1)  par  la  suiyante 

al.. 

ìfo  So    "^''y^'-^^^y — J      «-""dwT' Focosa» d< 


— QO 


et  il  est  clair  que  le  facteur 


nj-*  Ja     ^  (0    ,    B<»    où    A>» 

fera  disparaitre  toas  les  élémens  de  l'intégrale  (3),  qui  ne  s*- 
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tìsfont  pas  à  la  ooadition  éoonoée  sous  n.°  (2).  Eo  reiiYersJNit 
Tordre  des  inlégralions  od  a  aassi 

(  '^ 

l—J     F{t)  dij        cos  tu  du  I       I      ..x'-"  y«-^..A  e'"' dxdy 

et  si  00  réstittte  Ics  valears  de  5  et  de  A  Tintégrale  multiple  re< 
lalive  kXj  y,  2,  ...  se  reduit  au  produit  des  iotégrales  simples 

x'-«  c-(«-*-^'>  dar ,  I       y'»-'  e-li^+tt']^  dy 

Pourvu  que  les  conslantes  oc,  /3,  7,  ....  soìent  positives  où  qae 
leurs  parties  réelles  le  soieot  de  mème  la  valeur  de  ce  predali 
sera 

m  rim) 


•  \>n 


(ce  -H  uiy  '  ifi  -h  uiy 

ce  que  donne  mainteiiant 

cos  tu  du 


,^,   ^    r(Z)r(m)...r^^, , ,  C^ 

5)    S=JlLL1^ì     Fit)dtl      - 

ff       *^  B  -^  -«  (a 


(a-+-wiy  (/S-hMiT 


rintégrate  multiple  enfi)  se  peut  dont  préseoter  sous  la  for- 
me  d'une  intégrale  doubfe. 

Pour  en  éédcrìre  une  autre  formule  qui  ne  contieni  pas  de 
quantités  imaginaires  et  qui  n'exigc  qu*  une  integration  simple 
nous  rempla^ons  les  conslantes  a,  jS,  y  ...  par  aoDf  /So),  yo), ... 
et  nous  preaons  u  =  o)!? ,  cela  donne 

f  f"  ^'^  y"*''  ..  c-(«^^:^+-)'^  ¥{x  H-y-h..)  dar  dy  .  . 


"*■*  cos  o)tv  dv 


-30  («-ht^y(|9-4-t?0'*-.  g/ 

£n  multipliant  cettc  équation  par 


-I 


(331) 
et  en  faisant  l'inlégration  re4a(iv«  à  a  «atre  les  tìniites  «oesB 
et  a  ss  00  oous  aaroas 

il  s'en  suil  sons  condilion  que  la  constante  x  soìt  positive 

^  '"'  J  J  '   '      (X  _J_  «a;  _|_  ^y  ^_..  j'+«+...' 

ì^rfflrH.. />.  ^   ^^ d^ x_ 


a„«» 


L  intégrale  relative  à  v  pent  se  présenter  sous  la  forme 

1  do 


TJ^  /x 


a 


(t)  -»^ 


(a-f-wy(p-+-w)'"... 


et  00  trouve  sa  valcur  à  Taide  d'  ane  formale  que  Mr.  Diri- 
chlet  a  démooiré  dans  le  quatrièiafi  tome  de  joaroal  de  Mr* 
Creile  pag.  94;  cette  valenr  est 

n 


'{'  -  t)V  -  t)"-  •  ■ 


L'éqaalioQ  (6)  dcTient  mainteoant 


//- 


I-M»-»-. 


(X  -H  ««  -+-  iSy  -t-  ../■ 

(7)  ; 

r(Q  r(») ..    TB  t/+m-«-.-l  F(f)  d< 

^(^^-m-+-..)J  A  (x  -h  «tf  (x  h-  ^t)"  — 

Celle  formule  ofire  ravaalage  de  oootenir  uba  partie  d«  «or.- 
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staates  arbitraires  (a,  jS,  7, ...)  qoe  i*oii  peat  ?arier  par  diffé* 
rentiation  où  jmr  integration,  et  on  sait  qae  c*est  le  mojen  poar 
dédaire  d*ane  intégrale  définie  de  nombreuses  autres  integra- 
les. 

II. 

Par  un  procède  analogne  à  celni  qae  nons  venons  d'  em- 
ployer,  on  arriye  facilement  à  la  determinati  on  de   l'intégrale 

^*^     S?=  r/Te-(«*''-^/*V'-*-y»'»-^-)  F(x-f-y-hz-h..)dx  dy  à*  ... 

dans  la  quelle  les  variables  x,  y,  z, ...  doiyent   prendre  toates 
les  yalears  positiyes  et  négatives  qui  satisfont  a  l'inégalité 


En  designant  par  s  la  somme  x-^y  +  2-H«*on  a  d'abord 


(2) 


S=r     r     e-(«*'*+^V»*-)  dardy..  — f        r^'^diif*  F(r)cosifldr 

^  -00  ♦/  -<»  TT*/  -CD  J  Sk 


où  ce  qui  reyient  au  mème 

4  m  ^00  ^eO       /^QO 


(3)S=— r"  F(/)d/  f^  ^^•*^**/Ul  e-{«''''*^V*^-)e-""  dxdy... 

Par  sabstitation  de  la  yalenr  de  «  l'intégrale  relative  à  x^y^r, 
déyient  le  prodait  des  intégrales 

e-»*'*  e-"*'  da; ,       J       «-^ V'  f^y'  dy . . . 
dont  la  valenr  est 

4E-. .-  [k  )'  Aw)-  ■  ■  ■ 

ccpy .. . 
JLe  nombre  n  y  desìgne  le  nombre  des  yariables  x^  y,  z  etc; 
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soit  encore  poar  abrèger 

,111 

<*)        ?  =  ^"+"  fi»  -^-  ^  ■+■ 

alors  l'éqaatioD  (3)  se  change  en  celle  ci  : 


"  _  I 


S= /.     FU)  iti      costuiu$ 

L'integration  relative  à  m  se  fait  facilement  et  il  reste  dooc 

rr.e-(«'*'*/'*.^'+  ••)  F(a;  -♦-  y  -h  .  .)dx  dy  . .  . 

Si  on  remplace  a,  j3,  y  .  . .  .  par  a[/'a ,  fi[^a ,  'ft/'a   ete.  la 


qaantité  p  se  cange  en-^  et  l'éqnation  précédente  devient 
ff..  «-(«>x2*/sv«-  ••)»'F(sP  -+-y-t- ..  )da!  dy 


-  -  i-L.] 

2j:^         1   r»  ^, ,       1  \  p  / 

a/Sv ...     pJ  à.     ^        «^ 


2 


Ea  mallìpliant  cetle  éqaatioa  par  cc^^  e*^*  da>  et  en  faisant 
Tintégration  relative  à  6)  entre  les  limites  Ci)=0  et  cù=ì  oo   on 
aura 

2/^  1  rm      r«    «:i.,  -  r"*"("r)  y 

a/37...      pJ  K        ^         -Jo 
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et  comme  les  inlégrations  relatives  à  &>  semi  facilemeiit  à  ef- 
fectuer  on  tire  de  réquation  précédente 


/// 


Il  ne  serali  pas  difficile  de  dédaire  de  cette  formule  d*aatres 
formules  en  faisant  quelque  différentiation  où  inlégrations  re- 
latives à  quelconque  des  constaotcs  x,  a,  /S,  y  etc. 

HI. 

Les  intégrales  niultiples  que  nous  venons  de  réduire  état* 
ent  telles  que  l'on  pouvait  réunir  la  condition  relative  aux  va- 
riablcs  x,yjZj  .  .  .  et  l'intégrale  douple  qu*  exprimait  la  foo- 
ction  F  de  ces  variables,  c'est  à  dire  le  factcur  discontinu  don- 
nait  en  mème  temps  la  valeur  de  ¥(x  H-y  +  .  .)^  Si  cette  cir- 
constance  favorable  n*a  pas  lieu,  on  a  besoin  de  deux  substi- 
tntionsy  l'une  pour  le  facteur  discontinu  V  autre  pour  la  fon- 
ction  arbitraire.  Nous  en  donnerons  un  exemple  assez  remarqua- 
ble. 

L'intégrale  qu'il  s'agit  de  réduire  soit 


(l)         Sza  rrr  .  .¥(ap  ^  y  -^  z  -{-  ..)dxAy  ^ . . 

dans  laquelle  les  n  yariables  Xy  y^  Xy.  . .  doivent prendre  tou- 
tes  les  valears  positives  et  négatives  qui  satisfont  à  1  uégaBlè 

'^>  »>(f)"*(f)"-(i)">''- 
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Posoos  poor  «bréger  x -i-y-^-s-i-.  . ,  ss$  et 


(f)"*(f) 


r-h-  .  •  .   S=  (f  y 


Tintégrale  proposée  sera  la  parile  réelle  de  la  sui?an(e 
(3)        T  -=^fff-V(')d^  ày  àz  ..IJ*  ^  e'*''  do) 

daos  laquelle  on  peat  étendre  les  iotégratioos  aux  limites 

a?  =  —  00,     a?  =  -Hoo,y=  —  00,   y=-+.oo  eie. 

parceque  le  faclear  disconlÌDa  place  à  la  fin  de  la  formule  fait 
disparailre  tona  les  élémeDls  qui  ne  vérifieut  pas  la  coodilion 
1>  9>*Qy  £q  faisant  encore  usage  de  la  formule  conuue 

^('^  =  2tXI  ''«Il  '''-'^'"  ^W^'' 


on  a  mainleiunt 

00       /-*€0  f%co       /tao 


00 


el  en  changeant  Tordre  des  iniégni4ions 


<♦,  1=1/*  Fwa,/  ^  ^r  r^- ^.f  fj-^Hu,.. 

-00  **'  -«         .co 

Si  on  snbstitne  les  yaleurs  de  a  et  i  Tinlégrale  mnlliple  re- 
lative à  XjfyZy  ..  se  rédoit  au  produit  des  inlégrales 

J       *  dar  ,        J       e  dy ,  ... 
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dont  les  yalears  se  troavent  à  l'aìde  de  la  formale  connae 


(5) 


/'.— ì'd.4^1.^'        "'*' 


Le  prodait  des  iotégrales  ci  dessus  esl  donc 


Jl  nrt  r        » 

n      abc ...       4    '         4^  " 

—  e 


6) 


2 


dans  lequel  r*  designo  la  quantité  a*  -4-  6*  -♦-  e'  H- L'è- 

quation  (4)  dèvient  maintenant 

^  ,  I  —  u  •*'*u  l< 

2i4  ^,  /-Qo  /"«  sinfij         r*        L*«  J. 

T=;r'    e4    aio .  .J       F^  d^J       ^V^  ^"J       «  ^•*" 


O 


LMntégration  relative  à  u  se  fait  au  mojea  de  la  formule  (5) 
qaaod  od  y  remplace  t  par  —  »  ;  cela  donne 

t 


-00 


La  partie  réelle  de  cette  intégrale  est 


(6)   sJ^'^r  ^W  ^^r  -^  2  sia«  co,(!Ì=:*^-h;1  «). 


6) 


En  faisant  usage  des  formales  connues 


/ 
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•  sin  ibi)  ,  nk'-^ 

06)  s= 


6)P  2r(p)8inj/wr    ' 


/*  cos  Aa  ,  jrJf-' 

o 


(àP  2r(p)C08  4  pTT   ' 


il  est  facile  de  troaver  la  yaleur  de  l' intégrale  relative  à  o), 
dans  Téquation  (6);  mais  comme  les  formales  citées  ne  subsi- 
stent  que  soas  la  condition  que  la  constante  k  soit  positive,  il 

faut  distingaer  les  deux  casi ^>0    et   1 <-0; 

dans  le  demier  cas    on    écrira  —  (-; lì  aii  lieu  de 

* r  •  On  tronve  de  cette  manière  : 

T 

/••de»  /«_!  e      \ 


a' 


a  i   a 

3 


_£^(1_V)      »    ,.<r 

0  si    ^'>r' 

Donc  si  on  partage  l'integration  relative  à  ^  en  trois  integra- 
tions  dont  les  limites  sont 

—  00   et  —  r,    —  retH-r,    -hr  et -4-00 

on  aura  t^  >>  r'  dans  la  première  et  dans  la  troisième  intégra- 
le,  et  C  <C,  r^  dans  la  deuxième;  cela  donne 


«-3  2IJ 

=  n    I     F(/)d/ j-(l )   • 
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Ed  mettant  enfio  rt  à  la  place  de  t  on  parvient  à  la  formule 

f  f  f"  F(^  H-  y  H-  JK  -H  ..)  da:  dy  d«  .  .  . 

Prenons  par  exemple  n  =  3  et  remplafons  Xy  y,  t^  ^K^  P*' 

X        y         z        a        b        e 

noas  aurons 


(8) 


=  n  abc  J  F(r/)(1  —  t^jAt , 


-t 


'=K[(v)"-'?)"-(7)"] 

pourvu  que  les  inlégralions  soni  étendues  à  toutes  Ics  valears 
positives  et  négatives  de  x,  y,  z  qui  ?érìfient  l'inégalité 


a  ^     s 


»>(t)-(t)*(t)>«- 

Ón  verrà  sur  le  premier  coup  d*  oeìl  que  cetle  formule  seri 
à  determiner  la  masse  d*  un  ellipsoide  dans  lequei  la  densilò 
d*ua  point  xyz  est  exprimée  per  la  fonction 


1 
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la  forme  de  cede  fooction  faìt  voir  que  rellipsoide  est  coni* 
posée  de  lamelles  homogèoes  d'épaisiear  tnfinemeiit  petUe;  loti* 
tes  ces  latnelies  sont  paralléles  au  plaa  dont  l*éqaation  $«rait 


«       ^       7 

Dresde,  Novembre  1851. 


SULLA  GEOMETRIA  DESCRITTIVA 
DEL  PROV.  Giri^TO  BELL4YITI9 

Qael  Sig.  Gtttslo  Bellavitis  che,  occupalo  dei  saoi  prediletti 
studj  matematici  tra  le  pareti  domestiche  in  Bassano,  faceva  à^ 
no  nel  1835  agli  scienziati  della  Penisola  di  un  nuovo  suo 
metodo,  che  intitolava  delle  equipollenze,  col  quale  insegnava 
una  importante  relazione  fra  le  posizioni  dei  punii  situati  so- 
pra una  medesima  retta^  e  col  cui  mezzo  giungeva  a  dimostra- 
re alcuni  nuovi  teoremi  geometrici ,  e  ad  insegnare  una  via 
generale  per  iscuoprire  direttamente  costruzioni  geometriche 
nella  risoluzione  dei  problemi,  che  lungo  sarebbe  trattare  coi 
metodi  conosciuti  (%  ora  quel  medesimo  Beltavitis  chiamato  a 
Professore  di  Geometria  descrittiva  nella.  I.  R.  università  di 
Padova,  pei  tipi  di  quel  seminario,  verso  il  terminare  del  de- 
corso anno  1851,  ha  dato  alla  luce  il  testo  delle  sue  lezioni 
orali. 

L'opera  è  divisa  in  cinque  libri  »  nei  quali  con  mirabile 
ordine  e  chiarezza  tratta  dei  punti ,  delle  rette,  e  dei  piani  : 
delle  linee  e  delle  superficie  curve:  dell'intersecazione  di  que- 
ste; dei  contatti,  e  della  curvatura  delle  linee  e  delle  super- 
ficie. 

Questa  nuova  opera  del  chiaro  Professore  non  é  nò  copia 
né  imitazione  di  verun  altra:  in  essa  di  ogni  problema  egli  ha 
dato  da  prima  la  soluzione  generale  a  sole  parole  e  senza  sus- 
sidio delle  figure,  esercitando  cosi  la  mente  e  la  immaginazio- 
ne dello  studioso,  ed  ha  schivato  quell'insegnamento  per  casi 
partioolari^  col  q«ale  è  talora  impossibile  esaurire  quello  che 
si  comprende  in  poche  idee  generali. 

Ogni  libro  é  arricchito  di  note,  alcuni  de'qoali  interessano 
pei  teoremi  non  affatto  comuni  che  contengono,  ed  altri  per  la 

■  ■  ■  ■■         ■  IBI  ■      I  II  ■■      ■  III      ■^^^—  IH  ^— ^— — IM^i^ 

(*)  Vedi  saggio  ckll'equipoilenze  pubblicalo  coi  bimeetri  V^  VI  del- 
Tanno  1835  ne|j;1i  aanali  iklle  scienze  dei  Regno  Lombardo  Veneto. 


(  340  ) 

compendiosa  esposizione  delle  formule  di  pratica  applicaiione 
risguardante  la  trigonometria  sferica ,  e  la  misura  delle  aree 
e  volumi:  e  con  altre  note,  deviando  dai  consueti  corsi  di  geo- 
metria descrittiva,  fa  cenno  di  una  nuova  geometrìa  detta  di 
derivazione. 

Crediamo  quindi  a  buon  dritto  di  non  errare  giudicando  di 
molta  utilità  pei  cultori  tutti  delle  scienze  esatte  e  per  gli 
ingegneri  la  nuova  produzione  del  geometra  di  Bassano. 

Annunciamo  ancora  con  piacere  che  il  medesimo  professore 
sta  ora  occupandosi  della  compilazione  di  un  corso  di  geome- 
tria elementare;  e  siamo  fatti  sicuri  che  in  esso  si  conterran- 
no verità  e  metodi  da  farlo  distinguere  da  quanti  altri  furo- 
no fin  qui  pubblicati  a  vantaggio  della  gioventù  alla  quale  col 
più  felice  successo  i  sommi  analisti  del  secolo  decorso  e  pre- 
sente rivolsero  le  loro  cure  principali.  Valga  pei  primi  un  Eu- 
lero, un  Lagrange,  e  per  gli  altri  un  Serret,  un  Bertrand,  un 
Gatalan. 


Errata  corrige  dlVarticólo 
Pag.  Un.  Errori 


233    2        19  X  22 
237    9asc.  33  ...  . 


238     4        7,  caso  in  cui  i  due  re- 
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LETTERA 
BEL  Sl«.  PBOt.  HACEBONIO  MELLONI 

AL  SIG.  pamciPE 

II.  PIETHO  ODESCALCHI 

Presidente  dell'Accademia  de'naovi  Lincei. 

Illnstrìssiino  Signor  Presidente 

Dalle  sperienze  termoscopiche  eseguite  dorante  rnltima 
eclisse  del  sole  visibile  a  Roma  (28  Luglio  1851}  per  cura 
de'chiari  nostri  colléghi,  padre  Secchi  e  professor  Volpicelli, 
ai  era  già  argomentato  che  Tenergia  del  raggiamento  calorifico^ 
decrescendo  al  progredire  della  oscoratione,  più  che  noi  com- 
portava l'ampiezza  della  superficie  coperta  dalT  interposizione 
della  Iona,  conveniva  die  la  temperatura  aumentasse  dai  lembi 
al  contro  del  disco  solare.  Un  altra  serie  d'  osservazioni ,  in- 
trapresa dal  padre  Secchi  ne'giomi  19,  20  e  23  del  prossimo 
passato  mese  di  marzo  (1852),  per  confrontare  direttamente  tra 
loro  i  raggi  calorifici  delle  varie  porzioni  del  Sole  interamente 
scoperto ,  confermò  1*  anzidetta  proposizione  ,  e  pose  fuor  d' 
ogni  dubbio  la  maggior  temperatura  de'  raggi  centrali ,  rispet- 
to ai  raggi  provenienti  dalle  zone  situate  presso  la  circonferenza. 
Nò  questo  fu  il  solo  frutto  risultante  dalle  seconde  ricerche 
eliotermiche  del  pdre  Secchi,  avendo  egli  trovato  che  il  poter 
emissivo  o  radiante  de*diversi  punti  dell'emisfero  superiore  era, 
generalmente  parlando,  più  intenso  di  quello  de'punti  corrispon- 
ti  delfemisfero  inferiore.  Confrontando  le  posizioni  del  massi- 
mo di  temperatura  e  della  eccentricità  apparente  dell'equator 
solare  nel  tempo  delle  osservazioni ,  il  padre  Secchi  le  trovò 
quasi  esattamente  coincidenti;  donde  la  conclusione  che  il  Sole 
ci  manda  più  calore  dall'equatore  che  dalle  regioni  polari.  Nel- 
la quale  ipotesi  ogni  divario  di  temperatura  tra  i  due  emisferi 
verrà  necessariamente  a  dileguarsi,  quando  il  predetto  equato- 
re si  presenti  alla  terra  sotto  forma  di  diametro,  e  traversi  per- 
tanto il  eentro  del  disco  ,  siccome  è  avvenuto  nello  spirante 
JinaMAi  di  Scienxe  Mot.  e  fis.  T.  III.  agoiiù  1852.  22 
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mote  di  giagno»  Glie  se  io  questa  etrcostanza  Tencrgia  deVagggi 
vibrati  dall'eiQisfero  superiore,  coqtinaerà  a  moslrarsi  più  gran- 
de,  di  quella  de^faggi  dogati  all^enlisferò  idferiore,  la  predetta 
3iippC(8ÌzioDe  della  minor  temperatara  de*  polì  rispetto  aireqoar 
tore  noD  potrà  altrimenti  sostenersi,  e  converrà  necessariamente 
ammettere  che  V  mio  degli  epiisfcrì  solari  sia  piq  ca|4o  dell* 
altro. 

Io  ignoro  qnale  delle  dne  ipotesi  sia  stala  conTalidata  dalle 
096€ilTMÌoni  ulteriori;  e  quantunque  io  conyeuga.  per  rettamente 
^I  padre  Secdii  intorno  alla  maggior  probabilità  delia  prima, 
e  viconosqa  yolontieri  con  esso  lui  il  yantiiggio  grande ,  che  una 
solwione  qualunque  del  quesito  arrecherà  lUeoessaria mente  al 
progreMO  deira^tronomia  6sica,  iq  credo  dovermi  scodare  al- 
epa  poco  dal  parere  di  codesto  illustre  acoadamico^  re^tÌTa- 
mente  ad  un  altro  suo  ragionamento  incjipendepte  dall'Una,  e 
dair^ltra  supposizione. 

iDopo  di  aver  confrontale  ira  loro  le  radiazioni  infieriori  e 
anperioffi  del  disco  solare,  ed  osservato  che  verso  le  due  parti 
eatreoBe  del  dian^etro  .vellicale,  dileguasi  ogni  differenza  «en* 
sibile  di  temperatura,  M  padre  Secchi  soggiunge  »  La  cagione 
ji  di  eiò  pare  evidente,  ammeitendo  latniosfera  solare,  la  qua* 
»  le  .4^1  -suo  assQvbimeato,  ove  Io  strato  attraversato  é  mollo 
»  apesao,  può  fare  svanire  .ogni  differenza  tra  le  temperature 
a  primitive  dei  raggi  luminosi,  a  quella  guisa  che  faimosfera 
»  -OOfllra  col  ano  assorbimento  tanto  neirestate  che  neirinycmo, 
»  vende  io  splendore  del  sole  tollerabile  all'orizzonte,  e  il  ca- 
»  Jeire  Ai  quest'astro  appena  sensibile.  i> 

<3frA^  a  me  sembni  che  l'azione  dell'atmosfera  solare  non 
possa  produrre,  in  yirlù  d'nn  semplice  assorbiinento  quantita- 
tivo, il  fatto  allegato  della  differenza  insensibile  tra  le  inte  n* 
sìlà  delraggi  .estremi;  e  che,  pertanto,  se  nell 'accostarsi  ai  lem* 
hi  la  radiaaiooe  calorifica  superiore  perde  più  deirinferiore  , 
per  produrre  l'uguaglianza ,  se  ne  debba  necessariamente  ar- 
guire :  i.  che  /queste  due  radiaaioni  sono  eterogenee  ;  %  che 
presso  .1  copfini  4lel  disco,  l!atmosfera  solare  ha  una  forsni  d'es- 
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'aorbimenlo ,   la   qii«Ie  opera  piò    eDergicanmte  «ii  «erti  daii 
-elementi  dèlta  radiazione  saperiore. 

Xiò  posto,  ognun  vede  qual  nuovo* campo ?di-ri€8rcbe  ?enr 
-ga  dischiuso  alle  nostre  speculazioni .  .  .  Le  circostante  attuali 
m'impediscono  di  prender  parte  a  questo  genere  di  lavori,  che 
mi  sembrano  oltremodo  interessanti;  e  però  mi  dirigo  coni  fi- 
ducia a  lei,  illustrissimo  signor  Presidente,  onde  far  giugnere 
proDtameiite  ai  prof.  Secchi  e  Yolpicelli  la  mia  preghiera  di  oc- 
cuparsene, con  tutta  quella  ingegnosa  alacrità  di  cup  essi  han 
dato  tante  prove  a  codesta  Accademia,  ed  al  mondo  scientifico. 

Non  occorrono  certamente  i  deboli  lumi  del  mio*  povero 
intelletto,  per  distinguere  i  mezzi  più  acconci  allo  scopo,  es- 
sendo ben  noto  che  l'interposizione  delle  Costanze  diatermiche 
trasparenti  od  opache,  colorate  o  prive  di  qualunque  tinta  sen- 
sibile all'occhio  umano  ,  costituisce  uno  de' più  sicuri  criteri, 
per  determinare  le  differenze  di  composizione  degli  efflussi  ca- 
lorifici raggianti.  Ma  considerando  che  la  più  lunga  pratica 
d' un'arte  o  d'una  scienza,  conferisce  ordinariamente  un  certo 
qual  dritto  di  consigliare  chi  entra  posteriormente  nel  mede* 
Simo  arringo,  io  mi  permetterò  dire,  sotto  questo  solo  titplo  di 
anzianitàvche  il  primo  tentativo  da  farsi,  dovrebbe  essere  il  pa- 
ragone accurato  delle  intensità  de'raggi  diretti  e  trasmessi  da 
uno  strato  d'acqua.  Se  l'interposizione  .di  questo  liquido  cam- 
biasse i  rapporti  quantitativi  delle  radiazioni  esplorate,  l'etero- 
geneità di  composizione  degli  efflussi  calorifici,  vibrati  dai  di- 
versi punti  del  disco  solare,  sarebbe  provata  sperimentalmente: 
nel  caso  contrario  non  ne  risulterebbe  già  l'insussistenza  della 
mia  conclusione,  che  parmi  saldamente  poggiata  sulle  belle  os- 
servazioni del  padre  Secchi,  e  si  dovrebbe  pertanto  ricorrere 
ad  interposizioni  d'altri  corpi,  studiarcela  rifrazione  prismati- 
ca de'raggi  tratti  dai  diversi  punti  del  disco  solare  ,  costrin- 
gere questi  raggi  a  traversare  due  lamine  parallele  di  torma- 
line i  cui  assi  fossero  incrociati  ad  angolo  retto ,  e  sottoporli 
in  somma  e  qualunque  altro  analogo  cimento ,  tendente  a  sta^r 
bilire  sperimentalmente  la  dimostrazione  cerca  tat 
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Terminerò  con  alcnQe  parole  intorno  ad  nn  altro  progetto 
di  sperienze,  suggeritemi  dalle  osservazioni  del  professor  For- 
bes  d'Edimburgo,  sulla  differenza  notabile  da  lui  trovata,  al* 
cani  anni  or  sono,  nella  temperatura  dello  stesso  raggio  di  so- 
le, misurata  successivamente  a  diverse  altezze.  Questo  raggio 
gli  sembrò  tanto  più  caldo,  quanto  maggiore  si  era  la  distanza 
alla  superficie  terrestre.  Pare  dunque  che  la  nostra  atmosfera 
^flSevolisca,  in  forza  del  proprio  assorbimento,  la  virtù  calorifica 
del  raggiamento  solare.  Ora,  per  conoscere  se  tale  assorbimento 
si  eserciti  indistintamente  su  tutti  gli  clementi  calorifici,  o  sia 
più  o  men  grandio  secondo  la  loro  natura,  converrebbe  istituire 
alcune  ricerche  sperimentali,  affatto  simili  a  quelle  dianzi  ac- 
cennate, colla  differenza  però,  che  dove  le  prime  esigono  Tim- 
mobilità  del  luogo  d'osservazione,  le  seconde  dovrebbero  effet- 
tuarsi in  due  stazioni,  il  più  possibilmente  distanti,  secondo  la 
verticale,  presso  il  lido  del  mare,  a  cagion  d'esempio,  e  sulla 
sommità  d'una  delle  più  alte  montagne  del  globo. 

Moretta  di  Portici  (Agro  napolitano) 
a  di  28  giugno  1852. 


SOPRA  UN  FENOMENO  DI  ELt.ETTRO— STATICA, 

LETTERA 

DEL  P.  W.  m.  PROVENZALI 

d.  C.  d.  G. 

AL  COMPILATOHE 

Signor  Professore 
In  una  lettera  del  P.  Secchi  Astronomo  del  Collegio  Ro^ 
mano  diretta  a  V.  S.  e  pubblicata  nel  fascicolo  del  Giugno 
1852  de'suoi  Annali,  oltre  all'aumento  di  tensione  che  osser- 
vai nella  macchina  elettrica  ,  quando  la  parte  del  conduttore 
da  cui  si  estrae  la  scintilla  venga  coperta  di  un  foglio  sottile 
di  gutta-perca,  trovandosi  anche  annunziata  qualche  esperienza 
che  m'era  proposto  di  fare  su  questo  soggetto,  ho  credulo  bene 
^i  communicarle  i  risultati  che  ho  ottenuti  dai  miei  tentativi, 
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II  migijor  niodd  di  condnrre  Tesperienza  per  arrivare  al  mas- 
simo aamenlo  della  scìnlilla  ho  Irovato  che  è  di  coprire  col- 
la gatta-perca  solamente  una  piccola  parte  del  condnUore  ^ 
per  esempio,  da  uno  in  due  decimetri.  Le  scintiUe  che  dopo 
questa  preparazione  si  traggono  dalla  parte  coperta. del  con- 
duttore sono  mollo  più  lunghe  di  quelle  che  si  hanno  dalle 
parti  ancora  scoperte  ,  sebbene  le  prime  sia  nella  lunghezza  , 
sia  nei  numero  non  mantengono  quella  regolarità  che  si  osserva 
nelle  seconde.  L'inviluppo  di  gulta-'perca  che  addensa  V  eiel- 
trico  aumentandone  co:sl  la  tensione,  non  è  poi  assai  facile  a 
permettere  che  tulio  ^  o  quasi  tutto  1*  elettrico  accumulato  si 
scarichi  airapprossimarglisi  di  un  conduttore  )  anzi  ho  notato 
che  un  abbondante  residuo  di  carica  rimane  sempre  imprigio-' 
nato  fra  1*  inviluppo  ed  il  conduttore  ,■  senza  che  se  ne  possd 
trarre  profitto  di  sorta.  Nella  predetta  proprietà,  comune  alla 
gutta-perca  e  ad  altri  coibenti ,  di  addensare ,  e  ritenere  in 
parte  Telettrico  addensato  alla  loro  superficie/  ho  intraveduta 
la  spiegazione  deiraumento  nella  scintilla,  er  delle  anomalie  che 
si  osservano  in  questa  esperienza,  specialmente  dell'ottenersi  il 
massimo  effetto  ricoprendo  solo  una  piccola  parte  del  condut- 
tore. A  questa  opinione  mi  ha  soprattutto  condotto  la  seguente 
esperienza.  Mi  era  da  prima  lusingato,  che  lasciando*  scoperta! 
una  palla  del  conduttore  della  macchina  elettrica,  e  coprendone 
tutto  il  rimanente  di  guttaperca  se  ne  sarebbe  aumentata  Ve^ 
nergia.  Per  verificare  se  la  cosa  fosse  cosi  ho  tolta  la  coma-' 
Dicazione  fra  i  due  conduttori  perfettamente  ugnali  della  mac-' 
china,  e  ne  ho  rivestito  uno  di  gutta-perea  non  lasciando  sco- 
perta che  la  palla  in  cui  termina  l'estremità  del  conduttore  pi» 
lontana  dal  disco.  Davanti  a  questa  palla  ho  collocalo  uno  spin^ 
terometro  ed  un  altro  simile  spinterometro  davanti  alla  palla 
ìb  cui  termina  l'altro  conduttore,  che  aveva  lasciato  totalmente 
scoperto.  Le  scintille  che  all'  operare  della  macchina  si  gitta-- 
yano  sullo  spinterometro  del  conduttore  coperto  erano  sempre' 
più  corte  di  quelle  che  si  partivano  dal  conduttore  totalmente- 
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scoperto;  sebbene  it  prÌDUo  nefle  parti  coperte  delle  ^1  soHlo 
selnlille  più  liiDgbe  defl  altro^  e  la  carica  del  coudottorte  sco- 
perto' sf  sperdeva  più  presto  che  la  carica  del  condailore  co* 
pertoi  Dttnque  nella  esposta  esperienza  la  gtttla*perea  non  solo 
addensa  '  l'elettctco,  come  lo  mostra  raumento  di  lensiooe  neUe 
parti  coperte,  ma  inolt^ey  a  guisa  di  coibente  armato,  occulta 
una  porzione  della  carica  imprigionandola  alla  saa  snperficie, 
altrimenti  non  saprei  concepire  il  decremento  di  tensione  nella 
palla  diel .  conduttore  coperto.  Dopo  tatto  ciò  era  na tarale  il 
sospettare  che  effetti  consimili  si  avessero  ad  ottenere  anche 
per  mezso  di  altri  coibenti,  che  si  lasciano  distendere  alla  sot- 
tigliezza deUa  gutta-per<ia  senza  perdere  la  flessibilità.  Difatto 
avendo  rtpeiuto  alcane  delle  surriferite  esperienze  sostitaendo 
aHa  gatta-perca,  ora  la  seta,  ora  il  taffettà,  ora  la  carta  ho 
pare  osservato  qualche  aomento  di  tensione,  ed  occaltamente 
di  carica^.ma**rjHio  e  Taltro  non  cosi  rimarcabile,  come  quan- 
do usava  la  gutta^perca. 

Una  delle  più  utili  applicazioni  di  questa  sostanza  adope^ 
rata  come'  mezzo  per  aumentare  la  tensione  dei  condnttori  elet- 
tr42zafti  ho  pensato  doversi  cercare  nei  coibenti  armali,  de*quali 
quanto  ò  facile  aumentare  la  capaiéità,  altrettanto  riesce  diffi- 
cileiraccresceme  nbtaèilmente  la  tensione.  A  questo  effetto  ho 
copei^to  di  gutta-percà  Tuncino  di  una  buona  boccia  di  Leida, 
non  lasciandone  scoperta  che  una  piccola  parte  vicina  al  collo 
quanto» bastasse  per  istabilire  immediatamente  la  «omiioicazione 
fra  Tanhatura  intema^^  ed'i!  condattore  della  macchina   elet- 
trica» Quindi    caricata  la  boccia  sono  pervenuto  ad   òtteneroe 
scintille  della  lunghezza  di  70  millimetri  ,  laddove    svestendo 
l'uncin»  dell'inviluppo  di  guUa-perca  la  scintilla  non  arrivò  mai 
ad  oltrepìBissare  la  distanza»  di>  32  millimetri*  Riguardo^»  van*- 
taggi  che' ho  ottenuti  daif  introdnme  'neUaf  nostra- macchina 
elettrica  •  dei  grossi  invilèppì  di  guDfa -perca'  pbr  renderne*  mr* 
gUo-isolatèfi.  conduttori,  non  ho  altro  dai  aggiungere  a 'ciò  chi' 
ihpu  Secchi  le*  eonlflianilGà^  ae>BCti'chè  lai  spesbezEaidi*5'aiilf 
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linetH  «  céi  afetn  d«  ptima  ridétto  qil^' iafiiuppi  notftf 
st«ta  MÉfidentead  impiNlirè  all'elèi irteòf ,  eÉe'aFliiiigo  Mikt^ 
mm  tàfdtteèiée  8fitHlft>  attitrr^^rso  l-inviliippia  sttHeifdònff.  pèrvStft 
di  fiocco,  ed  anche  di  qttalèbe'  TÌgoh>da^  s^intillt.  A'  pretenii^ 
ìa  seguito,  almeno  per  qualche  tempo  an  simile  inconveniente 
ho  messo  in  opera  inviluppi  deOa  spessezza  di  un  ceatimeUra 
ctìrca. 

Roma  26  loglio  1852. 

LNTORNO  LE    TRÀSFORMAZTONr  tìELLt  EQUAZIONI 

DIFFERENZIALI. 

NOTA 
bfilL  Sf«.  PBdf.  «iVfiE^PlE  BU  srcHl 

A  questo  argomento  Tesimio  professore  di  Pavia,  il  Cav.  Bm- 
nacci,  nel  suo  Compendio  di  Calcolo. SuUime  T.  I,  pag.  335-— 
349  consacrava  il  capo  VII  del  Calcola  Differenziale  ,  ivi  ri- 
portata per  disteso  dal  TC  li;  C^p^Y/i^^mi  dèlstiò  CI«rM 
di  Matematica  Sublime,  e  chiudevaf  fi  capo  stesso  nell'una»  e 
nelKaltra  opera  asserendo  contenersi  sei  già  detto  rifiaterà  teo* 
rica  delle  trasformazioni,  e  solo  riserbandosi  di  davtMr>alUiiopò 
ulteriori  spiegazioni.  Nel  rileggero  a  caso  il  capo  indicato  mi 
é  sembralo  che  iviconiengansi  bensl'i  principi!  e 'stiluppji^fén* 
damentatt  delibar  teorica  anzidetta^;  ma  •  ct^  questi-  nofrcompren^ 
dano  la  teorica  intera  della  trasfortnazlone  dell'equazioni  dif- 
ferenziali.  E  di  fatto  considerandosi  quivi  soltanto  le  equazioni 
primitive  a  due  variabili^  cioè  ad  una  sola  variabile  indipen- 
dente, e  le  differenziali  che  ne  derivano  de'varj.  ordini,  limi- 
lavasi  anche  per  queste  il*  eh.  A.  ad  assegnarne  le  trasformate 
dei  primi  tre  ordini,  determinando  i  valori   patticolarì    dello 


espressi  per  le  derivate  tielle  stesse  y  '  e  x,  relativamente  alla. 
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niio?a  variabile  indipendente  tj  soggiungendo  però  che  Io  stesso- 
metodo  insegna  come  trasformare  l'equazioni  degli  ordini  su- 
periori (§.  66,  pag.  340)  e  riflettendo  immediatamente  appres- 
so alla  relazione  successiva  e  generale 


it\         ..     (t\ 
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e  cosi  di  seguito.  Ora  qui  rimane  a  sapersi  il  valore  esplicito 

(d'''y\ 
^ — I  per  la  nuova  variabile  t  in- 

dipendente,  ed  io  mi  propongo  in  primo  luogo    questa  deter- 
mina2ione. 

Ordinando  i  trovati  valori  delle 


/^\      /d^\      /d^V 
Ida?/  '  IdxV  '  \dx3/ 


per  gU  ordini  discendenti  delle  derivate  delty  rispetto  a  r>  e- 

trovando  similmente  la  (  j-^  j  y  ^  fecile  a  vedersi  cbe  si  avrà 

generalmente 

/d^\  /d'^^yx  jd^-'yv  /d"^3yv 

/  d"y  \ Idr»  /  \àV^^  )  \dt^-*)  \dtr*^  ) 

\da?^/      /dx\'^  /darv*""***  /dxv"*^*  /da^v""*"^ 

\d7/  157/  \d7/  XdT/ 


■  ce»       ••••••    ^^   X 


(I) 


idx\^'^^ 
Idi"/ 


ove  i  coefficienti  A,  B,  G,  ec. ,  T  sono  funzioni  delle 

(dx\      /  d^x\  /  d'^a?  \ 
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clie  dobbiam  rtcoimsccre.  Al  qual  fine  eonsideriamo,  le  segaenti 
equazioni 


/dyv 
ydy\_  \d^/  _ 
'dx/       /dj:\ 


Ut) 


w; 


Q     (iz)' 


ydi\      /d»y\  ydPyv  /dy> 

/d5y\  ^ VdW _W;  _ ^}à^)  __ g,\dW_ 

\*l»3/**/dx\      idx.^  /^y*  /^\^ 

Vd7'      IdJ  \dtf  \dt) 


{ 


/dcv      /d4yv  /d3y\  /£y|        .  ydy\ 

dir*/        /dx\       /d.r\4  /dx\^  {^'\^  /<'*\7     ' 

\d7/      \dt)  \itl  \if'  \it) 

Vdas*/        /dx  \      /da;\5  /<*-^\*  /douv?  /da5\' 

\d7'      VdT/  W/  W/  'd?/ 

—  v--  =  n 

/dx\9 


Idi/ 


e  cosi  di  mano  in  mano*  Quindi  osservando  come  si  formano, 
e  derivano  successivamente  gli  uni  dagli  altri  i  coefficienti 
A\  A"  y  A!'\  A!^  ,  ec.)  ne  dedurremo 


(  3S0) 
A'  =  A*  , 

A"  =  2A'  -+-  A' ,      . 
A"'  =  3A'  -+■  A" , 
A'v  =  4A'  -4-  A"' , 
A^  =  5A'  -f-  A"  , 


A  =  A(»-')  =  (m— 1)A'  -4^  AC»-»)  . 

Parimente  osservata  la  formazione  e  successiva  deriva^ioole  dei 
coefficienti  B^  B",  B^'^  ec.  vedremo  di  leggieri  essere 


/d^\/dA(''^'\ 
»==»"-»)=(-)(  -jp-)-  mAf«-=>)  A*  -h  K"-sr .. 

Cosi  pei  coefficienti  C ,  G"  ec.  ritrorasi 


CcfeO-^^)  =  ^— j^— —  j_(mH-l)B(«-3)A'-l-Cl"-4) 

» 

lo  modo  analogo  pei  D\  ee.,  si  ha 

<éxuiG 


■ 


*Jc^/d©"-4) 


D  =*  Dt'»-^)  =  ( T-)(— j — )H»»  -+-  2(C(«-4)A'  ^  D(^-5). 
Si  avrà  similmente 

E==  E("-5)  ==  ( j-)(— T — )  —  («M-3)D;-^5)  a'  -t-E!»- «) . 

-j-^  j ,  sino 

airallimo  T,  sono  determinati,  dipendendo  ciasonno  dal  suo  an- 
tecedente^ nei  valore  medesimo  e  dairantecedeote   della   stessa 

(d'""'y  \ 

mane  fattore  A'  esso  è  evidentemente  =(---')  . 

Pertanto  risalendo  nelle  ottenute  espressioni  dei  detti  coeffi- 
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denti  si  troverà 

.         .1     ,x        »»(w  —  1)  /à^x\ 
A  =  A(-)  =  JL—J  (_)  ; 

B  =  BC»-.)  =  »»(»"- IH»»- 2)  /^W^\ 

2.  3  Ut  ìW  I 

(m -H  l)m  (m  —  l)(m •—  2)      /d'agx' 
2.  3. 4.  (d<'  / 

C_  C(-i)  —  »>("»  —  !)(»»  —  2)(m—  3)/da;\'/d<a;. 
"~  ""  2.3.4  ^d</W/ 

(»n-l>n(TO— l)(m— 2){m— 3)  -ft/dar\/d'x\/d»jr 


? 


2. 3.  4. 5.  *^(d»  KdF/'dF/ 

(m-4-2Xm-f-l)m(m— l)(m— 2)(m— 3)         c/^*«\^ 
"*  2. 3. 4. 5.  6  '    ^-^Id?*/     ^ 

n  _ n(«-4)  -  "'("»-iXm-2)(m-3)(m-4)/dxv3/dSa;v 

H-ec— ...  3.5.7(-^)  . 

Faccfasi  m  s=  4  ,  e  avendosi 

,d4yv  ,£yx  /d^v  >dy\ 

/d4i^\      ^d<*/  \d<^  /  __  \d<'  /  _  *d7/ 

\d«4/      /d».4  /da;v5  /da:\*  /dx\J 

\diì  Adi"/  'd7/  W/ 

ne  TÌeDe  immediatameate 
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^dx*/  ~"  /dx.4        Vd?"/ 


da!\5 


dx\/d'a;\ 


-  [♦  as?)  -  »  (^')  ] 


dxv6 


di 


/ 


Idi  f 
valore  che  ritrovasi  ,  ma  con  più  lango  calcolo  ,  deriyaDdolo 

particolarmeQte  col  Brunacci  da  qaello  della  (t~^)- 

Affinchè  si  rilevi  anche  meglio  la  forma  progressiva  dei 
coefficienti  A\  A",  .  ^  •  .  .  B'^  B'^  « .  .  ne  sottopongo  qui  alcu- 
ni, ommettendo  come  facili  abbastanza  li  A 

ec« 


«C» 
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''•  =  (^)'©-(^)T«(:^')©-*''©"] 

ec. 

^=(aT)-('^)-(1fr"-  -  3.5.T.,^3,(^)-; 

I 

Valendo  nelFuItimo  termine  del  ^'  il  segno  H-  Wf  m    pari  , 
il per  m'-dispari.  Di- qvi-eilir  ^ jnapifesto  che  ,  sebbene  i 

/d'^y\ 
coefficienti  del  valore  di  l- — l  in  t  possano    ordinarsi    colle 

potenze  discendenti  della  (t-)  9  pure  ne  riesce  cosi  complicata 

rrTÌ  ì  (jT  ) 

ec.,  e  alle  loro  potenze,  che  non  saprebbesi  assegnar  tosto^  e 
direttamente  il  valore  degli  stessi,  e  più  remoti    coefficienti  , 

conoscendosene  soltanto  Tullìmo  terminerò  fattore  della  (  — j  ^ 

j-A      nel  primo  termino 

di  ciascuno  degli  altri  coefficienti,  che  appartiene  alla  serie  dei 
coefficienti  del  binomio  newtoniano.    Tnttavia  gioverà  sempre 
il  ricorrere  alla  regola  che  abbìam  trovata    della    derivazione 
più  semplice  dai  termini    e    coefficienti    che  .  immediatamente 
precedono  al  termine ,  e  coefficiente   ricercato.    E    di  questa 

guisa  otterrebbesi  per  esempio  il  valore    della  (r-r)  ,    posto 

/d4y\ 
quello  della  [j-r)  9  sssai  più  presto,  e  facilqoente  che  desu- 
mendolo col  noto  metodo    particolare  dall*. eseguire  le  opera- 
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(.7) 


zionf  indicale  dalla  ■    '    *7ssf.   Fin  qui  e   non  niù  oltre  può 

(dx\  '  '  • 

di) 
spingersi  e  progredire  la  generalità  della  trasformazione  dell* 
equazioni  differenziali  ad  una  sola  yarial^ile  indipendente. 

Ha  egli  é  chiaro  in  secondo ' luogo  che  a  costituire  l'inte- 
ra teorica  della  trasformazione  ieìV  equazioni  differenziali  si 
richiede  di  estenderla  all'equaiioni  ancora  fra  tre  o  quante  più 
si  ?oglian  variabili,  alle  funzioni  cioè  di  due  o  piùi  variabili 
indipendenti,  e  questa  -è  par  la  seconda  ricerca  a  cai  mi  ri- 
irolgOy  limitandomi  ^rè  al  caso  4ì  tlue  sole  variabili  indipen- 
denti, che  potrebbe  in  seguito  generalizzarsi.  Abbiasi  dnnqne 
un'equazione  differenziale  a  tre  variabili  jc,  y,  z,  delle  quali 
si  ^consideri  la  z  funzione  delle  indipendenti  x  ed  y.  Taf  equa- 
zione conterrà  le  derivate 

(di'  '  (d^)  '  (dp)  '  (v)  '  \ì^)  '  *""* 

Cominciamo  dal  risguardare  ciascuna  delle  x,  y,  x  siccome  al- 
trettante date  funzioni  di  una  terza,  e  sola  variabile  indipen- 
dente I,  qual  sarebbe  il  caso  delle  coordinate  di  '  un .  pianeta 
espresse  pel  tempo,  essendo  quelle  vincolate  fra  loro  per  Te- 
qaazione  dell*  orbita  ,  e  ognuna  di  esse  riferendosi  a  questo 
colle  note  leggi  meccaniche.  Si  domanda  la  trasformata  della 
data  equazione  relativamente  a  t. 

Quanto  alle  derivate  o  ai  coefficienti  differenziali    parziali 

avremo,  come  oel  caso  di  ana  sola  variabile  indipendente 


(  356  ) 

Idx/     7d^    ""*'      VdxV      /dx\    "    ' 
\òt  1  \dt  I 

\da;'/      /d*\ 
,  \it) 

/d'"2\  /d"^'«  \  /i'^'x  \ 

(|mjf      \d«»/,        Vdr-'  /,      „\dr*-»~/x 

(-— -  )== A  • ,  _B— -— -i   —  ec. 

Vd*"/       /dxv"  /darv"**-'  /dxv'""*" 


•     •     • 


dT/  \d7/ 


IdTi 


dz\ 


-T       "' 


(Oz 
d7 


/d«\  /^'*'\                            l^^\ 

dz\      Vd7)r_  /d^x        Wr          .  - dB, X  _  VdFJr 

\it  /  \d<  /                            \d«  / 

/d^\     Idir /y  .,  IdF'  'y         „,  \dr-*  A- 
'  dy"/ 


—  A'  -^^ — i B'     .     ,  :  —  ec 


\dtì  \dt'  \dtì 


.dyy 
IdW 
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Nelle  quali  relazioni,  a  noQ  prendere  grosso  abbaglio  e  cade- 
re in  erronee  conseguenze,  ho  scrino  le  derivale  parziali  di 
Zj  a,  i,  ce.  rispelto  ad  x  e  t  colla  x  a  piedi  e  a  destra,  di- 
slingnendo  similmente  colla  y  le  derivate. parziali  di  js,  a',  b\ 
ec.  prese  rispetto  ad  y  e  ^  Senza  di  cbe  verrebbe  facilmente 
ad  obbliarsi  non  essere  già 


si  bene 


(uh  Ù(^)  ' 


i^HÌXt)*  Oit)  ' 


con  tutto  quel  che  ne  discende.  Come  infatti  le  indipendenti 
Xj  y  sono  implicitamente  contenute  in  z^  a,  A,  ec,  a',  A'ec.,  e 
ciascuna  di  quelle  ò  funzione  libera  del  /,  come  lo  ò,  ma  di- 

pendentemente  da  esse,  la  js,  cosi  per  l—j   a  cagion  d*esem- 

pio  può  esprimersi  la  derivata  parziale  di  z  rispetto  a  I  in 
quanto  alPesscre  solamente  il  t  contenuto  in  x ,  ossia  conside- 
rata in  js  la  ^  per  costante.  E  il  simile  sia  detto  degli  altri 
simboli  adoperati.  Ora  ponendo 

(d^l^^*"'    Cd  osservando  essere     (^y)  =  (^) 
ne  abbiamo 

/d^r\      \d7/y        \d7/,       .,, 


(  .1-1 W  ^zLLy  —  Itl: 

\àil  [di) 


=  V 


e  quindi  la  relazione  o  proprietà 


.    ■    • 


y 
Jtnnali  di  Scienze  Mot.  e  Fis.  T.  III.  agosto  1882.  23 


ne  Tiene 

/dJ\         /ib<\ 

la* )       \dt  / 

quindi 

gjii^di 

é  perciò  la  relauoDe  0  proprioti 

<?)     (drJ,(ir)/dT)  "^wlwlw*  •  •  • 

Pongasi  ancora 

ed  avremo 

/_d4z_\      /  d4z     X  _  ^„  _Vdtyy  __  \'At  h 

\l}/  ì  \àt  ì 


.    (  369  •) 
onde 


(5r')(r:)=('^l(^)^ 


'darMy/      \dydx3/ ~*'  ~^d^^ 


1342  \      /  mx 


ODde 

(  d^dp;*"  (5735^)"  '«  '*::dvr'  "^  Td- 


taf)         (dT) 


onde 

d«." 


perriò 

A  questo  modo  si  avrà 

(4)    ^  -         ^  -         - 

E  Msl  di  seguito.  Le  (1),  (2),  (3),  (4),  ce.  presentano  una  pro- 
prietà o  legge  assai  cariosa  e  generale  fra  le  derivate  parziali 
presa  rispeito  alle  variabili  indipendenti  x^  y  b  t.  Praticando 
poi  gli  syiloppi  e  le  operazioni  sin  qui  s<>ltantD  ac(;ennate  pof^ 


(  360  )      . 
le  a,  b,  e  ec.  a',  b\  ec.  b"  ec,  si  trova 


(-4) 

/  u  *   \  \w    /j,  y /u  a;\        'u«.  /x  — .  __^f__£2JL 

\|irdy/ ~ /d^wdy  >        \d<* //dxi* /dy\     ~    /^^/^Ì 
\dfì\itì  \dtl   Ut)  \dt'\itl 

(-) 
\itl   \it) 


-7^1         che  la  derivata    secoada  di  z  rispetto 

a  t  è  presa  dapprima  in  quanto  al  considerarsi  x  funzione  di 
/,  e  y  costante,  e  poscia  inversamente.  Io  non  proseguo  in  que- 
sti sviluppi;  ma  osservo  che  ordinandone  i  successivi  colle  de- 
rivate parziali,  e  discendenti   della  z  rispetto  a  I  se    ne  ha  la 

forma  e  i  coefficienti  analoghi  a  quelli  delle  (t— s)  ,  {'Tir"  * 
laonde  assai  facilmente  se  ne  dedurrà  il  valore  del  termine  ge- 
nerale    l-rir — 7/1  >  ove  intendesi  essere  » -f- or  =  m, 

Pertanto  nella  proposta  equazione  differenziale  sostituiti  ri- 
spettivamente alle  derivate 

(d:;^)  '  (d?)'"-'(d^)'-"-Mdid^) 

i  precedenti  loro  valori  che  si  riferiscono  alla  nuova  variabi- 
le t  indipendente,  ne  risulterà  la  trasformata  richiesta. 

Siano  in6ne  le  tre  variabili  x,  y,  z  funzioni  date  ciascuna 
di  tre  altre  v,  u,  r,  e  come  z  nella  proposta  equazione  diffe- 
renziale si  considera  funzione  delle  indipendenti  x  e  y  j  tale 
pure  si  consideri  la  v  rispetto  alla  due  nuove  indipendenti  u 
^  $  nella  equaziou  trasformata.  Per  ottener  la  quale  sarà  d'QQ- 


J 
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po  assegnar  i  valori  delle  deriyate  parziali 

jdix      /dz\      /d'^\      /d*JK\      /  A^z  \ 

espressi  per  le 

/iv\      /àv\      /à\\      /d"t?v      /  dV  \ 

Il  calcolo  per  uoa  siffatta  determinazione  in  generale  non  può 
invero  che  riuscir  laborioso  e  complicatissimo.  Infatti  per  le 
sole  deriyate  del  prim'ordine  avendosi 


/dzv      /dz\/ia:\      idz  \/ày\ 
\di)~  KdiiAiiir   Id^/W 

(^)=É)(lK(|)(l) 


iìcaTeremo  dall'eliminazione 


(dx) 


/  d«wdy\      /^\/^\ 

/dr\ /dy\      /dxv /dy\  ' 
\d«/'d«/     \itl\dJ 


/dx\  _  \du/^d7/      'dF/Vdu/ 


/dywda;v_/dy\/dar\ 
Ua'VdJ     Vd^AdJ 


Continaando  le  differenziazioni  parziali   di  z  per  u  e  <  si  et" 
terranno  similmente  per  eliminazione  i  valori  delle 

IcbV  '  W/  '  \d^}  ' 
e  cosi  cpiclli  delle  successive    derivate.   Ma  per  la  generalità 
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ogQan  vede  quanto  i  calceli  àeìlé  sosfiltuziofri*  e  ridmimri*  ott- 
correnlì  ne  dehiif no  ess^er.  lunghi  ^  intralciati.  Ké  io  qui  mi 
occuperò'  di  tarjte  ritercnie  del  modo  di  agevolarli^  che  troppo 
ne  oltrepasserei  la  prefissami  brevità  di  un  semplice  annota- 
mento.  Bastami  di  presente  aver  fatto  conoscere*  che  .'la  teavica 
intera  e  gencr^^  della  trasformaziraue  deirec^uaziopi  differen- 
ziali non  pu^  e^ss.QT  di  «certo  ristreUH  e  rincbiusa  nel  caso  par- 
ticolare unicamente  contemplato  dal  Brunacci  di  una  sola  va- 
Fii4^ile  indipendoptoi  Come  poi  Jfi)  pelaabat  ojbfiirmale^  dbqàesl* 
nltiioq  caso  i  hanno  heUàL  Qi  atii5  appUcasione  pak  BraHaooiii 
desimo  alla  dottrina  deloantaHi  dolIeiCQRmf  piàneyi:o6i'é 
nifesto  richiedersi  quella  delle  simili  trasformazioni  a  due  va- 
riabili indipendenti  quando-si  traiti  di  giovarsene,  e  di  appli- 
carle airequazioni  e  ai  contatti  delle  superficie  e  delle  linee  a 
doppia  curvatura , par  opportune,  tra^fiormaziooi  di  coordinate. 


■j»4H.^,.a4ii  111,»  •\\\n  am= 


SULLE  LINEE  TAUTOCRONE* 

NOTA 

DCk  m^.  iMi0ir«.  w.  brioschi 

Le  prime  ricemshe- intornp  leslioee  Tautocrone  nel  vuoto,  e 
nei  mezzi  resistenti  in  ragione  diretta  della  velocità,  sono  do- 
vute ad  Hiijghen«y.a,  Newton^  e  ad  Hermann.  Eulero  e  Gio- 
vanni Bernoulli  q9^si  cpntemporaQfiamcnte  (estesero  quelle  ri- 
cerche, supponendo)  Jd  rasistenza.  dclmezzo  proporzionale  al  qua- 
dralo della  velocità  ,  aUsi  quale  ipotesi  Fontaine  aggiunse  uu 
termine  proporzionale  i^lla  semplice  velocità.  Le  memorie  di 
Kdrndulli  ^e  di'*  Fbntaifìe  'contengono-  due'  metodi'  differenzio  per 
la  soluziono'dél  problema-  delle*»  tautocrone»^  metodiche  «  v  wnwo 
in  seguito  adoperati  dal],'  Eulero  ,  da  Neker ,  e  da  altri  nella 
trattazione  di  quesUopt;  parlioolari.^  La  prima  memoria  di  La- 
grange  sull'argomento  è  del  1765)  in  essa  V  autore  proponesi 
dì  determinare  in  generalo  qaalò  é  lai  forza  necessaria  per^pro" 


f  36!S'  ) 
^l'fb'  il'tadtóérònisDIio/cda&idbratà'  dòme  fiitìzionè  (](aat^lVòPà* 
dello  spaziò  e  ddla  vèlodtà.  T  risultameriti  ottenuti'  dà  tÀ- 
grande  Teriòeto  éncòàilali  è  còdfermdii  dal  d'Aledobért^  nià  ià- 
aànit'^hittò  acerba  ctiiida  di  parte' di  Foòtélne,  allk' ^nale  sin- 
mò  debitori  della  secónda  fra' le  memòrìe  di  Lagrangè  stt'qUe"- 
sto  problensà.' 

r  più'  recenti  layori  intorno  lelineé'tàdtòcrohe  sònÒ'dt'Abél, 
di'  Paisè'ùx,  di  Bertrand.  Nel  prioiò^  vòlaìnè  dètiè  opeìre  *drAÌ>èl' 
trovasi  una*  memòria  che  bà  pér^tii&ló  ce  Éésoliillón  d^ad'pi^OH 
bigine'  mécaniqbe  »  nella '^òàfe'rinttensi'ahàform^olà/  cb6  sèi- 
bene' applicata  dàiraalbrè  ai  solo  caso  della  tautòcron^a  percor- 
sa* da  ad*  grave  nel  vuoto,  pure  può  usarsi' iti' altre 'ipotèsi  di' 
fòrza  e  di  ròsislenza  def  mezzo.  Però  il  nfiètòdo  pia  diretto 
alla  ricerca  delle  tautocrone  é' quello' della  derivazióne  sótto' 
il  simbolo  di  integrazione,  del  quale' sé  ne  bàhnÒ  vàri  esèmpi 
ìù  una  memoria  del  Sig.  Fuiseux  (*).  La  difficoltà  comune  nella 
applicazione  del  nietodi  del  Bernòùfii,  di  FÒntaine,  di  Abel  » 
di'Pniséui  consiste  nella  ricerca  del' vatorèdòl la  vetoéità  nelle 
supposizioni  particolari  per'  la  forza  acceleràlricè,  è  per  ìà're- 
sisténza'del  m'èzzoV  valore  necessario,  come  è  nòto  '  per  deter- 
minare if  tempo  impiegalo  dal'  p'uóto  materiale  a  percorrere 
ito'  arco  qualunque  della  linea. 

Il  Sig.  Bcrtràn'd   in  un   recente'  lavbrò    (*''^)  sul  problema 
delle  tautocrone,  si'  propone  di  dimòslrài-e,  che  la  soTà  legge' 
di  resistenza 'del  mezzo  neflaqùàTe' la'  fòrmota'  di    lià'^range' 
possa  servire  a  déterrnmàre  la  fòrka^  è  precisàméhtc  quella  alla' 
quale    ap'plicavasi  il  mètodo  di  Fontaine  ;    cioè'  rappresentata 
dalla  somma  di  due  tèrmini,  uno  dei  quali    proporzionale  alla 
sòia  velocitale  l'aTtró  prbpórziónale'al  quadrato 'delta  velocità. 
Eglf-sappone  a-ciórxbe-  laHForzyTisulti  dalla  somma  dtmnrftnF' 

n  Joarnal  de  Lioaville.  T.  IX.  —  Anche  la  teorica  delle  derivate 
ad  indice  fratto  offre  nn  mézzo  nella  ricerca  delle  tautocrone. 
(-)  Journal  de  Lioaville  T.  XII. 
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ziooe  del  solo  spazio,  e  di  una  funzione  delia  sola  velocità  , 
in  modo  che  la  derivata  seconda  della  forza  rispetto  allo  spa- 
zio ed  alla  velocità  sia  nulla.  Ma  questa  osservazione  già  fatta 
esplicitamente  dal  d'Alembert  (^)  non  era  sfuggita  al  Lagrange, 
giacché  nella  seconda  delle  sue  memorie  a  proposito  della  me- 
moria di  Fontaine  dice  che  (c  Tapplicalion  que  M.  Fontaine  pré- 
tendfaire  de  ses  equations  au  cas  où  la  force />  seroit  expri- 
roée  par  or  +yu+  Au^+  ku^  (g^h,k  étant  des  constantes,  et 
a  une  fonction  de  x)  est  illusoire  et  fautive,  comme  il  est  fa- 
cile de  s'en  convaincre  avec  un  peu  de  riflcxion  d*après  les  re- 
marques  que  nous  vcnons  de  faire  sur  ce  sujct  ».  Però  a  ben 
altri  casi  può  applicarsi  la  formola  di  Lagrange  allorquando 
non  ristringasi  la  forza  a  dover  soddisfare  a  queirìpotesi ,  e 
ne  abbiamo  un  belTescmpioin  quello  trattalo  dal  Sig.  Neker  (,^ 
e  richiamato  di  recente  dal  Signor  Bertrand  (^^). 

Qualche  lieve  difficoltà  analitica  y  od  alcune  considerazfonE 
non  abbastanza  chiare,  le  quali  incontransi  nelle  memorie  di 
Lagrange,  sono  forse  la  causa  che  in  nessuno  dei  trattati  di 
meccanica  anche  moderni  viene  il  problema  delle  tautocrone 
presentato  con  quella  generalità  che  dovrebbcsi  attendere  dopc^ 
quei  lavori.  In  questa  nota,  usando  del  metodo  di  derivazione 
sotto  il  simbolo  di  integrazione,  troviamo  oltre  la  formola  di 
Lagrange  che  esprime  la  forza  necessaria  a  produrre  tautocro- 
nismo, altre  formole  generali  che  danno  i  valori  della  velocità 
e  del  tempo.  Gol  mezzo  di  esse  la  difficoltà  nelle  questioni  par- 
ticolari viene  ridotta  a  sole  integrazioni  di  funzioni. 

Considerando  un  mobile  che  percorre  una  linea  qualunque» 
si  indichi  con  v  la  velocità  di  cui  esso  è  dotato  alla  fine  del 
tempo  /,  con  p  Fa  risultante  delle  forze  agenti  sul  mobile  alia 

(*)  Uemoires  de  V  Academie  de  Berlin  An.  1765,  p.   401.  An.  1770^ 
pag.  121. 

(**)  Memoìren  preAentés  a  l'Acadeniie  Royale  de  France-  An.  1763. 
O  Journal  de  Lioavilie.  T.  XIII. 
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fine  deffo  stesso  tempo,  con  s  la  langhezza  deli*  arco  di  lioea 
che  alla  fine  di  quel  tempo  rimane  ancora  al  mobile  da  per- 
correre per  giungere  ad  un  punto  determinato  della  linea  j  e 
con  ce  la  lunghezza  dell'arco  di  linea  compreso  fra  il  punto  da 
cui  parte  il  mobile,  ed  il  punto  determinato.  Chiamando  t  il 
tempo  impiegato  dal  mobile  a  percorrere  Tarco  a.  si  avrà  : 


e  la  linea  immaginata  sarà  tautocrona    allorché    sia  t  indipen- 
dente da  a,  cioè  sia  -r-  =0.  Per  ottenere  effettivamente  il  va- 
da 

lore  della  derivata  di  t  rispetto  ad  a  bisognerà  eliminare  la  a 
dai  limiti  dell'integrale.  Pongasi  a  questo  scopo 

(1)  z=Qk 

essendo  z  una  funzione  qualunque  di  s  che    supporremo   an 
nullarsi  per  s  =  0  ;  k  il  valore  della  medesima  funzione  nella 
quale  in  luogo  di  s  pongasi  a,  ed  o)  una  nuova  variabile.  Os- 
serv^indo  essere  v  funzione  dì  5  e  di  a  si  avrà 

dove  con  (//(cjft)  intendesi  il  valore  di  s  cavalo   dall'  equazione 
(1),  e  (|i'  indica  la  derivata  della  ip{(^k)  rispello  adfo)*.  Avremo 
quindi 

nella  quale  A'  =  —  .  Da  questa  si  ha: 
da  *J.  ;»■ -r  ^d« 


àtù 


(  im) 

Ài' 
e  per  le  lioee  tauiocrone  dovendo  essere  —  =  0   qualunque 

sia^a  si  ayf&: 

dalla  quale: 

A'   da       ^^^  As  \  (i/'(z)  ' 

Ora  essendosi  dall'  equazione  z  =  cjA    ricavato  «  =  <j/(Gjfc)  ,  e 
qblndi  «  =r  (p(^)  sarà: 

da  cui 

e  questi  valori  sostituiti  Dell'equazione  superiore  danno  la 
k   dv  z     Av  I  ^^^\9)\  ^ 

YAi^7^)'^~''y~  ?>)/      ' 

e  ponendo 


SI  avrà: 


Questa  equazione  alie  derivate  parziali  del  primo  ontitieHnte- 
grasi  facilmente  decomponendole  secondo  il  noto  metodo  Yfeile 
due 

per  citi  la- primitiva  richièsta  sarà 


(  Z&I  ) 

(2)  /(«)  -  A») = Yt^rwi 

posto 

e  7  essendo  il  simbolo  di  una  lunzioue  arbitraria.    Dalla    (2) 
si  a?rà  anche  la 

La  equazione  (2)  derivata  rispetto  ad  s  dà 

m 

ossia 

f(«j       ^  \(p(9y  Lds  (p[9)  y»J 

la  qnale  molUplicata  per  v  dà  : 

di  f  ^) 


09 


^Q 


.  r_J!__    ?'^*n' 

Pongasi 

e  si  avrà  sostituendo 
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la  quale  coincide  colia  formola  trovata  da  Lagrange.  Dalla  eqoa- 
zione  (3)  si  ha  facilmente 


dalla  x[aale  integrando 
supposta 


e 
J 


dtt  =  jx(u)  . 


La  costante  introdotta  dalla  integrazione  si  determinerà  esser 
yando  che  per  la  equazione  .('i),  supposto  essere  t?  =  0  allor- 
ché 8=  a  si  ha  7i(0)  =  0  ^  e  quindi: 

Cosr  =  —  |tJt(0). 
Il  valore  trovato  più  sopra  posto  nell'equazione  (2)  dà  la 


(4)     m  -M^p.  {^)  -  f*(0) 


Dalla  quale  si  avrà  il  valore  della  velocità  quando  sia  data  la 
espressione  della  forza,  e  quindi  si  otterrà  il  valore  del  tempoì. 
Per  mostrare  futilità  delle  formole    trovate    nella   tratta* 
zione  dei  casi  speciali,  supponiamo 


"^  \<p(s)ì 


V 


SI  avrà 


?'(»)' 


Pongasi 


"  =  •■  (jS  - 1^)  *  *)• 


<p($)      9(»)  ' 


n  costante,  lisaltcranBO 
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p  =  c<p{s)  ■+-  n»' ,    f(s)  =  ^(1  —  r") . 


fer  il  valore  di  <p{s)  si  avranoo  le 

1  .  1 


J-is  =  f(s)  =  -[«  4-  log(l  -  <r«')]  , 

e  ta  (4)  diveoterà 

c(l  —  e-««)*  =  rc(l  —  e-"')»  -4-  —  v'  1«-««(«-') , 

dalla  qaale 

V  =  A«-«'r/"  !"(«»«  —  t)*  —  (e--  —  1)*  1  ; 

posto  A  =  ^- —    .  Questo    yaiore    della  yelocità  dà  quello  del 
lempo 


1/ [(*«-i)--(."-i)-] 


ossia 


21/ ac 


[iC  formole  trovate  servono  anche  a  dare  la  equazione  della  li* 
nea  descritta  dal  mobile.  Nel  caso  presente  se  supponesi  che 
la  forza  acceleratrice  sia  l'azione  della  gravità,  ed  immaginia- 
mo tre  assi  cui  riferire  quella  linea,  dei  quali  uno,  per  esem- 
pio quello  della  x ,  riteniamo  verticale  si  avrebbe 
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la  quale  inlcgrale  supponendo  che  «  ed  x  si  anauilifio  insieme 
dà 

a 
equazione  dqH^  liuea  tautocrona  ìp .  quella  ipotesi  ^er  la  forza 
e  per  la  resilienza  del  mezzo. 

Pavia  Ji  26  loglio  1852. 

SUI  CONICI  INSCRITTI    0  CIRCOSCRITTI 
AD   UN   TRIÀNGOLO   DATO. 

DEL  SIG.  AVY.  ANGELO  GfiNOCCHI 


Mi  proppngo  dì  trovare  per  tutti  i  coniai  relazioni  somi- 
glianti a  quelle  che  esprimono  Tarea  d*un  triangolo  col  mezzo 
dp'na^  Jali  e. del  oraggio  del  -circolo  ìsQiitt«4>  cireescrìtto. 

L'equazione  di  una  curva  di  secondo  grado  in  coordinale 
rettilinee ,  qualunque  sia  la  posizione  degli  assi ,  può  ridursi 
alla  fornii 

(1)  (X  -^  «)'  ♦^j,  ^  ^)'  =»  Ky  -I- *x -h  *y)»  ; 

e  supposto  che  gli  assi  formino  angolo  retto,  saranno 

x=(K,    y=fi 

le  coordinate  d*un  fuoco  della  curva,  e  g  ^  hx  ^ky  =  0  sa- 
tk  l'esazione  d^lla  rdiretlrioe  •o^nrispinukiite.  Sia 

y  Tsnx  -I-li' 

V£%^m9^fi  4*pna  i^etM  x^pudotta  nel  nuedasiaio piaiio, «  Sirchia- 
mi  R  la  lungl^^KHi  ^lU  Qir4a  p^ralJl^U  a  questa  retta  e  fai- 


(3W  } 
Male  fai  fuoco  :  |per  de(erinÌDare  B»  iodiebiamo  cod  j  il  rag- 
gio vettore  parallelo  ^lla  medesima  retta  »  il  qaale    avrà  p^ 
equazione 

y  —  P  =  n{x  —  a), 
e  miaiid^do  per  s^,y  le  coordinate  della  sua  eatremità,  avremo 


X  —  p: 


y-+-Ax-|-A:y  =  ^-4-A«-t-*|9H-(A-|-  An)(x  —  a) 
e  qaipdì  per  reqa^zioue  ^1) 


sicché  chiamati  x,  ,  x^  i  dae  valori  di  z,  sarà 

(3  -Jr-A«Hr*/3)i/(l4-«*) 


Xi 


V^(l  rJr  i»')  -  (A -t- *»)     ' 


_       (^H-A«-+.A/3)t/^(l-Hn'). 

ma  d'aljtra  parte  Z|  —  z*  =  ±:  R  :  dunqae 

2(y  -H  Aa  -4r  *i3)(l  -H  n') 


(2)  =fcR^ 


1 -H  «' —  (A -f- Al»)" 


Se  prendiamo  n  =:  -=-  —,  la  perda  R  sarà  paraHela  alla  di- 

rettrice,  e  quindi  si  .confonderà  con  ^  doppia  ordinata  ,  per- 
pendicolare all'asse  focale,  e  passante  pel  faoco,  e  ngnaglierà 
così  y  {Mir«nic^ti;o  dejU  c^rva  :  pe^rt^ntp  pl^ainaodo  m  jl  para- 
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metro,  e    supponendo  determinato  il  segno  di  g^  h^  k  in  modo 
che  ;  +  Aoc  +  k^  sia  positivo,  avremo  dalla  (2) 

(3)  m  =  2(y-H  Aa-i-*i8). 


Se  prendiamo  ali*  incontro  n  =  —  ,  la  corda  sarà  perpendi- 
colare alla  direttrice ,  e  quindi  si  confonderà  coU'asse  focale  , 
e  Teqaazione  (2)  darà 


^R^  2(y+Aa -4- */3)(A^ -»-*')_ 


m 


posto  dunque 

(4) 


1  _  A^  _  ik* 

sarà  il  valor  numerico  di  a  la  lunghezza  dell'  asse  focale  ,  e 
questa  quantità  sarà  positiva  neirellisse,  negativa  nell'iperbola, 
infinita  nella  parabola,  poiché  1  —  h^  —  k^  sarà  positivo  nella 
prima  curva,  negativo  nella  seconda^  nullo  nella  terza. 

Determiniamo  ancora  la  condizione  che  rende  tangente  al- 
la curva  (1)  una  data  retta  y  =  nx  -f-  n'.  Fatto  per  compendio 

X —  a=j:',  /3  —  no, —  fi  ::=zu^ 

avremo 

y  =  /3  -+-  fw;'  —  tt  , 

e  fliostituendo  nella  (1)  troveremo 

a!^  H-  {nx  —  uf  =  i—  —  ku-\-  (Ah-  kn)af\    , 
ossia 


-■-(I -*»)"=»' 


questa  equazione  avrà  uguali  le  sue  radici,  e  la  data  retta  sarà 
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=  [l  H-  «'  -  (A  H-  *«)'][«**-  (y  -  *«)']  ' 
-Goodizione  cercata  che  si  ridorrà  facilmente  alla 

Premesse  qaeste  formale  delle  quali  abbiam  bisogno  ,  e  che 
potranno,  credo,  esser  utili  anche  io  altre  occorrenze  ,  inten- 
diamo che  nel  piano  del  conico  sia  dato  un  triangolo,  e  chia- 
miamo 1 9  l'j  l"  i  suoi  lati  ^  ^  la  soa  area  :  preso  il  lato  { per 
asse  delle  Xj  e  fatto  passare  pel  vertice  opposto  Tasse  delle  y, 
porremo  che  le  coordinate  dei  tre  vertici  siano 

onde  si  avrà 

(6)     1=  ±{P-P%  V'=p'^q%  r=p'''H\  t=  ±  i  q{p-p')  , 

e  inoltre  le  direzioni  de'tre  lati  i,  l\  i"  saranno  rappresentale 
jdalle  equazioni 

ft  f  ? 

Qoìndi  chiamando  r,  r\  r"  le  corde  della  sezton  conica  (1)  pa- 
rallele ai  medesimi  lati,  e  condotte  dal  fuoco  (a,  /3),  otterre- 
mo dalle  formule  (2),  (3),  e  (6),  fatta  astrazione  dai  segni 

(7)     r-  -^  "^'  r"-  "'^" 


1-A"'  p'^q^—(kp^kqf  p'^^q^—(hp'—kq)\ 

Ora  dico  :  1.*^  che  se  la  curva  si  trovi    circoscritta    al  trian- 
golo, sarà 

,8)    ^ = ^/■=,.  .]^--.  Y-^  : 

Annali  di  Scienze  Mat.  e  Fis,  T,  UL  agosto  1852.  24 
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2.^  che  se  airiDoontro  gli  sia  iscritta,  si  avrà  per  la  parabola 

e  per  Tellisse  e  Tipérbola 


t-Vt-Vv^V? 


(10)     "      - ■'    -      -•■'  "* 


3."  che  in  tutti  i  casi  sarà 

(»)  {        ,  y. 

Per  dimostrare  la  formula  (8),  sostituiremo  neirequazione  (1) 
ad  Xy  y  le  coordinate  desertici  dei  triangolo,  il  cbc  darà 

(P -«)' -4- /3' =  ^i^ -♦-*/')%.  0»' -  a)«  ^  ^»  =^  (y  H-Ap')% 

dalle  due  prime  si  scorge-  che  p  e  p'  sono  le  radici  dell'equa- 
zione 

e  che  quindi 


,*o.         ^.      2(«H-^)  ,     «>H.^>_^' 

(12)    />-<-?=   1—  A»    '    /y~       llj^'         ' 

messo  nella  lerta  il  valore  (1  —  h*)pp'  di  a*  H-  j8*  —  9*  ,  si 
avrà 

(18)         (1  -  k')q'  «=  ^ifi  +  Ay,  _  (1  _  A>p'  , 

e  in  conseguenza  si  trae  dalle  (7) 

=  p  £2%  H-  (l  ^  A')(p  -y)  ]  H-  2y(/5  -+-  Ay) , 
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e  similmente 


m 


'^r^  :^  p^ [2kkq  -  (1  -  A*)(p  -y)3  -*-  2q(^  -K-  kg), 
r 

MoltiplioaiidQ  intìeme  questa  due  equaaioQi  sii  o4(Ì9Qe 

^  r  r  ^pp'iAk'ky  -  (i  -  kr(p  -pTì-^  V{i2  ^  fty)' 

rr 

il  cai  secondo  membro  riducesì  per  la  (13)  a 

Wk'ppY  ■+-  4j'(^  H-  i^)'  -<-4AA(p  -1-  i»')y'(/3  H-  Ay) 

Ma  essendo 

u'k'pp'  -h  (1  -A*)(i  -*')(p  -i»r 
= (1  -  A»-  *')(p  -  pT  +  *'*=•(?  -4-i»r . 

il  medesimo  secondo  membro  diviene 

(1  -  A'-  *')(p  -/»')Y  -+-  [**(!»  -HJ»')  H-  2(/3  -+-*?)  ]'?'  ; 

d'altra  parte  le  equazioni  (12)  porgono 
(1  _  h'fip  -  /»  r  =  4(«  -t-  hg)'  -  4(1  -  A')(a'  +  /3'-  y') 

=  % -^  Aa)' -  4(1  -  A')^% 
(1  -  A')  ihk(p  +  />')  -H  2(/5+%)  3  =  2*(yH-Aa)+a(l-A')^  : 

danqae 

(1  -*')'•  -^  i"^'  =  4^'  [  (1  -  A'  -  A')(y  -♦-  A«)' 

_(l  —  h'){l  —  A'  —  A*)/S'  H-  k^is  -+-  ha.)' 
-+-  (1  —  A*)'j3'  -f.  2A/3  (1  —  A')(y  •<-  Aa  ] 

=  4^'(1  -  A»)  [(y  -+-  Aa)'  -h  *'/3'  -+-  2*/3(y  H-  A«)  J 
=  4j«(l  _  A»)(^  H-  A«  -+-  A/3)» , 
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ossia  per  le  (7),  (6),  (2) 

jdonde,  estratta  la  radice  quadrata,  risulta  l'equazione  (8). 

Se  chiamisi  p  il  raggio  del  circolo  circoscritto  allo  stesso 
triangolo  fatto  2p  =  m  =  r  =  r'  =  W' ,  si  avrà  dalla  (8)  la 
relazione  nota 

_  i  tv 

fndi  sosUtaendo  questo  valore  nella  stessa  (S)  e  innalzando  a 
quadrato  si  troverà 

,       rr'f" 

che  esprime  un  teorema  generale  di  Mac-Gullagh,  riferito  dal 
signor  Tcrquera,  Nouv.  Annalesde  Math,  tom.  IX  (1850)  p.  298, 
Per  dimostrare  le  formule  (9)  e  (IO),  applicheremo  l'equa- 
zione (5)  a  determinare  le  condizioni  che  renderanno  tangeqli 
alle  curve  i  lati  del  triangolo.  Rispetto  al  lato  ly  asse  delle  j. 
se  ne  dedurrà 

(14)  (y-A^y  +  À'^'^r; 

{rispetto  al  lato  V,  rappresentato  dairequazione 

facendo  per  brpvilà 

si  troverà 

(15)  (pm  —  kvf  -+-  {qm  —  hvf  =  t?*. 

Sciolta  questa  equazione  in  ordine  a  v^  risulta 

^1  _  A»  «.*»)„  _  _  m(*p-f-  Ay) 
db  my^p^  H-  j=)(l  -h'-  k'/  H-  (A/.  +  h^fT} 
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ma 

[p" -^ ,')({- k'  -*')  -H  (*/>  -I- A?r  =i»' -»- f" 

per  la  seconda  delle  (7);  dunque  sostitaendo  e  rimettendo  il 
ralore  di  v. 


=  —  m{ip  -4-  hq) 


rfj/"=-. 


ove  dev'essere  sottinteso  il  doppio  segno   avanti   al  radicale. 
Similmente  considerando  il  lato  I"  si  avrà 

2ya(Ì  —  A'  —  *")  +  2pO  ^  })(!  --  A»  —  *') 


=  -  Hh'  -^  H)  ■+■  ^'i/^pf  ' 


t  sotiraeodo  questa  dalla  precedente  si  otterrà 

tùi  Tequazion'e  (14),  sciolta  ia  ordine  a  /S,  somministra 

2/3(1  —  A'  —  **)  =  --*m  =£:  ml^(l  —  A")  : 

facendo  la  sostituzione,  e  avendo  riguardo  alla  (6),  (7)  e  (4j> 
si  conchinderà 

che,  stante  l'ambigoità  de'segni,  si  riduce  alla  (10). 

Pel  circolo  iscritto  al  triangolo,  essa  dà  la  relaziono  Ikot» 

P 


(  378  ) 
Se  la  carva  è  ona  parabola,  sarà  ìofioito  a  ;  ma  essendo 

1  —  V  —  *•  =  0, 
sì  avrà 

f>'  -h  j'  -  (*p - *j)'  =s=(Ap+  hq)' , 
e  quindi 

di  più  l'equaziobe  (15)  divelrà 


=  4ja4-4p{/3-y)=tmr[/  ^  , 


ossia 

r       m 
e  si  avrà  similmente 

e  perciò 

4fp  -  f>')(/3  -  ?)  =  m!' J/^ -wr- [/ ^  ; 
sarà  pure 
j,-y  =Z,  4y(;,  -p')  =8t,k  =  l^(i-  A')=J/^  » 

e  la  (14)  data    4/3  =  «--  ;  dunque 


mi 


/r'  ^-" 


K^-»'=»'K^-"''|/^. 


che  per  TamliìgaHà  de*scgDÌ  dei  radicali  si  riduce  alla  formu- 
la (9), 

Le  diverse  combinazioni  de'segni  nelle  formule  (9)  e  (10) 
corrispondono  alle  diverse  posizioni  reciproche  del  triangolo  e 
della  curva,  la  quale  può  essergli  in  piti  modi  iscritta  ed  ex- 
Mcriiia.  Del  resto  le  medesime  relazioni  si  possono  anche  dimo- 


(  379  ) 
strare  geooietrieameaie.  Dalle  equazioni  (6)  e  (7)  si  dedarrà 
facilmente  anche  la  formala  (11);  ma  non  insisto  S(»pra  di  ciò, 
poiché  essa  non  esprime  in  sostaqca  (come  si  potrà  riconosce- 
re) se  non  on  caso  particolare  del  teorema  per  cui  la  sonuna 
delle  projezioni  deMati  d'un  poligono  chiuso  sopra  un  asse  qual* 
sivoglia  è  nulla.  Noterò  solo  che  questa  formula  diviene  ideiH 
tica  pel  circolo,  e  che  ,  quanto  alla  parabola  si  eonfoude  con 
qu€lia  che  risulta  dalla  (10),  posto  a  infinito. 

Sciogliendo  le  equazioni  (14)  e  (15)  rispetto  ad  «i,  si  p(^ 
tra  eziandio  giung^^  alla  formula 

Ai  l  V 

l" 


y^^vCfr-^) 


che  tarri  peV.onici  iscritti  al  triangolo  dato;  questa  comprenda 
le  (9)  e  (10),  poiché,  facendo  a  infinito,  si  riduce  alla  (9) ,  e 
se  a  non  è  infinito  ,  si  riduce  alla  (10)  per  mezzo  del}*  altra 
equazione  (11). 


SUI  CRITERII  DEL  CALCOLO  DELLE  VARIAZIONI 

APPENDICE 
DEL  PROr»  «•  MAINARDI  (*) 

Ne'oiiei  studi!  ho  dato  un  nuovo  metodo  analitico  per  sta- 
bilire i  crilerii  del  calcolo  delle  variaj^iani.  Nel  caso  di  uu 
semplice  integrale  ho  fatto  notare  come  li  valori  delle  inco* 
gnite  pag.  158,  lin.  3;  pag.  161,  lin.  10  formati  coi  determi- 
nanti   funzionali  di   integrali  particolari    delle   equazioni  ;  '{e) 

0  Appendice  ai  miei  sluJii  sul  calcolo  delle  variazioni.  In  questo 
Vi>luiiie  pag.  149. 


(  3S0  ) 
p.  156,  (/)  pag.  158;  rendano  soddisfatte  le  equazioni  differen- 
ziali di  condizione^  che  si  cavano  dalle  (a)  pag.  156,  {b)  pag. 
158;  nel  che  consiste  la  scoperta  di  Jacobi.  Io  non  ho  che  ve^ 
vificata  particolarincDte  quella  importante  verità  nel  caso  degli 
integrali  semplici;  ma  riguardo  agli  integrali  multipli  la  veri- 
ficazione mi  conduceva  a  calcoli  ollremodo  complicati:  pag.  168» 
ultima  riga.  Una  focile  considerazioae  mi  ha  dimostrato  in  che 
consista  l'essenza  della  scoperta  di  Jacobi^per  cui  queirimportan- 
te  trovato  si  applica  a  qualunque  integrale.  Ne'miei  studii  ho 
seguito  il  metodo  analitico^  quale  si  conviene  alla  ricerca  di 
cose  ignote,  e  da  quella  analisi  si  dedaco  quale  sia  la  ridu- 
zione possibile  delle  funzioni  scritte  nel  secondo  membro  delle 
equazioni  {b)  pag.  156,  (e)  pag.  159,  p.  165,.  lin.  2.  Ammesse 
quelle  deduzioni  ora  posso  adottare  un  metodo  sintetico. 

Considero  l'esempio  della  pag.  158.  Le  equazioni  diSereo- 
ziali  che  si  cavano  dalle  (b)  eliminandovi  M,  N  .  .  .  S,  sono  le- 
condizioni  perché  il  polinomio 

(x)     (A  —  «)a)'  H-  2(B  —  b)  oxù'  -h  (C  —  r)©'*  ....  -+-  (L— f)G)"^ 

sia  differenziale  esatto.  Le  equazioni  ((/),  {k)  rendono  X  =  0'^ 
Y  =  0  ^  /3,=  0  qualunque  sia  Vcù  ,  cioè  rendono 


OCJ* 


2W  Hr  .  ..  +  fc."»  =  l  [^"'^'^-±f-±^) 


Se  supponiamo  19'"  -hAS"^^  à9'  '+'g9  =0,  sussisteranno  tulle 
le  equazioni  {d)  cambiando  o)  in  9 ,  quindi  le  (e)  y  ed  il  poli- 
nomio 

Ae'^-l-2Bfle'-K...^LS'"^ 

sarà  differenziale  esatto:  ma  Gi>=:d  rende 

dunque  le  equazioni  (d),  ove  si  faccia  Ci)  =  9,  riducono  a  dif- 
ferenziale esatto  la  funzione  (x)  ,  epperò  rendono  soddisfalle 
le  equazioni  differenziali  di  condizione.  Altrettanto  si  dica  per 
0)^9.  Di  qui  ne  segue,  che  la  prima  equazione  (d),  le  due 


(  381  ) 
che  si  cavano  da  essa  ponendo  cs  =^0  j  Gt)  =  f9  ela2=L 
rendono  soddisfalle  particolarmente  le  equazioni  differenziali 
nominate  :  queste  equazioni,  le  {k)  pag.  160,  e  le  tre  seguenti; 
soddisfanno  a  tutte  le  condizioni  del  problema  ,  offrono  tante . 
equazioni  quante  le  incognite  a,  i,  ....  2  e  contengono  il  più 
spedito  metodo  di  risoluzione.  In  qualche  caso  potremo  invece 
impiegare  cinque  delio  equazioni  lineari  ((f),  porvi  q  =  d,  poi 
o  =  o  ed  aggiungervi  la  Z  =  L  :  da  che  le  (A)  pag.  160,  non 
possono  sussistere  per  tre  diversi  valori  di  Ct>,  quando  non  reg- 
gano le  (A)  e  le  tre  seguenti. 

Passo  a  considerare  il  caso  degli  integrali  multipli  studiato 
a  pag.  164. 

Le  equazioni  differenziali  parziali  che  si  derivano  dalle  (6) 
coUVIiminarvi  a,  /3  . .  .  X  ;  jx,  /»  > .  .  9  ;  sono  le  condizioni  per- 
ché il  polinomio  - 

(x)     (A—ay  ^  2(B— J)c^'  -4-  2(C~c)q(ù,  h-  ...  m-(Y-- y)(i),,' 

sia  la  somma  di  due  differenziali  primi  parziali  Tuno  rispetto 
ad  X,  l'altro  ad  y.  Le  equazioni  (d) ,  (m)  rendono  pag.  165  , 
lin.  2.« 

f       -,     ^,      ,  >  /  n        tio),, .. -f-dtoN* 

indicati  con  0  ,  9  altri  due  integrali  della  equazione  (/)  pag. 
166;  se  poniamo  che  le  tre  prime  equazioni  (d)  reggano  po- 
nendovi a>==:d,  per  le  (m)  sussisteranno  tutte  le  ((/),  ed  in 
conseguenza  delle  (e)  il  polinomio 

A(i)^  H-  2B(i)a)'  H-  2C(a(i)^  -f- -+-  Yw',^ 

si  riduce  alla  somma  di  due  diSerenziaìi  primi  V  uno  per  x , 
l'altro  per  y.  Ma  quelle  prime  equazioni  (d)  rendono  anche 
X»  =  0,  Y,  =  0,  ed 

ofi)'  -+-  246)0)'. . . .  •4-yci)*//  =  0  : 


(  382  ) 
dunque  rendono  anche  il  polinomio  (x)  la  somma  di  due  dif- 
ferenziali primi  parziali,  opperò  soddisfanno  alle  equazioni  fra 
a,  b  .  .  .  fornite  dalle  (6),  si  dica  altrettanto  facendo  q  =  ^ 
Siccome  poi  le  condizioni  (m)  pag.  167,  e  le  seguenti  (m')pos- 
sonO)  essere  sostituite  dalle  (/)  quando  si  vogliano  verificate  da 
tre  valori  di  a>,  ed  a  queste  possiamo  surrogare  le  (d)  istesse 
per  &)y  6j  9  :  concludiamo  che  cinque  di  quelle  equazioni  (d)» 
PO  danno  quindici,  le  quali  insieme  alle  sei  ultime  (6)  porgono 
la  completa  risoluzione  del  problema. 

Segnata  cosi  la  via  sicura  e  generale,  che  conduce  a  risol- 
vere il  problema^  stimo  opera  di  poco  momento  il  ripetere  con 
parole  il  processo  della  sempre  eguale  operazione.  Ciò  che  può 
desiderarsi  é  una  compendiata  scrittura  generalo  delle  formule 
che  danno  i  criterii  per  gli  integrali  comunque  multiplici ,  € 
dei  semplici  che  implicano  molte  funzioni  :  ma  presentemente 
non  mi  resta  tempo  di  scrivere  quei  calcoli  complessi. 
Pavia  li  16  agosto  1852. 

AGGlUIfTA   ali/    appendice 

Siccome  la  prova  addotta  può  lasciare  qualche  dubbio,  al- 
tra ne  soggiungo  che  applico  all'esempio  della  pag.  168  :  per 
brevità. 

L*ultima  equazione  della  pag.  168  si  riduce  alla  seguente 

^  H-e>  -  |^(^—  -  l,  ^q'  -*-  (A  —  e>J 


(a—  b'  —  e  -i- 


e  questa,  in  cooseguenza  delle  equazioni  di  quella  pagina,  ék 
soccessivamente 


(  383  ) 

[le      n' 

(a  —  ò'  _  e,  -H  e\)(a  4-  (to'  H-  JG),  ^  Vw'^V 

^a^b^  ^€^^  V^)  «J ~  (eo))/  -4-  (i(i>  •*-  €© j'H-  (e©  -h «V)')^  =s=  0 

e  finalmeote 

CG)'^  H-  cci)^  H"  Ì6)*  -4-  acj  =  0. 

Dunque  suppouendo  che  le  equazioni  delie  righe  4»  5  p.  168 
sussistano  per  tre  valori  di  &>,  integrali  deirultima  equazione 
di  quella  pagina,  ne  derivano  le  seguenti ,  ed  il  problema  è 
compiutamente  risoluto. 

Pavia  li  24  agosto  1852. 


>'i  .1     \* I' . 
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INTORNO  ALLE  CURVE  DI  QUARTO  GRADO  CHE  HANNO 
TRE  PUNTI  DI  REGRESSO  DI  PRIMA  SPECIE. 

NOTA 
DEL  SIG.  FORTUNATO  PADULA 

Neirarticoio  pubblicalo  nel  fascìcolo  dello  scorso  maggio  , 
dopo  aver  dimostrato  che  le  curve  di  quarto  grado  non  pos- 
sano «vére  fiu  di  tre  punti  di  regresso  di  prima  specie,  iite<K 
un  esempio  di  una  particolare  curva  di  quarto  gr^do  clie  pre- 
senta tre  punti  di  regresso.  Essendomi  in  seguito  riuscito  di 
deternrikiape  e  classificare  le  varie  curve  di  quarto  grado  che 
godono  deiriùdtcata  proprietà^  presentai  queste  nuove  ricerche 
^a  ileale  Accademia  delle  scienze  in  una  meiaoria  letta  nella 
fornata  del  26  febbraro  (%  Di  questa  memoria  credo  ora  non 

III    ■       I  É  I  ■  ■  ■  ■  ■  ■  ,  * 

\*)  SI  avverta  che  l'articolo  di  cui  si  tratta,  come  è  detto  nel  citato 
fascicolo,  fu  da  me  inaiato  addì  "S  gemiaro. 


(  384  ) 
essere  inutile  il  notar  qui  i  principali  risultamenti,  almeno  per 
coloro  che  si  daranno  la  pena  di  leggens  il  mio  precedente  la- 
voro. 

l.''  Per  tre  punii  dati  non  in  linea  retta  passano  infinite  di- 
verse curve  di  quarto  grado  che  hanno  quetre  punti  per  punti  di 
di  regresso  di  prima  specie. 

Deirequazione  generale  di  siffatte  curve  si  deduce  che  :  Le 
tre  tangenti  a  tre  punti  di  regresso  di  una  cufta  di  quarto  gra- 
do concorrono  in  un  medesimo  punto  y  esse  possano  essere  anche 
parallele, 

2°  Supponendo  essere  0|  A,  B  i  tre  punti  di  regresso  pren- 
dendo per  assi  delle  x  e  deller  y  le  rette  OAr ,  OBy ,  e  po^ 
nendo  OA  =  a,  0B  =  /5;  Tcquazione 


(1)  ) 

rappresenta  tutte  le  curve  di  quarto  grado  che  hanno  CVe  punti- 
di  regresso  in  0,  A,  B^  purché  si  abbia* 


(2)       «•<o.    p:^o,  j-^'^<*- 

Neirequazione  (1)  le  quantità  a'y  ^'  dinotano' le  coordinate  del 
punto  ove  concorrono  le  tre  tangenti  applicate  in  O,  A,  B;  e 
le  inequazioni  (2)  indicano  che  il  punto  (a*,  ^')  non  può  stare 
in  linea  retta  con  due  qualunque  de'punti  dati.  Da  ciò  segue 
che  :  dati  quattro  ptmti  di  cui  tre  comunque  presi  non  sieno  m 
linea  retta^  si  può'  sempre  per  tre  di  essi  far  passare  una  curva 
di  quarto  grado  che  Mia  questi  punti  per  punti  di  regresso  di 
prima  specie^  in  modo  che  le  tangenti  per  essi  passino  pel  quariù 
punto  datoi  e  non  ve  ne  può  passare  che  una  sola. 


(  385  ) 
Ponendo  nell'equazione  (l)^=a,    ed     a'=-Tr-,  si  hai' 

equazione 

«»y4  _  iax'xy^  —  Gaa^xY  —  ia^^x^y  -h  o"/3''x4 

—  2«^(«y3  —  Sauxy'  —  3a/3x*y  -H  a'^x^) 

-1-  a'/3^y  -  aa;)='  =  0 , 

|a  quale  appartiene  a  tutte  le  curve  di  quarto  grado  in  cui  le 
iapgenti  a'punli  di  regresso  O,  A,  B  sono  parallele  alla  retta 
data  dairequazione  y  =  ax,  purché  si  abbia 

>ft       ^  1  >        P 

<  0  <:         a 


ossia  che  la  retta  cui  si  vuole  che  le  tangenti  sieno  parallele, 
non  deve  esser  parallela  ad  alcuno  desiati  del  triangolo  OAB. 
S."*  Supponendo  essere  C  il  punto  {a! ,  /3')  se  la  retta  OC 
passa  pel  punto  medio  D  della  AB  y  la  OC  sarà  un  diametro 
della  curva:  e  prendendo  per  assi  delle  coordinate  la  OGx,  e 
la  Oy  parallela  ad  AB,  e  ponendo  OD  =  m  ,  DB  ==  DA  =  n^ 
PC  =  m'  j  Tequazioqe 

•+•  (m  —  m-){m  H- din}n^x^ 

(3)  : 

rappresenta  tutte  le  curve  di  quarto  grado  che  hanno  tre  punti 
di  regresso  ed  un  diametro. 

A.**  Discutendo  l'equazione  generale  (1)  vedesi  che  le  curve 
di  cui  si  tratta  possono  esser  divise  in  quattro  classi:  ogni  curva 
della  prima  classe  è  chiusa^  forma  una  specie  di  triangolo  cur- 
vilineo di  cui  i  punti  di  regresso  sono  i  tre  vertici,  ed  è  tutta 
compresa  nel  triangolo  che  ha  per  vertici  i  punti  di  regresso: 


(3$6  ) 
^ue$te  curve  per  brevità  sono  state  da  me  indicate  sotto  il  no- 
me di  curve  triangolari ',  esse  possono  avere  o  uno  o  tre  dia- 
metri. Ogni  curva  della  seconda  classe  ha  due  branche  separate, 
delle  quali  una  è  formata  da  due  rami  infiniti  che  si  cpngiun- 
gono  toccandosi  in  uno  de* punti  dati ,  e  presentano  ivi  un  re- 
gresso di  prima  specie }  Taltra  é  composta  da  un  arco  che  ha 
per  corda  la  congiungente  gli  altri  due  punti  dati;  e  da  due 
rami  infiniti  che  toccando  quest*  arco  a'  suoi  estremi  determi* 
nano  gli  altri  due  punti  di  regresso  :  queste  curve  hanno  due 
asintoti.  Ogni  curva  della  terza  classe  ha  tre  parti  separate 
delle  quali  ognuna  ha  due  rami  infiniti  che  si  toccano  in  uno 
de*punti  dati  formando  ivi  un  regresso  di  prima  specie  :  que- 
ste curve  hanno  pure  due  asintoti  che  convergono  con  quattro 
de'loro  rami  infiniti;  e  gli  altri  due  rami  non  hanno  asintoti 
assegnabili,  essendo  di  natura  parabolica.  Finalmente  ogni  cur- 
va della  quarta  classe  ha  quattro  parti  separate  ,  delle  quali 
tre  come  le  precedenti  determinano  i  tre  punti  di  regresso, 
avendo  ognuna  due  rami  infiniti;  e  la  quarta  forma  un  sol  ar- 
co staccato  con  due  rami  infiniti  :  le  curve  di  questa  classe 
hanno  qi|atlro  asintoti. 

L'equazione  (3)  rappresenta  curve  della  prima  classe  (  con- 
siderandovi la  m  sempre  positiva)  quando  si  ha  nel  tvmpo  stes^ 
so  m'>>0,  m'  <^m:  rappresenta  curve  della  seconda  classe  , 
o  quando  m''>m',  o    quando   m  <C0  j  ed  in  valore  assoluto 

1 

maggiore    di    —  m  :  dà  una  curva  della  terza  classe   quando 

«5 

1 

m'  =  —  —  m  :  ed  in  fine  rappresenta  curve  della  quarta  clas- 
se quando  tn*  è  negativa,  ed   in   valore   assoluto    minore   di 

1  1 

—  m;  cioè  quando  si  ha  m'  <:^  0,    m'  > —w.  In  generale 

ó  ó 

quando  il  punto  (de',  ^')  cade  dentro  il  triangolo  OAB  si  ha  una 
curva  triangolare,  ossia  di  prima  classe  ;  quando  cade  fuori  ai 
jia  ana  curva  appartenente  ad  una  delle  rimamenti  tre  classi* 


(  387  ) 
5/  Fra  le  curve  trìaogolari  merita  e&ser  Dolala  quella  cor- 
rispondente al  caso  in  cui  il  punto  (cc\  ^'),  ossia  il  punto  G  é 
il  centro  di  gravità  del  triangolo  OAB;  nel  qual  caso  tutte  e 

tre  le  tangenti  OC ,  AC,  BG  (*)  sono  diametri  della  curva  :  la 

2 
sua   equaziope  si  ottiene  ponendo  nella    (3)  m'  =:  -^mj  e  per 

conseguenza  si  avrà 

•n4y4  H-  6m'nVy*  -h  9nM  —  24m3nVy*  —  8mn4  ar^ 

-f-  ì&mWy"'  =  0  : 

Tarco  AB  di  questa  curva  incontra  b  OCDx  in  un    punto  E 

l 
tale  che    DE  =  -^  DC  ;  e  parimenti  essendo  D'  e  D''  i  punti 

dì  mezzo  de'Iati  AB  ed  OB  ,  presa 

D'E'  =  1  D'G,  e  D''E"=  i ^'C , 

jsaranno  E'  ed  E''  i  punti  in  cui  gli  archi  OE'A  ,  OE'^B  incon- 
trano rispettivamente  le  BGP',  ACP'\  Ecco  intanto  alcune  pro- 
prietà di  queste  curve  : 

Quabmque  sia  il  triangolo  OAB  t  tre  segmenti  OE'A,  AEB, 
BE^'O  sono  equivalenti  fra  loro. 

Le  aree  deUe  curve  triangolari  a  tre  diametri  stanno  fra  loro 
come  le  superficie  de'triangoli  che  hanno  per  vertici  i  loro  punti 
di  regresso. 

Varca  di  una  curva  triangolare  a  tre  diametri  é  gli  otto  noni 
del  cerchio  iscritto  nel  triangolo  equilatero  equivalente  al  triangolo 
che  ha  per  vertici  i  suoi  tre  punti  di  regresso. 


{*)  Il  lettore  potrà  facilmente  sapplire  la  figura  cai  intendiamo  ri- 
ferirci» costruendola  di  mano  in  mano. 


(  388  ) 

ESTRATTO  DI  UNA  LETTERA 

DEL  Sl«.  PROF.  G.    BELLA YITIS 

AL  COnPILATORE 

Sig.  Professore 

La  descrizione  organica  delle  curve  del  2.^  ordine  dala  a 
pag.  252  (giugno  1852)  è  un  caso  particolare  deirimportantissi- 
ma  derivazione  di  omologia.  —  Se  abbiasi  un  centro  di  omo- 
logia F,  ed  un  cuse  di  omologia  MN,  e  per  ciascun  punto  S  di 
una  figura  VS  si  determini  il  suo  omologo  G,  in  guisa  che  due 
punti  omologhi  S,  G  stieno  sempre  in  linea  retta  coi  centro  F, 
e  le  due  rette  omologhe  SV,  GP  (condotte  per  due  punti  dati 
V,  P  pur  essi  omologhi)  s'incontrino  sempre  in  un  qualche  pun- 
to dell'asse  MN;  le  due  figure  omologhe  VS,  PG  saranno  tali 
che  a  punti  in  linea  retta  corrisponderanno  punti  in  linea  ret- 
ta, ed  a  rette  insieme  concorrenti  corrisponderanno  rette  pur 
concorrenti  in  uno  solo  punto.  Dunque  .con  questa  maniera  di 
derivazione  ogni  curva  VS  dà  altra  curva  dello  stesso  ordine 
e  della  stessa  classe. 

Nella  classificazione  delle  curve  del  terzo  ordine  pubblicate 
tra  le  Memorie  della  Società  Italiana  io  chiamai  curve  dello 
stesso  genere  quelle  che  possono  derivarsi  le  une  dalle  altre 
mediante  la  suddetta  omologia  :  e  suddivisi  i  generi  in  ispecie 
dicendo  curve  della  stessa  specie  quelle  tra  loro  affini ,  che 
possono  descriversi  supponendo  che  il  centro  d'omologia  sia  a 
distanza  infinita. 

Il  foco  di  una  sezion  conica  é  contraddistinto  da  questo 
carattare  che,  guidate  per  esso  ad  arbitrio  due  rette  perpen- 
dicolari, Tuna  passa  sempre  pel  polo  dell'altra.  Viene  da  ciò, 
che  se  la  sezion  conica  PG  sia  omologa  della  VS,  ed  il  centro 
d'omologia  F  sia  un  foco  di  questa ,  esso  sarà  foco  anche  di 
quella;  perchè  ogni  retta  condotta  pel  centro  d'omologia  è  omo- 
loga di  se  stessa,  ed  i  suoi  poli  ri.^pelto  alle  due  coniche  VS, 
PG  sono  due  punti  omologhi,  quindi  sono  in  una  stessa  retta 

col  centro  d'omologia. 

o  mg! iti  0 
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SECONDA  LETTERA 
DEL  SIG.  PROV.  MACEDONIO  MELLOIVI 

AL   SIG.   PRINCIPE 

D.  PIETRO  ODEIiCALCHI 

Presidente  dell' Accademia  de'naovi  Lincei. 
(Estralta  dagli  Atti  della  Cessione  I.  del  28  dicembre  1851.) 

Iliaslrissìmo  Signor  Presidente 

Io  terminava  la  lettera  ch'ebbi  l'onore  di  dirigerle ,  alcani 
giorno  sono,  coll'esposizione  sommaria  d'un  piano  d'osservazioni, 
atte  a  decidere  se  la  diminuzione  d' energiai  trovata  dal  prof. 
Forbes  nel  calore  d'un  raggio  solare  di  mano  in  mano  ch'egli 
s'innoltra  nell'atmosfera^  è  o  nò  proporzionale  ai  diversi  ele- 
menti che  lo  compongono.  A  tal  fine  io  consigliava  d'impiegare 
in  due  luoghi^  la  cui  differenza  di  livello  fosse  la  più  grande 
possibile,  i  mezzi  noti  della  trasmissione  calorifica,  a  traverso 
le  sostanze  diatermiche.  Ma  per  ottenere  dei  dati  comparabili, 
sarebbe  necessario  1'  operare  contemporaneamente  nell'  una  e 
nell'altra  stazione,  oppure  ripetere  successivamente  le  medesime 
sperìenze  nelle  due  stazioni  ,  ed  in  circostanze  perfettamente 
uguali  di  limpidezza  atmosferica,  e  di  posizione  solare. 

Queste  condizioni^  e  la  necessità  di  trasportare  gli  strumenti 
ad  una  grande  altezza,  rendono  l'analisi  proposta  alquanto  di- 
licata  e  difficile  ad  effettuarsi  con  quel  grado  di  precisione,  che 
esige  lo  stato  attuale  della  scienza.  Ora,  riflettendo  più  posata- 
mente al  modo  di  evitare  cosi  fatti  ostacoli,  mi  sovvenne  d'un 
antico  mio  progetto,  che  se  non  è  del  tutto  equivalente  a  quello 
or  menzionato,  ha  certamente  con  esso  lui  una  grandissima  a- 
nalogia.  Mi  permetta,  illustro  sig.  Presidente,  di  descriverglielo 
colle  stesse  parole,  adoperate  alla  fine  di  una  nota  sulle  inte- 
ressanti osservazioni  eliotermiche  de'professori  Secchi  e  Volpi- 
celli,  nella  tornata  d'oggi,  a  questa  R.  Accademia  delle  scienze. 

((  Sin  dalle  prime  mie  sperìenze,  tendenti  a  scoprire  V  ete- 

»  rogeneità,  ben  dimostrata  oggidì,  degli  elementi  che  concor- 
Jnnali  di  Scienze  Mai.  e  Fis.  7.  ///.  settembre  1852.  25 


n 
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»  rono  alla  formazione  d'ogni  eCEInsso  calorifico  raggiante ,  io 
»  ebbi  in  animo  lo  studio  del  calor  solare,  nelle  diverse  ore 
»  della  giornata,  parendomi  assai  probabile,  che  questo  calore, 
»  attraversando  uno  strato  d'aria  tanto  più  puro  e  meno  prò- 
)>  fondo,  quanlo  più  il  sole  s'accosta  al  meridiano,  soffra  durante 
»  la  rotazione  diurna  del  globo  una  perdita,  var  iabile  colle  qua- 
))  lità  de'sooi  principii  elementari;  per  modo  che  la  composi*- 
»  zione  d*un  raggio  di  sole,  giunto  alla  superficie  terrestre  di- 
D  penda  dalla  sua  obliquità.  Ma  questo  studio  procrastinato  per 
»  diverse  ragioni,  e  quipdi  del  tutto  obbliato ,  ricevette ,  per 
»  così  dire,  una  nuova  vita  dalle  sperienze  del  padre  Secchi. 
»  E  però,  raccolte  alla  meglio  le  cose  necessarie  all'uopo,  mi 
»  posi  ultimamente  all'opera.  » 

}}  Troppi  dati  mancano  ancora  per  presentare  oggi  la  de- 
»  scrizione  compiuta  di  queste  ricerche,  che  mi  farò  un  dovere 
D  di  sottoporre  al  giudizio  delP  accademia  quando  un  numero 
)ì  suflSciente  di  giornate  perfettamente  limpide^  e  serene  m'a- 
»  vran  permesso  di  condurle  a  buon  fine,  Io  posso  tuttavia  af- 
»  fermare  fino  da  questo  momento,  e  senza  alcun  timore  d'in* 
))  ganno,  o  d'illusione,  che  la  mia  congettura  si  é  pienamente 
»  avverata.  Il  calore  solare  traversa  certe  date  lamine  di  so* 
»  stanze  diatermiche  io  proporzioni  talmente  diverse  colta  va* 
»  ria  altezza  del  sole  si^U'orizzonte,  che  i  rapporti  di  trasmis* 
>)  sione  dedotti  dalle  serie  estreme  di  osservazioni  sono  talora 
>)  diametralmente  opposti.  » 

»  Uno  strato  d'acqua,  a  cagion  d^esempio,  racchiuso  tra  due 
^)  lamine  di  vetro,  lancia  passare  a  mezzodì  ^^'iioo  del  raggia- 
»  mento  incidente,  e  ^^|ioo  quando  il  sole  s'accosta  airorizzon* 
»  te,  dove  che  una  Iantina  di  certa  qualità  di  cristallo  di  mon- 
D  te,  la  cui  trasmissione  meridiana  tocca  appena  i  ^^|,^ ,  tra* 
»  smette  ^^|ioo  verso  il  tramonto  del  sole.  » 

»  Noi  abbiamo  pertanto  il  singoiar  fenomeno  di  alcuni  cor- 
»  pi,  i  quali  essendo  esposti  agl'ultimi  raggi  solari,  presentano 
»  un'ordine  di  trasniissipne    calorifica   inverso  di  quello,   che 
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»  viene  da  essi  offerto  sotto  fazione  dei  sole,  giunto  alla  mas- 
»  sima  saa  elevazione.  Questa  inversione  costituisce  indubitata- 
»  mente  la  miglior  prova  possibile  del  diverso  grado  d'assorbi- 
»  mento  che  patiscono  le  varie  specie  di  elementi  calorifici,  con- 
D  tenuti  nel  raggiaroento  solare,  attraversando  l'atmosfera  ter- 
»  reslre  sotto  la  medesima  inclinazione  ». 

»  Non  corrono  molti  anni  che  il  calore  proveniente  dalfa- 
»  stro  del  giorno  ,  considerato  dagli  antichi  come  un  agente 
»  semplice  ed  omogeneo,  fu  trovato  composto  di  diversi  raggi 
)>  o  principii  elementari  dello  stesso  genere,  i  quali  distinguonsi 
»  tra  loro  per  mezzo  di  talune  differenze  specifiche  perfetta- 
»  mente  analoghe  a  quelle  dei  colorì  ;  o  pare  anzi  oltremodo 
»  probabile  che  il  fenomeno  della  luce  sia  unicamente  dovuto 
»  airimpressione  eccitata  da  un  certo  numero  di  queste  specie 
»  calorifiche  suirocchio  umano.  » 

»  I  pochi  fatti  ora  esposti  bastano  a  porre  fuor  d*ogni  dub- 
»  bio  le  alterazioni  periodiche  che  succedono  ogni  giorno  nella 
»  qualità  del  caior  solare,  pervenutaci  più  o  meno  obliquamente 
»  a  traverso  l'atmosfera.  » 

».  Tutto  c'induce  a  credere  che  gli  etBnssi  calorifici  vibrati 
»  dalle  diverse  parti  del  sole  siano  differenti  di  quantità  e  di 
)>  qualità,  e  che  il  fluido  atmosferico  sovrapposto  alla  fotosfera 
»  solare  operi  diversamente  sulle  varie  specie  di  raggi  che  li 
»  compongono.  E  siccome  la  porzione  a  noi  visibile  di  questa 
»  curva  si  trasporta  annualmente,  talora  nell'emisfero  superiore 
»  e  talora  nell'emisfero  inferiore,  scoprendoci  or  Tnno  or  l'al- 
»  tro  polo,  e  costringendo  le  radiazioni  degli  stessi  punti,  di- 
)>  rette  verso  il  globo  terrestre^  a  traversare  diverse  profondità 
»  dell'atmosfera  solare ,  ne  viene  di  conseguenza  che  gli  ele« 
»  menti  di  siffatte  radiazioni  devono  patire  degli  assorbimenti 
)>  talora  più  e  talora  meno  intensi,  e  le  composizioni  degli  ef- 
»  flussi  corrispondenti  variare  pertanto  nelle  diverse  stagioni 
x>  dell'anno.  » 

»  Ora,  considerando  che  il  caler  solare  è,  senz'alcnn  dub- 
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»  bio,  il  primo  e  principale  agente  destinato  dal  Creatore  alla 
)>  sussistenza  ed  alla  propagazione  della  vita>  ognun  vede  quale 
»  e  quanta  sia  per  noi  l'importanza  di  queste  variazioni,  e  co- 
»  me  sia  possibile  ch'esse  conducano  un  giorno  a  qualche  utile 
»  applicazione,  solo  mezzo  di  giustificare  oggidì  lo  studio  della 
»  scienza  pura  nclfopiniope  d*nn  pubblico  interamente  dedito 
>)  alla  cura  degl'interessi  materiali.  » 
Moretta  di  Portici  (Agro  Napolitano) 
a  di  9  luglio  1854. 


LETTERA 

BEL  P.  A.  dECCHI 

AL  COIHIII.  L.  CICCOLINI 

Sig.  Commendatore 

Ho  Ietto  con  piacere  Farticolo  sulle  stelle  cadenti  nel  gior- 
nale di  Roma  da  lei  favoritomi  :  anche  noi,  come  le  dissi  già 
abbiamo  fatto  alcune  osservazioni  su  questo  soggetto  nei  gior- 
ni 8,  9,  10  del  pp.  agosto,  ma  l'apparizione  ci  è  sembrata  di 
poca  importanza,  e  specialmente  il  10  ci  parve  più  scarso  dei 
giorni  precedenti.  I^e  nostre  osservazioni  non  si  fecero  che  dal 
finire  del  crepuscolo  fino  alle  11  poco  più,  e  nel  giorno  8  ne 
furono  contate  circa  120,  nel  giorno  9  poco  più  di  60,  e  nel 
10  appena  una  40"^.  Diversi  miei  amici  mi  hanno  detto  es- 
sere state  abbastanza  frequenti  nel  giorno  25  luglio  ,  ma  io 
non  ho  fatto  le  osservazioni. 

Le  cose  più  degne  di  osservazione  mi  sono  parute  le  se- 
guenti: 1^.  Le  stelle  che  si  seguono  a  breve  intervallo  di  tempo 
sono  generalmente  parallele.  2^.  La  distanza  delle  loro  traiet- 
torie parallelo  è  tanto  maggiore  quanto  esse  appajono  più  lon- 
tane dallo  zenit,  e  presso  l'orizzonte.  Questo  sembrerebbe  in- 
dizio di  gran  vicinanza,  e  forte  parallasse.  3^  Le  stelle  aveva- 
pò  traiettorie  meno  regolari  quest'anno  che  nell'anno  1850  in 
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coi  faroDO  assai  copiose  :  però  il  punto  dì  riunione  della  mag- 
gior parte  di  loro  era  tra  Gefeo,  e  Perseo.  4''.  Le  traiettorie 
erano  generalmente  archi  di  circolo  massimo,  solo  in  pochi  casi 
quelle  presso  l'orizzonte  mostrarono  una  curvatura.  Una  però 
nel  dragone  la  sera  del  9  alle  ore  9,  e  alcuni  minuti  (che  ora 
non  saprei  dirle  per  aver  smarrita  la  carta  ove  si  notavano  le 
apparizioni,  ma  che  spero  presto  ritrovare)  si  accese  da  prin- 
cipio essendo  di  color  bianco  andando  verso  N.  N.  E.  indi  a 
poco  cambiò  colore,  e  divenne  gialla,  e  poi  finalmente  rossa^  e 
in  quell'atto  diede  una  guizzata  come  avrebbe  fatto  precisa* 
mente  un  razzo^  e  descrivendo  una  piccola  curva  si  estinse. 
Questo  fenomeno  m' impresse  fortemente  l' idea  di  una  vera 
combustione.  Ma  tale  combustione,  se  vuoisi  che  avvenga  anche 
nelle  altre,  sarà  essa  un  mero  effetto  del  calore  prodotto  dall'at- 
trito? Io  a  dir  vero  eh.  Sig.  Commendatore,  ne  dubito  forte,  e 
credo  anzi  probabilissimo  che  vi  concorra  un  altra  causa  finora 
a  quanto  mi  pare  non  accennata  da  altri,  cioè  quella  di  una  vera 
combinazione  chimica  della  materia  che  forma  la  stella  cadente 
o  l'asteroide,  coll'ossigene  della  nostra  atmosfera.  È  noto  infatti 
che  molti  degli  aeroliti,  i  quali  già  sono  ammessi  come  corpi 
della  medesima  classe  che  le  stelle  cadenti^  sono  per  la  mag- 
gior parte  composti  di  metallo  in  stato  nativo ,  ed  eminente- 
mente combustibili  come  ferro  ec.  ec,  ora  non  potrebbe  )a 
stella  cadente  essere  composta  di  minimi  minuzzoli  di  tali  me- 
talli nativi  infiammabili  e  combustibili,  e  che  arrivando  al  con- 
tatta dell'ossigeno  atmosferico  in  istato  di  somma  divisione  fa- 
cilmente con  essi  si  combinassero  ajntati ,  io  noi  nego  da  un 
poco  di  calore  eccitato  per  l'attrito  ?  A  me  la  cosa  non  pare 
improbabile.  Ed  ho  inoltre  dae  ragioni  per  appoggiare  tale  mio 
sentimento  :  la  prima  è  che  ò  difficile  concepire  un  attrito  sì 
potente  nei  strati  elevatissimi  dell'atmosfera  in  cui  l'aria  ò  tanto 
rara,  che  sia  capace  d'infiammare  un  corpo  solido  di  qualche 
massa.  La  seconda  è  che  spesso  vediamo  queste  stelle  quasi 
risolversi  in  fiammelle,  e  dileguarsi  così  quella  specie  di  grossa 
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testa  che  sembrano  avere  le  più  belle  di  loro  al  priacipio  della 
loro  apparizione.  E  infatti  se  ogni  stella  cadente  fosse  un  bo- 
lite  di  qualche  massa  che  non  si  volatilizzasse  tut^o ,  sarebbe 
egli  possibile  che  cosi  rare  fossero  le  pietre  cadenti  all'  epoca 
dellapparizione  di  questi  fenomeni  ?  Le  dirò  ancora  che  tale 
volatilizzazione  potrebbe  spiegare  il  fatto  asserito  da  più  per- 
sone di  merito,  che  attestano  aver  veduto  queste  meteore  più 
basse  dei  tetti  delle  case  ,  eppure  nulla  si  è  veduto  cadere , 
dunque  il  corpo  incendiato  si  é  volatilizzato.  Si  é  già  convenuto 
da  tutti  che  la  striscia  loro  non  é  fenomeno  ottico,  ma  reale: 
anche  quest'anno  ho  veduto  la  striscia  di  diverse  stelle  di  cui 
non  avevo  veduto  il  corpo  incendiato.  Queste  sono  alcune  con- 
getture che  mi  vennero  fatte  la  sera  stessa  che  stava  attento 
al  fenomeno  per  poco  tempo ,  essendo  stato  occupato  nel  re- 
sto ad  osservazioni  astronomiche  d'indispensabile  importanza  : 
ma  gli  altri  che  in  mia  assenza  vi  attesero  ,  e  cui  io  aveva 
istruito  del  modo  di  osservare,  e  i  punti  da  rimarcare,  mi  con- 
fermarono l'assieme  dei  fatti  che  le  ho  esposto  da  principio  di 
questa  lettera. 

I^  cometa  l'ho  osservata  due  altre  volte  cioò  il  27,28 
(astronomico)  la  mattina  :  ma  poi  parte  per  la  luna,  parte  per 
la  nebbia,  non  si  è  potuto  fare  più  altro ,  e  forse  non  potrà 
farsi  fino  al  finire  della  luna ,  se  pure  allora  la  cometa  non 
sarà  troppo  vicina  al  sole.  Io  non  ho  ancora  avuto  notizia  che 
altri  l'abbia  osservata  nò  prima,  né  dopo  di  me  ,  sé  ella  mai 
ne  avesse  alcuna,  la  prego  di  avere  la  compiacenza  di  comu- 
nicarmela. 

Osservatorio  del  Collegio  Romano  1  settembre  1852. 
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INTORNO  ALL'ESPRESSIONE  GENERALE 
DE*  NUMERI  BERNULLIANL 

NOTA 
DEL  Sl«.  àTV.  ANGELO  «ENOCCHI 


Posto 

X 


e'-i 


=5  A  H-  Aij:  H-  AaJp'  -1-  Aja?* 
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dove  A,  Ai  ,  Aa  9  . .  •  .  ÌDdicaoo  coefficienti  numerici,  e  dino^ 
tati  con  B|  9  B3 ,  B5  ,  .  .  .  i  numeri  Bemulfiani^  si  arra  ge^ 
neralmente 

Ma  cangiando  x  in  2j:,  si  deduce  dall'equazion  precedente 
2x  X  X 


=  A-+-2A,a:^2'A:,x^ 


e»'  —  1      e""—  1       «*•+•  1 

+  23  A3  a?3  ^ .  .  .  . 

e  sottraendo  da  questa  la    medesima    equazione,  e  dividendo 
per  X  si  trova 

^  =A,  H- (2*— l)Aaa: -i-  (2*— l)A3a?"  H-(24— l)A4x3-+-.... 

Si  otterrà  dunque  l'espressione  generale  de'nnmeri  BemuUiani 
svolgendo  per  le  potenze  di  x   la  funzione j  ,   e  detev- 

minando  la  legge  de'coefficienti,  poiché  potrà  dedursi  agevol- 
mente da  questa. 

Proponiamoci  la  funzione  più  geuerale  — r  9  che  e- 

quivale  ad 
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e  osserviamo  che  essendo 

lo  svolgimento  della  potenza  (1  —  e'Y" ,  qualunque  intero  po- 
sitivo sia  m,  conterrà  in  ogni  suo  termine  il  fattore  x'",  onde 
net  medesimo  svolgimento  sarà  nullo  il  coefficiente  di  qualsi- 
TOglia  potenza  x^  inferiore  ad  o:^;  perciò  assegnando  admuo 
valor  determinato,  e  volendo  per  n<^m  trovare  il  coefficiente 
di  af  nello  svolgimento  della  funzione  proposta,  potremo  alla 
funzione  proposta  sostituire  la  seguente 


a        ,.  .  a' 


T(l-^)  +  r— tttÌI-^')' 


a  —  \       {a  —  \r  («  — 1)^ 


^w-l 


(a  —  l)»» 


(1  —  t^Y*"^  , 


ossia 


(a  —  1)'*  —  a'»  (1  —  «')'" 


(a  —  1)-  oe*  —  1 

Ma  la  formula  del  binomio  porge 

(a  —  l)*"  —  a"(l  —  e') 


=  -T-  ar"Hat''—\.) \  ,,      a»^»  (a^e»'  —1) 

1  *  1.2 

— i"   V-3(aV*— 1)—  ...—  (_l)'''(a'"e'"'— 1), 

1.  2t  «5 


(  397  ) 
e  8i  ha  inoltre  per  ogni  esponente  k  intero  e  positivo, 

a»  e**  —  1  =  (oc*  —  l)(a*-'  e(*-")'H-  a*-»  cl*-»)*-i-...-f-a«'-hl) 

dnnqne  la  medesima  funzione  diverrà 

1      rm  m(m —  1)         ,  . . 

a— D'^Ll  1.2  ^ 


(a-1) 

fn(m  —  l)(m  —  2) 
1.2.3 


a'"-3(o'c»'  -h  ac»  H-  1)  —  .  .  .  . 


—  (— l)'"(a'"-"  cC"-^)'  -4-  a"'-»  eC"-»)'  -f-  .  . .  -f-  oe'  •+-  1)  |   . 
Ora  nella  serie  che  esprime  e^'  il  coefficiente  di  a:"  ò 

1.  ^.  o  .•• .  fi 
si  concluda  pertanto  che  nello  svolgimento  della  funzione 

1 
oe*  —  1 

il  coefficiente  di  oc^  avrà  per  espressione 

1  o      r       m(m— 1)  in(m— l)(m— 2)      ,,^ 

1.2.3...n  (a-lrL  1^2^     ^  1.2.3  l^  «•+-*; 

mlm  —  l)(m  —  2)(m—  3)        ,  ^    , 

— (— l)"'/(iii— l)'«a'"-»-f-(m— 2)''(r-3  -+....  ^  2«aH-ljl  , 

nella  quale  è  notabile  che  m  può  essere  un  intero  positivo  scel- 
to ad  arbitrio  purché  superi  n. 

Ponendo  a  =  —  1 ,  si  avrà  il  coefficiente  di  x*^  per  la 

1 
funzione     — e  però  la  espressione  di  (2'''*"" — 1)A/ih.i  > 

che  sarà  quella  di 


(  398  ) 
2«-*-" 1 


B^ 


1.  2.  3...(n-Hl) 
ogniqualvolla  n  sia  impari.  Ne  risulterà 

B   =   """^^     1  rm(m  -  1)  _  m(m  —  l)(m  ^  2)       _ 
'^      2«-^'— 1  2'"L      1.2  1. 2.  3  ^  ^ 

m(m—  iKm— 2)(m  — 3)  ,^ 
H- (3"  —  2*  -»-  1) 

^  1. 2. 3. 4  '       ^  -»-  ; 

m(m-l)(m-2):m-3)(m-^4)    „  _  _ 

1.2.3.4.5.  ^^         '^   ^^         1)^-... 

H-  (— l)»"  ((w— 1)'»  —  (m— 2)"  -f-  (m— 3)«  —  .  .  .  zt  l)"|  , 

espressione  cercata  de'numeri  BernalliaDi,  che  prenderà  tante 
forme  diverse  in  conseguenza  dell'infinità  de' valori  che  si  pos- 
sono attribuire  al  numero  intero  m  maggiore  di  n. 

Si  vede  che  il  prodotto  2'"(2''"*""  — 1)B«  sarà  sempre  un  nu- 
mero intero  ,  e  che  prendendo  per  m  un  numero  primo  impari, 
si  avrà  la  congruenza 

2«(2«+»— 1)B;, 

=  — (n-hl)  [(m— 1)«— (m— 2)«  H-(m-^3)«-  ...— 1  ]  (mod.m). 
Ma  poiché  n  è  impari,  sarà 

(m— 1)"  =  —  1,  (m— 2)«=  —  2"  ,  (m— 3)"  =  —  3«, 

....  (mod.m)  j 
e  quindi 

(m  —  1)«  H-  (m  —  2)«  -^  (m  —  3)«  -t- 

-!-  3«  -#-  2«-f- 1  =  0  (mod.m) , 

la  qual  congruenza  moltiplicata  per  n-H  1 ,  e  sommata  con  la 
precedente  la  riduce  a 


^■^  •     •     • 


2'"(2''+'— 1)B„  =  —  2«+'(n  -H  1)  ["l  -f-  2 


(  399  ) 
2"(2«*'  —  1)B„=  —  2(n  -^  l)r(m-l)"  -»-  (m  —  3) 

-I-  4"  -4-  2"  1     (mod.m) , 
ossia 

'-  -I-  3"  -+- .  . . 

perchè 

2"  -4-  4"  H-  6'  -+-...  -I-  (m  —  1)» 

==2-[l-+-2«-+-3'.-H....-»-('"-=l*)"]  . 

Si  può  anche  dimoslrarc  che  il  prodotto  2.1.3.5  ....  (n+2)B;i 
è  sempre  un  numero  intero,  onde  il  denominatore  di  B/i  non 
può  avere  tra  suoi  fattori  altra  potenza  di  2  che  la  prima;  da 
ciò  segue  che  deve  essere  intero  anche  2(2"**"' — l)B,j.  Ora 

2'"^2     (mod.m): 

dunque  il  primo  membro  della  congruenza    testé    ottenuta  si 
potrà  ridurre  a  2(2'-*^'  —  ì)Bn  . 

Per  fare  un*applicazione  di  questa  forrauin,  dove  m  indica 
un  qualsiasi  numero    primo    maggiore  del  numero  impari  n , 

pongo  n  =  — -      :  il  denominatore  di  B„  non  sarà  divisibile 

per  m,  e  si  potrà  sostituire 

W4-I 

2  [2(-l)  ^  -ihn    a    2(2«*'  -1)B;, , 

perchè  essendo  n  impari  e  quindi  m  della   forma  4t  -H  3 ,  si 
avrà  giusta  un  teorema  noto 


(  400  ) 


a 


2     =  (—1)'*'     (inod.m)  , 
e  in  conseguenza 


m-«-i 


2-*-'  =  2(—  1)  ^  ; 
d'allra  parte  è  pur  noto,  che  se  A  é  un  intero  non    divisibile 


m-l 


per  m,  la  potenza  k  ^  uguaglicrà  un  moltiplice  di  m  aumen- 
tato o  diminuito  di  1  secondo  che  k  sarà  o  no  un  residuo  qua- 
dratico di  m,  onde  si  trac  che  chiamando  y*  il  numero  deVe- 

sidui  quadratici   di  m  inferiori  ad  —,  e  y  il  numero  de'non 

residui  quadratici  di  m  parimente   inferiori  ad  —  ^  si  avrà 

ffi ^ .  « 

1  -f.2«H-3«  -H.  -  ''^{-^J  =f—9    (mod.m)  : 

si  conchiuda  dunque 

2[2(-l)  ^  -i]b«=  -  (-1)  ^  (m4.1)(/-i^)     (mod,m), 


ossia 


W-4-I 


/-^  =  -2r2-(-^l)  ^  ]B;,(mod.m). 

Questa  relazione  singolare  fu  dimostrata  dal  signor  Gauchy 
in  altro  modo  nel  tomo  17,  Mèm.  de  Vlnstitut.  anno  1840. 

Porrò  ancora  n=^m  —  4:  il  denominatore  di  B/,  sarà  pri- 
mo ad  m  ,  ed  essendo  2*"-^  ^  1 ,  e  perciò 

4(2«+>  —1)  =  —  3  (mod.m)  ,      2'*+'(n-f-l)4  =  —  3  (mod.m), 

si  avrà 

(m — 1\'""4 
-— j     (mod.  m). 


(401) 
Ma  secondo  una  proposizione  del  signor  Ganchy  ^  sapposto  n 
un  namero  primo  impari,  si  pnò  affermare    che  è  impossibile 
di  soddisfare  all'equazione  A"-|- ^"  ~^^"  =  ^  9    ^^  ^^^  ^^^ 
meri  interi  A,  B,  G  primi  ad  n,  ogniqualvolta  la  somma 

sia  un  numero  primo  ad  n  {Camptes  rendus  de  CAcad.  des  Se. 
de  Parisj  Sèance  du  2  aoiU  1847).  Si  potrà  dunque  ricorrendo 
alla  precedente  congruenza  affermare  altresì  che  é  impossibile 
di  soddisfare  alla  medesima  equazione  nel  modo  indicato  ogni 
qualvolta  Tesponente  n  non  divide  esattamente  il  numeratore 
del  numero  Bernulliano  B/2.4. 

A  questa  proposizione  giova  ravvicinare  un  teorema  del 
si^.  Kummer,  citato  negli  Annali  del  Signor  Terquem,  tom.  9, 
pag.  386  (1850),  secondo  il  quale  la  detta  equazione  è  insolu- 
fìiìe  in  numeri  interi  se  n  non  si  trova  come  fattore  nei  nu* 

meratori  dei  primi    ■      ■>  numeri  Bernulliani.  L'ultimo  di  que- 

sii  è  appunto  Bn^^  . 

Farò  qui  un'osservazione  che  mi  suggerisce  il  metodo  usato 
per  isvolgere  (ac*  — 1)"^  Applicando  alla  potenza  (1  — e')*"  la 

formula  del  binomio,  e  avvertendo  essere  t-t-ò ^'  termi- 

ne  generale  della  serie  che  esprime  6^',  si  vede  che  nello  svol- 
gimento di  quella  potenza  il  coefficiente  di  a;'*  sarà 

_      ^     r*^         »»(  ^—  ^)  9^    .     m(m  — l)(m— 2)^^ 

1.2...nL  1  1:2        ^  ^  1:2:3  ~     •  • 

—  (—ìj'^'K  ^(m— 1)"  —  (—  l)'».m'' I  ; 

ma  si  è  notato  che  un  tale  svolgimento  non  deve  contenere 
potenze  di  x  inferiori    ad  x^  :  ne   segue  dunque  per  m^n 


(  402  ) 
l'equazione 

m        fn(m  —  1)^         mlm  —  l)(m  —  2)  ^ 

-j ^^— ?r— 2"  -4-  - — -M—^ 3»  —  ...  . 

1  1.2  1.2.3 

—  (—1)'»-».  ^  (m  —  1)»  —  (  —  l)'".m«  =  0 . 

È  pur  manifesto  che  (  —  1)'"  é  il  coefficiente  di  i'"  nello 
svolgimento  di 


2  m 


(X  X  \^ 


onde  fatto  m=n  si  avrà 

n        n(n-l)  n(n-l)(n-2) 

1  1.2  1.2.3 


_  (_1)«-'.  ^(n— 1)«— (— l)«.n«==(— 1)''-M.2.3...n  . 

Queste  formule  son  note,  e  dalla  seconda  di  esse  Lagrange 
dedusse  il  teorema  di  Wilson  intorno  ai  numeri  primi. 

Se  si  ordina  per  le  pptenze  di  a  il  numeratore  della  espres- 
sione che  abbiam  trovata  pel  coefficiente  di  x""  nella  funzione 

1 

j  y  questa  espressione  diventa 

*         _i_r  ««-.  (-  »'<"'-  *)  ^  m(m-l)(m-2)^,_ 
1.2.3...n  (a— 1)"L  V  1.2  1.2.3  " 

—  (—  l)».(m— 1)«) 

/  m(m-l)(m-2)       «(m-1  )(m-2)(m_3) 
■^"     l        1:2:3  1.2.3.4  '^••' 

— (—  i)"!»!  —  2)»  W .... 
+«(^-2»)(-i)--(-ir]  . 


(  403  ) 
Eulero  nel  suo  Calcolo  differenziale  (Pars  posterior,  §.  173; 
ediz.  del  1755,  pag.  486)  giunge  per  induzione  ad  un'  altra 
espressione  del  medesimo  coefficiente.  Esprimendo  la  somma 
S.p^z  ,  in  cui  p  è  costante,  z  funzione  di  a:,  e  Ax  ==  1 ,  con 
una  serie  di  termini  della  forma 

egli  trova  che  qualsivoglia  de'coefficienti  costanti  od  (cioè  u„.i) 
può  rappresentarsi  colla  frazione 


!>«-» 

-4-  Ap"' 

.3^ 

B/>»-' 

i-l- 

Cp»-5 

^^^    . 

•  •   • 

1.2.3. 

..(n  - 

-1). 

(p 

1}» 

-l 

dove 

sarà 

A 

=  2« 

-I  __ 

n  , 

B  = 

sS"-" 

^,^. 

n.  2"-' 

^ 

n(n  — 

1) 

n(n— 1)  „    .        n(n— l)(n— 2) 
C  =  4-  -  «.3»-'  -<-  -i--^  2-  -    -1-_JL ,  ecc.  : 

ora  é  facii  vedere  che  — ^--r  ( — iVoCi  deve  uguagliare  il  coef- 

p —  1 

1  . 

Sciente  di  x*  nella  funzione  r  >  sicché  fatto  •=n,  pz=a 

pe'  —  \  '^ 

le  due  espressioni  dovranno  accordarsi.  Pertanto  il  numeratore 

della  prima  dovrà  uguagliare  il  prodotto 

(_l)«.a(a— l)'"-«-*(a''-'+  Aa«-»M-  Ba"-3  ^Ca«-4  -|-  .  .  .  )  , 

se  ne'precedenti  valori  di  A,  B,  G, s'intenda  sostituito 

n  -+- 1  ad  n.  Possiamo  ciò  veriGcare  trasformando  quel  numera*- 
tore  col  mezzo  della  formula 

.  tnlm  —  1)  /     jv 

^"yo  =  y«  —  »»ym-i  h j^ —  y™-»  —  — -*-  (— l)"»» , 

ossia 


(  404  ) 

{—i)-"A-y^  =  y»  —  »»y.  H j^2 —  y«  -  •  •  •  • 

-+-  {  —  l)'»-'.my«.,  H-  (  — 1)«  y^  , 
la  quale  postò  y^  =  a;** ,  e  m  ^  n ,  sommiDistra 

O  —  af'  —  w(x-hl)«  -+•  -^tt; — (0?-+'  2)"  —  .  . . 

1.2 

-H  (  —  l)'"-^ln(x  -j-m—  1)»  -h-  (  —  l)«.(ar  -f-m)«  , 

donde  col  far  successivamente  x  =  —  1 ,  — 2,  —3  , , 

si  deduce 

m(m — 1)      iwfm — l)(m — 2)^  ,     -x    ,       ».      /     -. 

^^-g-V    -^2:3 ^'"^  ••••  -(_l)'n.(m-ir=(-l)-, 

iii(m— l)(w  —  2)       m(m  —  l)(in  —  2)(m— 3) 


•  •  •  • 


1.2.3  1.2.3.4 

—  (  —  l)"'.(fn  —  2/  =  (  —  1)»(2»  —  m) , 

_  ^^  _  !)(>;.  _  2)(m  -  3)         ^     _(_i)„(^3), 

1.2.3.4  V      /  \        ; 

—  (_l)«/3«  —  m.  2"  -4-    -        — ^j  ,    ecc.  ; 
e  osservando  d'altra  parte,  che 

_  ^t+r  ^  (_^  ^  A)a'*-^'-'  -h  (  —  Ar  H-  B  W**"'^* 

*  (-  ^*^^-'  -  *  '-'ii^*  -  ■"  -«'--^  -- 

e  che  posto  r  =  m — n — 1 ,  e  sostituiti  i  valori  di  A,  B,  G^  ... 


(405) 
si  ha 

-r  -t-  A  =2"  -m,  ""^^f^  _  Ar  ■+-  B  =3-  -  m.2- 

m(w  —  1) 
H-  -^^  .  ecc. 

La  legge  di  quest'ultime  equazioni  si  trae  dall'altra  formula 

(^-Hy)/  =  a?i  -+-  ^/-i  yi  -4-  ^/-a  ya  -*-•••  •  ^ly^-i  -^  y^  > 

cke  sì  ottiene  scrivendo  in  generale  x«  per 

g(g  —  !)(;,  —  2). . .  (jg  —  A  H-1) 

(V.  Gauchy,  Aual.  alg.  p.  100):  basterà  farvi  x=rj  yssnH-l» 
e  quindi  a?  +  y  =  m. 

Eulero  mostra  al  luogo  citato  (§§.  180-182,  pag.  493-496) 
come  per  mezzo  de'coefficienti  cc/  si  possano  determinare  i  nu- 
meri Bernulliani  supponendo  p  =  —  1  ;  ed  d  notabile  che  se 
facciamo  p  =  —  1  nella  espressione  dianzi  riferita  di  a„^i ,  ne 
dedurremo  quella  medesima  espressione  del  numero  Bemullia- 
no  Bn.i  (supposto  n  pari  ),  che  si  cita  ordinariamente ,  e  che 
fu  da  Laplace  dimostrata  nel  1777,  talché  si  dee  veramente  ad 
Eulero  l'espressione  generale,  ed  algebrica  de*  numeri  Bernul- 
liani benché  trovata  da  lui  solo  per  induzione.  Ed  é  pur  pro- 
vato che  l'espressione  di  B;,  data  innanzi  si  accorda  colla  for- 
mula di  Laplace,  ossìa  d'Eulero. 


■0  itmf  •  o- 


Annali  di  Scienze  Mal   e  Fis.  T,  III.  settembre  1802.  26 


(  406) 

SULLA  FORMULA  SOMMATORIA  DI  EULERO, 
E  SULLA   TEORICA  DE'RESIDUI  QUADRATICI. 

NOTA 
DEL  SIA.  ATT.  ANCEL»  «ENOCCHI 


1.  Eolero  dimostrò  in  più  modi  la   formala  (  che  trorasi 
anche  nel  Trattato  delle  Flussioni  di  Macjanrin  ) 

^   dSu  A5 

nella  qnala  u  iudica  una  funzione  di  x^  k  rapjfHresenta  la  dif- 
ferenza Aop  y  e  B,  ,  B3 ,  B5 ,  •  .  •  sono  i  numeri  b^mulliaiDi  : 
fatto  poi  geiperalmente  B3/.1  =  1.  2. 3  ...  2i  A^/ ,  abbiamo  dae 
altre  formule^  che  Ip  stesso  Eulero  diede  nel  tomo  14,  parte 
1^,  dei  Nuwi  Camm.  Aoead.  Petrcpol.  (anno  1769),  pag.  151,  |a 
seguente  rolaaione 


/. 


^  •(«?)»'-«=  —  4- .  1-  2.  3...  (2»-l)A«(2»r)^ 


ì—z'  "  ? 


1  (air)»' 

¥  ~2r  """'  ' 


donde,  ponendo  2  ==  tr^"' ,  si  trae  immediatamente 

/'*  t*'-'  d( 

e  sostituendo  ncirequazione  (1)  le  espressioni  di  B| ,  B3  ,  B5 ,... 
che  si  cavano  da  questa,  otteniamo 


(407) 


X«  =  t/«'*^-  h^^fe^^r-ilr,  T- 


dxi  1.2.3 
da:5 


1.2.3.4.5  ~  •  •    J  » 


ossia,  scriveado  F{x)  in  luogo  di  w,  e  avendo  riguardo  al  teo- 
rema di  Taylor  , 

^¥(x)  =  ^Jdx  F(x)  -  1  F(x) 

(3)   ' 

1      r^  F(j:  -4-  th\^—l)  —  F(a;— Mi/^— 1)^ 

Le  formule  (2)  e  (3)  farono  date  dal  Sig.  prof.  Plana  nelle 
Memorie  deirAccademia  delle  Scienze  di  Torino  peli  820  (tom. 
25  ,  pag.  402 ,  408  )  :  stendendo  la  seconda  da  d?  =  o:^  ad 
rr  =  2r^  +  nA  =  X ,  e  cambiando  ih  in  js,  si  ayrà  quella  stes- 
sa formula  che  nel  1848  fu  presentata  dal  Sig.  Schaar  all'ac- 
cademia del  Belgio  come  trés-remarquabk  (Mém.  couronnés,  eie. 
de  TAccad,  R.  de  Belgtque^  tom.  22,  p.  19/  Inoltre  dalla  (2)  sì 
deduce  facilmente  l'espressione  de'numeri  bernulliani 

B^-.  =  -  2m(2m  -  l)a-«J^    x-»  d^log  ^  _  ^.,„,,  , 

trovata  iyi  dal  Signor  Schaar,  poiché  integrando  per  parti  si 
ha 

I r  =1 I*'""'  =  —  ^^'''  loff  (1  —  e-^^') 

2t  —  Ir.,. 

sottintesa  la  costante  arbitraria,  e  quindi 


(  408  ) 


— : 1—-^ — f     ^^-HMogr — - 


•2ni 


il  che  muta  l'espressione  (2)  in  qaella  del  Sig.  Schaar,  sol  che 
$i  sostituisca  ax  fk  ^  ^  e  m  ad  t.  Si  potrà  indi  col  mezzo  di 
questa  nuQva  espressione  ottenere  dalla  (1)  un'altra  formula  , 
che  siccome  la  (3)  presenti  compendiata  in  un  integrale  defi- 
nito la  serie  d'Eulero.  Ma  su  ciò  non  occorre  insistere. 

2.  La  formula  (3)  offre  il  modo  di  rappresentare  con  un 
solo  lntegral^  definito  (a  differenziali)  il  resto  o  termine  cotnpU' 
tipo  della  serie  d'Eulero  troncata  dopo  qual  si  voglia  de' suoi 
termini.  Infatti  se  poniamo 


tt'  —  u 


«  =  F(x) ,  v' =  F(x') ,  f  =  -, -, 

X   —  X 

0  consideriamo  x*  coipe  costantie,  avremo  (Lacroix  ,  Tratte  (k 
cale.  di/f.  et  int.,  t.  3*  p.  400) 

X*  ^  X  àu       Ix!  —  xf  i^u 
1       dx  1.2       dx» 

[x'  —  xY    d«tt       {af  —  g?)"-*-'  d»P 
1.  2.  ...  n  dj:"       1.2..  . .  n    dx*    ' 

e  quindi  preso  x'  =  x  -+-  th[^ — 1,  otterremo  la  funzione 
Y{x'\-th\/^ — 1)  svolta  per  le  potenze  di  «'  —  x  =  ^A|^ — 1 
sino  al  termine  contenente  la  potenza  n'''"^  ,  e  con  un  termi- 
ne completivo  che  sarà 

(lAt/-— l)''-^'  d^P 
1.  5.  ...  n   Ax^ 

Similmente  ponendo 


x"  =  j?  —  tk\/^—\  ,    tt"  =  F(:r") ,     Q  =  -^ 


tt"-U 


jr"  —  X  ' 


(  409  ) 
si  otterrà  u"  ossìa  ¥(x  —  thi/' — 1)  svolta  per  le  potenze  di 
x"  —  X  =  —  th[/^ — 1  fino  a  quella  del  grado  n,  con  un  ter- 
mine completivo  che  sarà 

{—tki/-—  1)"+'  d"Q 
1.  2.  .  .  n         dx^  ' 

se  ora  si  sostituiscono  queste  espressioni  nella  formula  (3),  si 
riprodurrà  la  serie  (1)  iasino  al  termine  moUiplicato  per  A"  e 
ad  un  tempo  si  avrà  pel  resto  di  quella  serie 

1.2....n   J,    e-«— lLdx«        ^       ^       dx'^J  ' 

ossia,  adoperata  la  lettera  D  per  significare  le  derivate,  e  rc^ 
stituiti  i  valori  di  P  e  Q, 

h^'^Hl^—ì)"  r*    <"-^'  d^  ^n  rF{x')—¥{x) 


ove  la  derivata  D    deve  esser  presa  neU'  ipotesi  di  x'  e  x" 

X 

costanti,  e  devesi  dopo  le  differenziazioni  porre 

x'  =^x^  (hlT—ì  ,     x"=  X  —  ih[/'^l  . 

Noterò  inoltre,  che  non  trovandosi  nella  serie  (1)  se  non  h 
potenze  impari  di  A,  talché  sono  nulli  i  coefficienti  delle  po- 
tenze pari,  il  resto  della  serie  dopo  il  termine  moltiplicato 
per  i^"*~>  si  otterrà  dalla  espressione  (4)  tanto  supponendo 
n  =  2m  —  1  ,  quanto  supponendo  n  =  2m. 

Ignoro  se  l'espressione  (4)  del  resto  della  serie  d'Eulero  sia 
già  stata  avvertita  :  Poisson  diede  pel  medesimo  resto  l'espres- 
sione 


(  ^^o  ) 

Mém.  de  VlnsUlut,  (om.  6,  p.  571  :  1826),  ma  sembrami  che 

ZOO 
una  nuova  scric  ìnGnila 
o 

la  cui  somma  non  è  determinata  ma  soltanto  indicata,  e  lo  stes- 
so deve  dirsi  della  espressione 


(27r) 


■/.  X«  *  -^r-i-)^'- 


2OT 


trovata  dal  Signor  Schaar  nella  citata  Memoria,  ove  9^'"(js)  di- 
nota la  derivata  d'ordine  2m  della  funzione 

Y(x  -f-  21/"— 1)  —  V(x  —  21/"— 1) 

?W  = 2i7-i ' 

e  lo  stesso  pure  di  quelle  che  il  Sig.  Menabrea  applicò  alle 
quadrature  in  una  Memoria  del  1844  (Accad.  di  Torino  ,  2.^ 
serie,  tom.  8,  p.  195).  Lo  scopo  di  rappresentare  il  resto  con 
un  integrale  definito  mi  par  dunque  meglio  conseguito  dalla 
espressione  (4),  e  da  questa  si  dedurrà  eziandio  il  resto  d'ai* 
tre  serie,  quali  sono  una  scric  data  da  Eulero    per  isvolgere 

y  ( — l)*F(x),  una  serie  di  Legendre  che  esprime  \^F(a>+-lA) 

e  a  cui  guida  il  metodo  da  lui  proposto  per  le  quadrature ,  e 
un'altra  serie  dello  stesso  Geometra,  che  esprime  Terrore  de- 
rivante dal  metodo  di  Simpson  nel  medesimo  problema  delle 
quadrature  :  onde  per  ciascuna  dì  queste  serie  (di  cui  le  ulti- 
me due  sono  considerale  dal  Sig.  Menabrea),  a  qualunque  ter- 
mine si  tronchino,  avremo  il  resto  espresso  da  un  integrale 
definito. 

É  inutile  avvertire  che  nelle  formule  (1)  e  (3)  va  sottintesa 
la  costante  o  funzione  periodica  arbitraria  portata  dalFintegra- 
zione,  e  che  quindi  il  secondo  membro  delle  stesse  formule ,  e 
anche  Tcspressione  (4)  deve  stendersi  tra  quei   valori  di  x  tra 

cui  si  vuol  determinare   ^  F(j?). 


(  àìì  ) 

Applichiamo  TespressioDe  (4)  alla  funzione  F(a:)  =  ~  >     ® 
prendiamo  n  =  2m  :  sarà 

F(x')-  F(ar)  =  _  '^  ,     F(x")  -  V^x)  ^  -  ^, 

1/1 


e 


Dr(p+o)=^(Jr-*-i)Dri 


x'  -f-  x' 


= ~;r-  1.2.3...  2m.ar*«-'  ; 

sarà  di  pia* 

x'  +  a?"  =2x  ,     a;V  =  x'  +  AV  , 

e  quindi  Tesprcssione  (4)  diverrà 

x^  J.    x^  -+-  A*<    e*^'  —  1 
che  facendo  ^  ==  ^z ,  d^  =  ordz ,  si  riduce  a 


—  2*»*^^ 


Tale  dunque  sarà  il  resto  della  serie  in  cui  si  svolge^ —  , 

X 

troncata  dopo  il  termine  che  contiene  -^^p .    Moltiplicando  i 

termini  di  questa  serie  per  dx ,  e  poscia  integrando  rispetto 
ad  a;  ;  si  otterrà  (supposto  A  =  1)  la  serie  di  Stirling  che 
esprime 

^  I  —  =^  log  X,    ossia    logr(j;)  : 


(412) 
ora 

2nzl T  =  log(l  —  e-»^'*)  , 

ove  noQ  bisognerà  aggìaogere  alcuna  costante  se  si  vuole  che 
la  formula  debba  valere  per  x  infinito ,  e  si  determina  in  tal 
supposizione  la  costante  da  aggiungersi  alla  serie  di  Sliriing. 
Dunque  il  resto  della  serie  di  Stirling,  troncata  dopo  il  ter- 
mine  che   conterrà ,  sarà 


.ain-i  ' 


1  r 


co      .3«J 


Z"QZ  l 


come  trovò  con  un  metodo  diverso  il  Sig.    Schaar    nella  Me- 
moria sovra  ricordata. 

3.^  Se  si  stende  la  formula  (3)  tra  i  limiti  x=  0  ,  x=h  , 
si  avrà 

2[f(x)=F(0), 
e  perciò  se  ne  dedurrà 

Jo  2 

^ h_  r*  F(A-f-Mt/'-l)-F(A-Ml/'-l)-F(Mi/"-l)+F(-M|/^-l)^^, 

[/' — iJ  •  e*"*  —  1  ' 

stendendo  la  medesima  formula  tra  i  limiti  x  =^0  ,  x  :=  nk, 
e  prendendo  A  =  1^  si  otterrà 


x=n 


^¥(x)   =  r"F(a;)  dx  -h^ 

X 


)  -t-  F(0) 


j_  r*  F(» 


-l-ri/'-l)-F(«-<v^-l)_F(fp/-.l)H-F(-<l/--l). 

jj^. 


(  413  ) 
Si  faccia  A  =  n  nella  (5),  e  in  questa  si  sostituisca   nt  ^l  t  ; 
poscia  si  sommino  le  dae  equazioni  a  Gne  di  eliminare 

risulterà 

Xs/l 


^¥{x)  =  '^[F(n)  +  F(0)1 


(6)' 


[^ 


^-tX     [  F(n-+-nt\/-—l)—F{n—ntl/'—ì)^F(titir~'i) 

Se  F(^)  è  una  funzione  pari^  in  modo  che  si  abbia 

F(-  X)  =  F(x) , 
sarà 

F(—  nii/'-^l)  =  F(n^i/— 1)  , 

e  perciò  lequazione  (6)  si  ridurrà  alla  seguente 


Xs/l 


(7)< 


V 


=tX"  [*■("  -*■  '«l^  -  '^) 


J  L«'""'  —  1      c^'^'  —  1 J 

Queste  formule  valgono  qualunque  intero  sia  n  »  e  per  es- 
se si  fa  dipendere  da  un  integrale  definito  a  differenziali  la 
determinazione  delPintegrale  definito  a  differenze 


(414) 


T^n 


X^<^)- 


x=o 


Altre  espressioni  di  questi  integrali  se  ne  possono  dedarre 
svolgendo  in  serie  l'integrale  a  differenziali  ,  come  si  è  fatto 
per  la  formnla  (3),  e  aggiungendo  un  termine  completivo  che 
si  otterrà  facilmente  per  mezzo  della  espressione  (4>. 

Mostrerò  Tuso  delle  formule  (6)  e  (7)  nella  teorica  de' re- 
sidui quadratici,  e  ne  trarrò  alcune  relazioni  notabili  ,  a  coi 
giunse  per  altra  via  il  Signor  Schaar  in  due  Memorie ,  6  ot- 
tobre 1849  e  aprile  1850,  stampate  fra  quelle  dell'accademia 
delle  Scienze  di  Brusselle  {Mém,  de  VAcad.  R.  de  Belgique^  tcm. 
24  et  25). 


2 
H 


4.''  Prendiamo  Y(x)  =  e  ,  supponendo  m  ^  n  due 

numeri  interi  ,  dei  quali  uno  almeno  sia  pari  ,   onde    si  avrà 
^m;i7r|/-i  —-  \  .  l'equazione  (7)  darà 


a 
x=n      mx 

itlZ-i 


(8)' 


*=o 


f    1  g-wn/2Tri/-il  ««^____   \ii , 

[      j/^—iJo  L     «»««'— 1  «^'^'  —  1      J 

per  essere  qui 

¥(n  zìzntl/^ — l)  ssc"»'*^^^-'  .  e^^^'"*'^  .  r^"'*". 
Ma  si  ba  generalmente 

U"  _  ti-** 

j—  =  1  -4-  tt  ^-  t«-'  4-  ti*  -f-  t«-^  -H  M^  -4-  tt-3  -f-  .  . . , 

u —  1 


*=i 


(415) 
e  perciò 

=1  —  e^nmnt  ^  ^/(c*''*"'  -f-  e^^^*"'), 


^2Ttmnt  _„  ^-27rma< 


sostituendo  qaeste  espressioni  nelfequazione  (8),  e  avvertendo 
inoltre  che  il  sao  primo  membro  equivale  a 


_  2 

— "7r|/-i 


£•• 


1 

JC=I 

si  Otterrà 

2 


— 7r^'-x 


S' 


x=l 


(9)  . ^  .  ^j  f    c-'»«^'*l^-»  (e27r*«*  ^.  e-^^*"')  di 


*=1 


k^mfl 

.00 


1/ 


—  X  r     c"'""''''»^-'  (e^^**  -f-  c-2''*')d/. 


Crintegrali  definiti  n  differenziali  che  entrano  in  questa  si  de- 
termineranno per  mezzo  della  nota  formula 


(io)(  2  ^  ir 


(  416  ) 
e  fatta  la  sostitazione  dei  loro  yalorì  si  troverà 

2  3  2 

(11,  2,e       ^-^^/     \_p^         -li' 

PoDiaiDO  m  =  1 9  e  cambiamo  A;  in  i;  :  n  dovrà  esser  pari|  ed 
avremo 

xd  a  =  l 

che  pel  cambiamento  di  ^ — 1  io  — \/' — 1  sommioistra  pare 
sicché  facendo 


a  2 

*=/!       JC  .,  JTa/I  X 


X=I  X=l 


si  otterrà 


^l^-.  --fi/-. 

e  da  queste  due  equazioni  di  primo  grado  a  due  incognite  si 
trarrà 

^-'  -    1-n      '         '="•  1-n       ' 

ossia 


(417) 
-perché  non  .é  n=  1.  Si  avrà  dunque 

a 

(12)  "^e       "         =e      *  t^« 


X=I 


per  ogni  valor  pari  del  numero  intero  n.  Mutandovi  n  in  mn^ 
che  per  ipotesi  è  pari^  e  sostituendo  nella  (li)  dopo  aver  cam- 
biato k  in  Xj  si  ridurrà  questa  alla 


a  2 

m 


che  esprime  una  relazione  fra  due  numeri  interi  m  e  n  quali- 
sivogliano,  sol  che  l'uno  almeno  di  essi  sia  pari. 

5.  Abbiamo  fatto  uso  della  formula  (10),  ma  possiamo  an- 
che dedurre  questa  medesima  formula  dall*  equazione  (9).  Po- 
niamo 


/: 


e  cambiando  z  in  x[/^p  avremo  immediatamente 


co 


dilTerenziando  poscia  questa  equazione  rispetto  a  />,  otterremo 
successivamente 


/. 


__|A-J,    a_ 
•  2jwr     [/'p  ' 


e-PJt.>|/.i;,»d«=:  — 


r  •""•"'-  '<  •^ = »•  K-  i^ri'iT^ 


•       •       • 


(  418  ) 

J.  \        '2pjr    /  |/> 

f'  r-'-v-  .-'  d.  =  1.3.5....(2.  -  1)  (-  ^)'^^: 
perciò,  fatto 

e  messe  Mk  luogo    degli    esponenziali  <*',  e~*^  le  serie  cbe  li 
rappresentano,  avremo 


o 


l/>\  1.2  1.2.3.4  1.2.3.4.5.6  '• 

Ma  generalmente 

1.3.5...(2t  —  1)  _         t         _        i        JL 
1.2.3.4....  2r  ~  2.4.6...  2f  ""  I.2.3....*  2'    ' 

e  di  più 

k^h  =  ^(2^71)^'^^=  _^7r|/-_  1: 

2p7r  p 

dunque  il  secondo  membro  della  precedente   equazione  si  ri- 
duce a 

X»L    "^     2  "*"  1.2\  2  /   "*"  I.2.3I  2  /  "^ J 


i^pL 


2a  -'''      2a  ^^^^'^ 


e       =_-e     ''         , 


e  quindi  risulta 


(419) 


2a  -^'^^-' 


A»  OD 


p 

Sarà  pertanto 


2 


6  mercè'  di  questi   valori  9   facendo  m  =  1 ,  n  £=  2  nell'equa- 
zione (9)  se  ne  trarrà 

2  V  2 

*=2       X  k-1  k         ,. 

X-2-^»^-'  2        2a        .^  2        2aV    ''T'^*^-' 


.41/-1 


--^^^C*."^  )---^^. 


ossia 


1  /,     »    \  1— i/"— 1 


=Ki-5^i(«-^."  )= 


2i/^2\  /  2l/2 


7t 


1       f-t-i/-—!  1       -j-l^- 


2|/-_1       ^/^2  2i/^— 1 

il  che  finisce  di  dimostrare  la  formula  (10). 

6.  L'equazione  (13)  fo  data  dal  Sig.  Schaar  nella  sua  Me- 
moria del  6  ottobre  1849,  ma  credo  dover  notare  che  ad  es- 
sa è  condotto  naturalmente  chiunque  segua  il  metodo  indicato 
dal  Sig.  Cauchy  nei  Comples  rendus  de  Vacadémie  des  Sciences, 


(  420  ) 
1840,  (om.  X,  p.  565^  per  ottenere   la  legge  di  reciprocazione 
(hi  do  riciprocitè). 

Facendovi  m  =  2,  si  trova  per  ogni  namero  intero  n 

2 

Se  n  é  impari  e  della  forma  4t  +  1 ,  sarà 


Se  n  ò  della  forma  4t+3,  sarà 


7r  «7t, - 


1^2 
Da  ciò  si  trae 


(15) 


2 
jr=r/I       2*  ,,  --  «-I 

2.^  =|/(»(-ir) . 


per  ogni  valor  impari,  primo  o  non  primo,  di  n.  Se  n  é  della 
forma  4t,  si  avrà 


x^n     2'^   ,  -  7r  ,  . 


(16)  2i^e  =  e  ^       l^2n  j 


jp=i 


infine  se  n  è  della  forma  4t-{-2,  si  avrà  dalla  stessa  forma- 
la (14) 


(421  ) 

x=w     ax 

(17)        2^«  "         =0. 

Così  restano  dimostrati  i  celebri  teoremi  di  Gauss  intorno 
al  valore  dell'indicata  somma  senza  alcuna  incertezza  nel  se* 
gno  del  radicale  che  in  esso  é  contenuto. 

Supponiamo  che  n  sia  un  numero  primo  impari,  e  che  m, 
sia  un  intero  non  divisibile  per  n:  i  termini  delle  due  serie 

flit  Afity  9iiiy  .  .  •  n  m , 

divisi  per  n,  lascieranno  in  diverso  ordine  i  medesimi  resti , 
quando  m  sarà  un  residuo  quadratico  di  n;  altrimenti  i  resti 
deiruna  serie  saranno  tutti  diversi  da  quelli  dell'altra,  eccetto 
l'ultimo  che  sarà  zero  in  entrambe.  Onde  si  desumerà  facil- 
mente che 

2  2 

x=n       2tnX       ,^  X=s/J     2Pf 

_^    _7tl/-i  '^      —  ir|/-i 

Z^g  "  uguaglierà  /_e  "* 

je=l  arsii 

nel  primo  caso,  e  nel  secondo  uguaglierà 

*  =  «-!     2*  '  X=/J      2^*     .-  *=/!       2^1'^    .^ 

essendo  nulla  la  somma 

*  =  /!-!     2*7r 


I 


,  -I 
tt 

e 


delle  radici  dell'equazione  binomia  a^  —  1  =  0.  Adottando  il 
simbolo  ( — j  di  Legendre,  potremo  dunque  scrivere  per  ambi 
Annali  di  Sciente  Mai.  e  Fis,  r.  ///.  settembre  1852.  27 


:*; 


(  422  ) 
i  casi 


xzzn     2mx  x=:n     2x     .,  . 

e 


Xzzn      2mx  j=/x 


:.^  e  nel  secondo  membro  potremo  sostitaire  il  valore  dato  dalla 

^   #  formula  (14)  o  (15). 

Ma  l'equazione  (18)  può  dimostrarsi  anche  supponendo  che 
n  sia  un  numero  impari  composto  ed  m  un  intero  primo  ad  ti, 

purché  al  sìmbolo  / — j  si  attribuisca  la  significazione  indicata 

da  Jacobiy  ammettendo  in  generale  l'equazione 


(^h  O  ■  (t)  . 


ove  Of  b  sono  numeri  interi  impari ,  e  m  un  intero  primo  ad 
ab, 

Bitenuta  questa  convenzione ,  possiamo  dedurre  dalle  for- 
mule precedenti  il  valore  dei  simboli  ( j  ,  / — Jpcr  ogni 

numero  impari  n. 

Infatti  combinando  [Z' — 1  in  — ^ — 1  y  abbiamo  dalla  for- 
mula (14) 

x=«     a(/i-i)jf     ,,  ,         «=n        a*"*  ,.  ir.,  /itr. 


x-l  x«=l 


e  d'altra  parte,  se  n=4i-f^l,  si  trova 


it ..  nn  -n  nix 


'    e-  >i^= •'(•-'■)■ 


e  se  n  =  4t  -+-  3  ,  si  trova 


{  423) 
onde  nel  primo  caso  le  somme 


a 


sono  eguali ,  e  ael  secondo  benché  ogaali  in  valore    assoluto 
hanno  contrario  segno.  Dunque  facendo  m  :=n — ^  1  nella  (18), 

si  conchiuderà  che    ( 1  ostia  ("*—")  vale  nel  primo    caso 

-H  1,  e  nel  secondo  —  1,  ossia  che  in  generale 

("-^*)=(t)  =  <-'»*•      . 

Fatto  poscia  m  =  4  nella  (IS),  abbiamo  ,  supponendo  sempre 
n  impari, 

2 


=  i-e*        l^n.26    ^ 

2  ^ 

quindi  se  facciamo  m=3  2  nella  (18)  ,  avendo  riguardo  anche 
alla  (14),  otterremo 


^«^.1 

l-l-«  ^ 


I 


(  424  ) 
perchè  nel  caso  di  n  =  8tdbl,  sarà 


e4         s=e      4        ,1^-e 


njt 


"  =lqz  i/-— 1  = 


e  nel  caso  di  n  =  8t  zt:  3,  sarà 


1/^2, 


3jt 


y-i 


21 1^-' 
e"  4        =  e"^  *       = 


^fy.^ 


7.  Applicheremo  la  formula  (6)  alla  funzione 


F(ar)  =  e  " 


n 


supponendo  m  ed  n  interi  e  positivi,  e  r  intero^  positivo  o  ne- 
gati vo,  tale  che  il  namcro  mn^r  sia  pari.  Si  avrà 

e  quindi  fatta  la  sostituzione  si  troverà 


Xz=n     mx  r^     ij 

Zyc  "  e  "  =n  +  1 


l/^ 


— ij. 


t^ntt  .a_  ^rTT/ 


Ma  evidentemente 


I 


(  *25  ) 

1  '     e^n-nt  _  \ 


an-nt. 


*=jn-l  i^=/n 


onde 


'—— -^— — — — ^  =^  6^*^'  .  _ 

k=l 


c  cambiato  m  in  mn  ,  n  in  1, 

C27rr  —  I 


*=I 


danque  sostituendo 


(  426  ) 


2 

7r^'-l     — irV^-i 
»  n 


1' 


i=m 


=  n -4- 1 --^  ^  r     r""^**^'-»]  c{»*'*+'*)"^  -H  e-(**'*-^'")'^' Idi 


»0D 


)q  luogo  dei  due  integrati  definiti  si  mettano  i  loro  valori  che 
3Ì  dedurranno  dalla  formula  (10)  :  si  otterrà 


a 


'="     "".^-t    ^nV-i 


£ 


6  e 


«=0 

7j  Jt=rm       '  (a*«-*7-) 


TI 


Asm'?        {a*ffr)     .y  _ 

-S."~    1. 

ossia,  cambiando  ft  in  a?,  e  con  altre  facili  trasformazioni 
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2 

x=n     mx  rx     ,  -  . 

n  n 

e 


*  =  n 


*=  I 


-Tri/-!  .  /•  «t  r-  v^  -^  rr  ^*^-*    -;;p  '»*^-« 


^^    ^ — lt|/-l     -^w^l^-f  _ 

-2/«        «        J 


facciasi  qal  m s»  1  :  dovrà  essere  pari  n^^rj  e  perciò  risul- 
terà 


— 7cl/-i     — ir|/-i 


a  a  -. 

un'altra  equazione  si  trarrà    da    questa   cambiando  (Z* — 1  in 
— [/" — 1 ,  e  si  avranno  cosi  due  equazioni  della  forma 

y  =  n -i-  a  i/n(l —  «) ,        z  =  n^  a-'l/"n(l  —  y), 

posto 

Queste  danno 
laonde  si  concbiuderà 


(  428  ) 


2  2 

x^n  X  X    rx  .,  ,  n-r 


(20)    ^ 


fi  e  ^=e  |/"n, 


=  1 


ogni  qualvolta  i  numeri  n  ed  r    siano  ambedue  pari  o  ambe- 
due impari. 

Nella  formula  (20)  si  scriva  mn  in  vece  di  n  ,   e  il  valor 
risultante  si  sostituisca  nell'equazione  (19)  :  rìduccndo  si  avrà 


Xzfìi     mx  '■*     w  . 

Il  n 


I 


e  e 

jr=i 


2                                                         a 
mn-r       ..                         x=m         nx  rx 

— 7rl/-i      ,    X  «  VA Tf^"^     -  ^7rl/-i 


relazione  notabile  fra  tre  numeri  interi  m,  n,  r,  la  quale  sap- 
pone soltanto  che  mn  -^  r  sia  pari,  vale  a  dire  che  r  sia  im- 
pari se  m  ed  n  sono  ambedue  impari,  e  sia  pari  se  Tuno  dei 
numeri  mene  pari. 

Le  formule  (12)  e  (13)  non  sono  se  non  casi  particolari  di 
queste  (20)  e  (21),  poiché  se  ne  deducono  supponendo  r  nul- 
lo o  moUiplice  di  2n  n^lla  (20),  e  r  nullo  o  moltiplico  di  2mn 
nella  (21). 

8.  Prendiamo  m=2,  e  supponiamo  r  pari:  cambiando  r 
}n  2r,  avremo  dalla  (21) 


2 
X=«       2X        .^  2rX 


V.- 


n 


m 


-e  fi 


2 


,'■ 
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da  cai  può  trarsi  la  (14;,  facendo  r  nullo  o  moltiplice  di  2n. 
Sapponiamo  più  generalmente  che  m  sia  doppio  d'nn  impari^  e 
cambiamo  m  in  2m,  e  r,  che  do?rà  pure  esser  pari ,  in  2r  : 
sostituendo  k  ad  x  nel  secondo  membro  dell*  equazione  (21) , 
ne  otterremo 

2  3  2 

2m  m 


Jt=I  '^  k=l 


e 


Ora  distinguiamo  fra  4  valori  di  k  i  pari  dagl'impari  :  i  primi 
si  potranno  rappresentare  con  2x  prendendo  a?  da  1  ad  m^e  i 
secondi  con  2jr;  H-  m  se  superano  m  ,  prendendo  a?  da  1    ad 

— - —  ,  e  nel  caso  contrario  con  2r  —  w,    prendendo  x    da 

-i-  1  ad  m  :  si  suppone  infatti  che  m  sia  impari.    Ma 

facendo  k  =z2x  ^  si  ha 


^^  3 


e  facendo  A  =  2x  db  m ,  si  ha 


nk      ,y   ,  r*        - - 

g        3m  C       *» 


3 

e  quindi  a  cagione  di 

si  riduce  Tcquazion  precedente  a 
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X=^       .«x^  ^^_^     ^jO^^__ 

«  "  e" 


(23)" 


Jt  =  ri 

*  e 


Ké('*'~^     )I 


JC=I 


Sìa  r  zero  o  moUìpIice  di  mn  :  questa  darà 


4  ■    X      fi    /  a        '^  \  «r-«^  in 


-  t=""^-=.^^-V4(-.-^"-)f. 


jr=i 


che  si  potrebbe  aoche  dedurre  immediatamente    dalla  forma- 
la (13). 

Se  n  é  un  numero  impari  primo  ad  m ,  i  membri  dell*  e- 
quazione  (24)  si  potranno  esprimere  per  mezzo  de'simboli 


©  •  & 


Poiché  ~^alle  (14)  e  (18)  si  avrà 


e  questa^  se  si  scambiano  m  ed  n  e  si  muta  {Z* — 1  in  — j/" — 1, 
somministra 


JCsm        a /zar 


2 


TT,  ^    _  WlTT. 


x.  "  =e.'  («-.'  )Ki-' 


onde,  fatte  le  sostituzioni,  si  trova 
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Ora  se  m  ha  la  forma  4t'4-*l,  sarà  manifesta  mente 

e  pereiò  l'equazione  precedente  darà  / — ]»»  /  —  i;    se  m  ed 

n  hanno  entrambi  la  forma  4»  —  1,  mn  avrà  la  forma  4i+ly 
e  sarà 

/ITT  71 

1  -he'  ""^"'^  1  H-l/-—  1  =e  4  '^-V2, 


l4-eV      =l-+-e    »         =1  —  1/^—1=8    4      |/^2, 
onde  la  stessa  equazione  darà 


(T)=eK"=-©- 


È  dunque  provata  la  legge  di  reciprocazione  tra  i  simboli 


&  '  o  • 


slesa  a  due  numeri  qualsi  vogliano  m  ed  n,  impariy  e  primi  tra 
sé. 

9.  La  formula  (21)  vale  come  si  disse  anche    nel   caso  in 
cui  i  tre  numeri  m,  n,  r  siano  tutti  impari,  ma  supponendo  m 
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ed  r  pari,  e  facendo  m  =  2p,  n  =  q  y  r  =  2p  se  ne  dedur- 
rà l'equazione  fondamentale  delia  Memoria  6  aprile  1850  del 
Sig.  Schaar  {JUém.  Acad.  R,  de  Belgique,  tom.  25),  cioè  Tequa- 
zione  (5)  della  pag.  11^  che  gli  serve  a  determinar))  molti  in- 
tegrali finiti  o  somme.  Questa  equazione  del  Signor  Schaar  é 
dunque  compresa  qual  caso  particolare  nella  precedente  (21). 
Parrebbe  tuttavia  che  il  metodo  usato  dal  signor  Schaar 
dovesse  condurre  a  risultamenti  più  generali,  perchè  egli  non 
limita  esplicitamente  il  numero  p  ad  essere  intero  e  neppure 
ad  essere  razionale^  ma  dice  «  p  ètant  une  constante  réelle 
quelconque  »  (p.  10);  e  similmente  egli  attribuisce  un  signi- 
ficato generalissimo  alla  quantità  e^  ^^  cui  poscia  deduce  p 
ponendo 

e  _  s[L±l 

2p 

poiché  definisce  <c  b^  ^^^  constante  réelle  dépendant  de  1*  in- 
dice r  ))  (p.  9J.  Ma  applicando  la  sua  formula  a  casi  partico- 
lari in  cui  si  assegni  a  p  qualche  valore  non  intero,  si  vedrà 
facilmente  che  non  è  esatta  per  essi.  Risalendo  poi  alle  tra- 
sformazioni delle  quali  fa  uso,  si  riconoscerà  che  l'equazione 


3 

e  ix 


r 


=x 


y    ■■'  y-l    21tX{2Pk+ Tjl/-! 

e    ^         e  ^ 


dx , 


contenuta  in  una  della  citata  Memoria  (p.  9) ,  suppone  che  il 
prodotto  2/?£r ,  e  quindi  la  costante  p  sia  un  numero  intero  : 
infatti  essendo 

q  9  9^9^ 

kpq  -h2A|>6^  , 
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il  primo  membro  di  quella  equazione  uguaglia 


3  SPs 


e  a  motivo  di  e^^^^'f^-^  =  1  non  può    manifestamente  ridursi 

al  secondo  membro  se  non  é  anche  e  '*  =  1,  la  qual 
condizione  non  può  adempiersi  per  tutti  i  valori  interi  di  k , 
come  è  necessario,  se  2pc^  non  è  un  numero  intero.  Si  rico- 
noscerà pure  che  in  un'altra  equazione  (p.  10)^  assegnando  il 
limite  d'una  serie  dipendente  da  una  variabile  a  prossima  ad 
I9  il  Signor  Schaar  ha  scritto  il  termine  1  in  luogo  di 


j[l  -4-  e-^eV'^^  , 


il  che  suppone  parimente  che  p  sia  intero. 

Avvertirò  altresì,  che  parecchie  delle  formule  ottenute  nel- 
la stessa  Memoria,  richiedono  che  i  numeri  interi  p  e  jr  siano 
primi  tra  se. 

Del  resto  le  medesime  formule ,  e  tutte  le  precedenti  si 
possono  anche  dedurre  per  mezzo  di  trasformazioni  assai  sem- 
plici da  quelle  del  Sig.  Gauss  ,  in  guisa  che  hanno  forse  a 
dirsi  contenute  in  queste.  Credo  con  tutto  ciò  di  npn  aver 
fatta  opera  inutile  dandone  una  nuova  dimostrazione,  perché, 
giusta  una  sentenza  del  Sig.  Dirichlet  ripetuta  dal  Sig.  Schaar, 
«  Thistoire  de  la  théorie  des  nombres  nous  montre  par  de  nom- 
breux  exemples,  que  c'est  surtou  dans  cctte  partie  de  la  science 
qu'il  j  a  de  l'avantage  à  envisager  la  mòme  questìon  sous  des 
points  de  vue  dlGTérents  ». 

10.  Le  formule  dimostrate  conducono  a  trovare  gì'  inte- 
grali a  differenze  ,  ossiano  le  somme  di  più  frazioni  trigono- 
metriche, quali  sono 
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2j!V             2x\'              1 
lang — ,  col ,   r;-^—  , h-2— 2  »  ««5- 

sen  • 


n 


H— ) 


prese  tra  i  limiti  x  =ì  ^  x  =n  —  1.    Mi  restringerò  a  de- 
terminare il  valore  della  somma 

x=i    sen 


nel  caso  che  n  sia  un  numero  primo  della  forma  4t  -f-  3:  que- 
sta somma  fu  considerata  dal  Signor  Slern  in  una  Memoria 
relativa  alla  dottrina  de'resìdui  quadratici  che  venne  premiata 
dalTAccademia  di  Brusselle  (Mém*  cour,  de  VAcdd,  R.  de  Bel- 
gique,  tom.  XV ,  V'*  partie)  j  e  dopo  aver  provato  ch'essa  é 
nulla  quando  n  hs(  la  forma  8t'-H-7  (proposizione  delia  cui  ve* 
rìtà  non  é  difficile  assicurarsi),  egli  confessa  di  non  averne  po- 
tato scoprire  il  valore  corrispondente  ad  n  =  8i'  •+-  3,  per 
quanti  sforzi  vi  adoperasse.  Ora  fatto 

n»  =  2A  ,      n  =  4t  -4-  3  , 

e  inteso  per  k ,  un  intero  minore  del  numero  primo  n,  si  avrà 
dalle  formule  (18)  o  (15) 

e  quindi 

X=l '  x=i 

di  più  se  chiamasi  F  la  somma  dei  residui,  e  G  la  somma  dei 
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non  rcsidoi  quadratici  di  n  inferiori  ad  i  fi,  è  manifesto  che 

la  somma  di  tutti  i  valori  dell'espressione/ — Lk  da   ib  =  l  a 

k  =  inclusive^  uguaglierà  F— G  :  onde  risulta  che  som- 

mando    rispetto    ad  x  e  a,  A    tutti  i    valori    della    funzione 

Akx  TZ  II -""4 

k  sen da  a?  =  1  ad  x  =sn  —  1,  e  da  k=ì  a  ^  =  — ^r— 

n  2 

/  2\ 
8Ì  Otterrà    ( — ).(F— G)!/*!!.  Ma  per  altra  parte  dal  valor  noto 

^^cos  kx 
ami 

si  trae  facilmente  quello  di 

^.k  sen  kz , 


differenziando  il  primo  rispetto  a  js,  e  in  questo  modo  si  trova 
per  ogni  numero  intero  u  che  non  sia  moltipiice  di  n,  la  for- 
mula 

V^*  ,       Akuit                   n 
>      k  sen =  —  r —  » 

kr:i  4sen— 

n 

che  somministra 


\      k  sen c=  — 


*«i  4  sen  


n 
fatto  t<  =  x'  ;  talché  la  indicata  somma  dei  valori  di 

\kT^n 

.  k  sen 

n 
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sarà  espressa  eziandìo  da 


-tE 


Xsafl-l 

1 


4    -^^       2x^n 


i  '='  sen 


n 
Paragonando  le  due  espressioni  trovate,  se  ne  dedurrà 


Xx/l-I 


2— •7r=-i^''-«K7)- 

*=i  sen 

n 

11.  Terminerò  accennando,  che  la  forma  usata  nel  num.  2 
pel  resto  della  serie  di  Taylor  non  è  la  sola  la  quale  possa 
applicarsi  alla  serie  di  Eulero,  e  che  anzi  le  si  applicano  ugual- 
mente le  altre  espressioni  conosciute  del  medesimo  resto,  e  de' 
limiti  tra  cui  è  compreso. 
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SUL  RAGGIAMEiNTO  CALORIFICO  DEL   SOLE. 

SECONDA  COUVmCAZIONE  (1)  . 

DEL  PROff*.  PAOLO  TOLPICELLl  (2) 

Estralta  dagli  atti  dell'  accademia  pontificia  de'nnoyi  Lincei 
sessione  \,  deiranoo  V,  28  dicembre  1851. 

Nella  sessione  del  3  agosto  testò  decorso,  il  chiarissimo 
collega  P.  Secchi,  fece  conoscere  le  sue  ioteressanti  ricerche^ 
relative  alla  distribuzione  del  calore  sulla  superficie  'solare; 
ed  allora  ebbi  l'onore  di  comunicare  alcuni  risultamenti  delle 
mie  poche  sperienze  sulla  intensità  del  raggiamento  calorifico 
del  sole,  da  me  istituite  per  dimostrare  che  la  intensità  mede- 
sima diminuisce  dal  centro  dell'  apparente  disco  solare  ver* 
so  gli  orli  di  esso.  In  quella  comunicazione  feci  osserva- 
re, che  gli  antichi  Lincei,  fra'quali  specialmente  Luca  Valerio 
napolitano,  sul  principio  del  secolo  XVII,  ritenevano  essere  i 
raggi  del  sole  più  gagliardi  nel  centro,  che  agli  orli  del  mede* 
Simo;  ed  anche  ricordai ,  che  il  sig.  Arago  aveva  già  proget- 
tato sperienze,  atte  a  manifestare  la  distribuzione  del  calorico 
nelle  diverse  parti  del  disco  solare  (3);  priorità  di  pensamento 
riconosciuta  dal  p.  Secchi,  nella  sua  ofiiciosa  lettera  scritta  al 
sig.  Arago  (4),  e  da  molti  altri  che  di  ciò  s'interessarono  (5). 
'  >'  — ■  . 

(1)  Per  la  prima  comunicazione  v.   Atti  dell'acc.  pontif.  de  nuovi 
Lincei,  sessione  Vili  del  5  agosto  1851^  p.  573. 

(2)  Letta  nella  sessione  VI.  del  15  agosto  1852. 

(3)  C.  R.29  avril,20  mai  1850,  et  3  mai  1852.  L'Institut,  14  et    21 
janvier  1852. 

(4)  Gomptes  R.  21  juin  1852,  p.  949. 

(5)  Gosmos  par  M.  l'abbè  Moigno,  1  anné,  p.  44,  i9ì,  224,  251. 
Giornale  fisico  chimico  italiano  del  prof.  Zantedescbi,  anno  VII, 

pag.  52. 
Annali  di  scienze^  ec.  del  prof.  Tortolini.  Maggio  1852,  p.  197. 
Bibliothéque  universelle  de  Genève,   Archives  des  sciences,  ecc. 

juin  1852,  p.  122. 

jinnali  di  Scienze  Mai  e  Fis.  T.  IIL  oilobre  1852.  28 
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Avendo  il  nominato  collega,  colle  sue  spericnze    cliotermiche^ 
non  solo  confermato  che  la  intensità  calorifica  nel  disco  solare 
diminuisce  dal  suo  centro  ai  bordi,  ma  pure  avendo  egli  con- 
cluso  dalle    medesime  ,    che   la   intensità    massima    calorifica 
coincideva    ncU'  equatore    solare  ;    occupò    tutti    grandemente 
questa  conclusione  ingegnosissima ,    tratta  dalle  sue  non  meno 
ingegnose  sperienze.  Quindi  è  che  il  prof.  Melloni,  nostro  il- 
lustre corrispondente,  inviò  airaccademia  le    due   lettere    che 
precedono,  colle  quali  esso  propone  lo  studio   della  specifica 
influenza  che  la  solare  atmosfera  esercita  sui  raggi  calorifici; 
dovendosi  questi    riguardare ,  similmente  a  quelli    delle  altre 
sorgenti  di  calore  ,  composti  cioè  di  elementi  fra  loro  etero- 
genei. Pertanto,  e   dalle  procedenti  due  lettere ,    e   da  quella 
che  lo  stesso  prof.  Melloni  ha  scritto  al  sig.  Arago  (1),  ed  an- 
che dai  principii  della  fisica  razionale,  noi  concludiamo  che  a 
convalidare  il  risultamento  del  P.  Secchi  riguardo  al  massimo 
della  distribuzione  calorifica  sul  disco  solare,    ed    a  renderlo 
esente  da  ogni  obbiezione,  sia  neoessario  premettere  V  analisi 
della  termocrosi  del  nostro  primo  astro.  Questo  campo   di  ri- 
cerche termodinamiche,  offre  una  messe  tutta  propria  del  eh. 
Melloni;  ed  il  meglio  per  la  scienza  è,  che  sia  da  lui  mietuto. 
Nondimeno  per  l' onorevole  invito  da  esso  ricevuto ,    più  as- 
sai che  per   la    confidenza    nelle  mie    forze ,  ho  intrapreso  a 
sperimentare  su  questo  argomento,  avendo  sempre  in   mira  il 
fine  proposto  dal  Melloni.  Essendomi  pertanto  ricordato  ,  che 
il  sig.  Arago,  nelle  ultime  parole  delle  sue  osservazioni  sulle 
ricordate  sperienze  del  P.  Secchi  (2),  distingue  l'effetto  termi- 
co complessivo  del  sole,  dall'effetto   termico  dei  diversi  punti 
del  suo  disco;  e  che  dalle  precedenti  due  lettere  del  sig.  Mel- 
loni si  rileva  pure  la  medesin)4    distinzione  ;  cosi   mi  è  sem- 
brato doverla  seguire  nelle  sperienze  cliotcrmiche    da  me  in- 
traprese. A  questo  modo  viene  aporta  la    via    per  indagare  V 

■  ■  ■     ■■    I  I  I  ■    I    ■     I     ■  f     !■■         ..1.     .1  I  I    I  I    I       I    !■    ■■  ■  I    I     I  I  I 

(1)  Comples  a.  2.  Aoùt  18JS2.  p.  165. 

(2)  Comptes  R.  3  mai  1852.  p.  658. 
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eflfetlo  semplice  deiralinosfera  solare,  e  Teffetto  complessivo  di 
essa  coir  atmosfera  terrestre  ,  sul  raggiamento  calorifico  del 
sole.  La  difficoltà  che  attualmente  s*  incontra  nello  speri* 
mentare,  sia  nel  gabinetto  fisico  della  uniyersità^  sia  nell'  os- 
servatorio astronomico  pontificio,  pei  grandi  ed  utilissimi  adat* 
tamenti,  che  l'Eminentissimo  Fornari^  ottimo  prefetto  degli  stn- 
diy  provvidamente  fa  eseguire  nell'una  e  nell'altro,  furono  ca^ 
gione  di  ritardo  a  queste  mie  ricerche,  le  quali  poichò  abbi- 
sognano di  cielo  perfettamente  sereno  ,  anche  per  questo  non 
possono  colla  voluta  sollecitudine  condursi.  Pertanto  in  questa 
comunicazione  ,  occasionata  dalia  lettura  delle  precedenti  due 
lettere,  mi  limiterò  a  far  conoscere,  che  quanto  dal  signor  Mel- 
loni si  conclude  nella  seconda  delle  medesime,  fu  da  me  am- 
piamente confermato. 

Si  trovò  in  fatti  dal  eh.  nostro  corrispondente,  servendosi 
egli  pure  delle  eliostata,  come  io  già  feci  nelle  sperienze  del 
28  luglio  1851,  che  la  trasmissione  calorifica  dell'acqua,  com- 
presa fra  due  vetri  di  Germania,  e  quella  del  quarzo  affumato 
procedevano  in  opposto,  sperimentando  da  mezzodì  all'  occaso. 
Ora  questa  medesima  opposizione  di  risultamenti  fu  da  me  ri- 
conosciuta, non  solo  nelle  due  sostanze  indicate,  ma  eziandio 
in  altre,  che  perciò  distingueremo  in.  due  classi.  Appartengono 
alla  prima  Vessenza  di  tremerUinay  il  vetro  delle  nostre  fornaci,  la 
soluzione  di  allume^  Vacido  nitrico^  Vaicoól,  VeUre  solforico^  ecc. 
sostanze  le  quali  tutte,  rispetto  all'assorbimento  calorifico,  si  com- 
portano similmente  all'acqua  fra  due  vetri.  Appartengono  alla 
seconda  il  quarzo  non  affumato,  il  vetro  di  Francia  per  uso  di 
specchi,  Yallume,  il  solfato  di  calce^  il  vetro  verde,  il  vetro  giaUoj 
il  vetro  bleù^  il  vetro  rosso f  il  sol  gemma  affumato,  ecc.,  sostanze 
le  quali  tutte,  rispetto  all'assorbimento  calorifico  ,  si  compor- 
tano similmente  al  quarzo  affumato.  Esprimendo  sempre  con 
100  la  energia  calorifica  del  raggio  incidente  ,  riferiscasi 
a  questo  numero  V  energia  calorifica  del  raggio  medesimo  , 
dopo  che  abbia  traversato  le  indicate  diatermiche  sostanze  ; 
sarà  facile,  dai  rapporti  numerici  cosi  ottenuti,  dedurre  il  re- 
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latiyo  numerico  valore  del  potere  assorbente,  proprio  delle  so- 
stanze medesime.  I  risnltamenti  che  registriamo  nel  seguente 
quadro,  sono  i  medi  delle  prime  nostre  sperienze  3  quindi  può 
darsi  che  in  seguito  abbiano  essi  a  subire  qualche  modiGca- 
zione.  Questi  medi  appartengono  solo  alle  sperienze  fatte 
presso  il  meridiano,  e  presso  Torizzonte  ,  le  quali  si  trovano 
eseguite,  le  prime  circa  mezz'ora  dopo  il  merigio,  e  le  seconde 
circa  un'ora  prima  del  tramonto. 
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(  441  ) 
Comecché  siffatti  risaltamenti  numerici  potrebbero  essere 
modificati  alquanto  da  ulteriori  sperienze  ,  potratte  maggior- 
mente presso  il  tramonto^  e  fatte  con  migliori  condizioni  atmo- 
sferiche; nulladimeno  fin  da  ora  possiamo  a  buon  diritto  con- 
cludere :  che  f  raggi  calorifici  del  sole  compongonsi  anch'  essi 
di  elementi  fra  loro  eterogenei  ;  che  l'atmosfera  terrestre  as- 
sorbe in  diverso  modo  questi  elementi  secondo  la  sua  diversa 
spessezza,  che  questa  diversità  di  assorbimento  è  manifestata 
dalle  sostanze  diatermiche  a  traverso  le  quali  passa  il  raggio 
solare,  dopo  avere  filtrato  per  1'  atmosfera  ;  che  vi  sono  due 
classi  di  sostanze  diatermiche,  le  quali  offrono  risultamenti  op- 
posti^ riguardo  all'assorbimento  del  raggio  incidente.  Quindi  è 
che  non  solo  la  intensità  del  raggio  solare  incidente  dipende 
dalla  spessezza  dell' atmosfera  terrestre,  percorsa  da  esso^  ma 
che  pure  vi  dipende  la  qualità  degli  elementi  che  lo  compon- 
gono. Nella  tornata  vegnente  avrò  Tonore  di  comunicare  quel 
di  più  che  potrò  riconoscere  nelle  sperienze,  le  quali  vado  a 
continuare  sul  raggiamento  calorifico  del  sole. 
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DE  INTEGRàLIBUS  modularibus 

AIJCT.  CHB.  «1JBEBM.A1HJK  (') 


^Msm  Qmsmsi 


r  r 

De  parametri  fnnctlonlba»  9    et  4>  • 

p  P 


§.4. 


r 


J?e  functione  0    prò  p  positivo, 

Poslquam  de  functiooibQs  \'((p)  ,  X''(y) ,  X^(p)  ,  .  .  .  .  aiopli- 
tudinis  (p=::amu  iam    disputavimus ,  nuQC  brevem  theoriam 

r  r 

parametri  functioDum  0^  et  $    praemUtamus;  ac  quidcm  pri- 
Qium  consideramus  functioncm 


0   =?!±1  jl       (2r-l-l)(2r»^3)    1 
,        ^        ■2r-h-2   />  "*"  (2r-f.2)(2r-|-4)  p^ 

(2r4-l)(2r+3)(2r-+-5)    1 
(2rH-2)(2r+4)(2r-h6J  p" 


•  ■   • 


ponentes  namemm  p  positivnni  esse.    Termino  generali  adhi- 
bito  eadcm  series  et  sic  exhibetnr  : 


{*)  Vedi  per  la  prima  sezione,  Annali  di  Scienze  Mat.  e  Fis.  toro.  2** 
Anno  1851,  [yskQ.  557  e  seg. 
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é  _gt2'--4-l,-2]'     1    _g[-ì.(2r-Hl)]'  Jl 
[2r-i-2,  —2]  C  —  r  —  1] 

r 

Ut  haec  functionis  6    serics  proposito  conrcrgat,  />  ^  1  esse 

r 

debel.  Indice  r  in  iofinilam  crescente  adpropinqaat  6    serici 

1111 


TT"*"  ;t  ■+"  ;j  ■  «4 

p     p      F      r 

valori  ipsius  ultimo;  qaare  est 


1 

(2)  e,= 


p   p  —  ì 

prò  indice  r  in  inBnitam  magno. 

Si  prò  r  Talores  0,  1,  2,  3,  ....  ordine  ponis,  habcmas  se- 
rics spcciaics 


"  _  J_  j_     1^  J_     1^  _1^     1.3.5.7  _1^ 
'    P~~  2    p  "'"2.4  p'  "*"2.4.6  />'  ■'"2.4.6.8  pi  " 

'  />""  T  T  "*"4-6  p^"^  4.6.8  /)'  "^  4.6.8.10  ^ 

(3)  \  ,  __  5     1      5.7    1      5.7.9    J,      5.7.9.11     j_ 

'^A»""  T  7"  "^  ^*"*'  6.8.10  j)5  "*"  6.8.10.12  jb4  "*"  "*  ' 

3  _  7     1     7.9     1      7.9.11      1      7.9.11.13     1 
\  ^z*"  T  J~^SJÒ  ^"*"8T10:T2  ^"'"8.10.12. 14  ^'^"' 

et  ceteras, 
quarum  serics  prò  0.  facile  consommatur.  Namqilc    est 


■TV        <  • 


•ri 


.f" 


t,  ■  # 


1        1 

1-1-6  =l-t-  —  — 
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13  j_      1^.5   ì_ 
2.4  p^  "^  2.4.6  /)3 


•    •    •    > 


ycì 


1  +  e^  = 


re  -  j)  '■ 


igitur 


(4) 


l/(«-7) 


—  1. 


Ex  bac  expressione  facile  quìsque  intelligit,  p  negativam  fa- 
ctum quaiulibet  habere  posse  magnìtadinem  ;  sin  vero  name- 
rus  p  positivus  et  minor  qnam  1  est,  numquam  imaginarium 
non  reddi.  Nec  igitur  adbiberi  possunt  soli  ii  yalores  positivi 
quantitatis  p,  qui  positi  sunt  inter  fines  0  et  1  ,  non  exceptis 
terminis  ipsis  |)  =  0  et  />  =  1. 

Singulas  autem  series  (3)  inter  se  quum  comparemas^  fa- 
cile, quae  nunc  sequuntur,  simplices  recursionis  formulas  re- 
ctas  esse  tibi  persuaseris  : 


(5) 


©»=  X- P- ©„  -  1  » 


4 


%=T-P%-^> 


3 


e^=  -j.  p.  e^  - 1, 

4        8  3 


c(  quae  sunt  reliqnae. 
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Gencratim  vafot 

(6) 

%==  2r      1  •^-  ^P  "  * 

His  quidcm  disserendis  fanctioiùbas  si  utcris^  expressioncs  fi* 
Ditas,  quae  sunt  generis  fanctionam  algebraicaraiii  ,  babebìs 
has  : 


-e,= 


K(*  - 1) 


-1 , 


©^=  y.^e^-t, 


^         2.4    ,=         4 


<7)    /tì         2.4.6    ,o         4.6     ,       6 


1.3.5 


4 

e. 


2.4.6.8   ,« 


4.6.8 


3.5.7' 


,3 


6^ 
5.7 


•f—wf-'^^ 


2.4.6.8.10 
1.3.5.7.9 


•?''•©„- 


4.6.8.10 


P     3.5.7.9 
8.10 


•f4- 


6.8.10 


2 


*0  , 


et  qaae  sunt  ceterae. 


Si  Dumeras  p  positivas  est  ideoque  maior  qaain  1,  in  generali 

Ir 


recursionis  formula  factory- 


tir  —  1 


.  f  adhuc  maior  est ,  unde 
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r-1 


colligcs,  vilium  in  computando  S    commissam  si  cam  ilio  fa- 
ctore  multi plices,  augcri.  Quum  autem  iam  computa tio  quan- 

titatis  0    necessarìum  vitium  includat ,  yitium  in  computando 

r  o  ,  , 

6    ortum  multo  maius  est;  quodsi  iilud  =  v  ponitur,  vitium 


r 


modo  ex  eo  profectum  in  computando  S    iam  est 

r  __     2.  4.6.8.  .  .  (2r)       r  o 
^~1.3.5.7.  ..(2r  — 1)^^* 

Quod  quidem  malum^  adhuc  deterius  crescente  numeri  p  ma- 

r 

gnitudine,  ut,  quantum  fieri  potest,  vitctur,  compules  6  prò 
satis  magno  r  primum  adhibita>  si  velis,  serie  (1)  ;  tum  baie 
functioni  praeccdentes  functiones  compulabis  haud  quidem  fa- 
cilius^  sed  multo  certius  secundum  formulam 

(8)       5;=^il±^. 

o  o 

Tali  computatione  usque  ad  O  rilc  peracta  valor  quantitatis  6^ 
sic  Gomputatus  illi  secundum  formulam 


%=-■    ■  -^ 


re  -  f ) 


computato  congruet,  si  quidem  omnia,  in  quae  incidere  possis, 
vitia  vitaveris.  Simul  hoc  modo,  utrum  totum  ratiociniam  re- 
ctum  fuerit,  an  non,  conspicuum  erit  ac  raanifcstum. 
Pariter  evadunt  hae  quoque  formulae  generaics  : 


{  «7  ) 

r^        2r  —  t    1 

P 


%■=  -  aT-  -<*  -^  ^-^  ' 


«*-  ^'•-^    1     .    (2r-3)(2r-l)    1  - 

/»"  2r_2    7  "^      (2r  -  2)(2r)       f  ^^  -^^P»  ^ 

e^  =  ^IZL^  —       (2r  —  5)  (2r  —  3)    1 
P        2r  —  ^  p  "^  (2r  —  4)(2r  —  2)  p'~ 

(2r-5)(2r-3)(2r-l)  1  ,.    .   J.  . 
(2r  —  4)(2r  —  2)(2r)      p»  -^  *  "^  *>'  ' 

e*  =  ^''"'^  _L      (2r  —  7)(2r  —  5)    1 
"       2r—  6  p  '^(2r  —  6)(2r  --  4)  p' 

(2r  —  7)(2r  -  5)(2r  —  3)   1 
"*"  (2r  —  6)(2r  —  4)(2r  —  2)  ^ 

(2f  -  7)(2r  -  5)(2r  -  3)-2r  —  1)    1       _  r 
(2r  —  6)(2r  —  4)(2r  —  2)i2r)       /.  ^  -p'' 

et  quao  sant  reliquae 
Omnino  antem  est: 


(9) 


r-*^-! 

% 

^      2r— 2n       1 
2r— 2n 

l        I2r  — 
[2r 

■  2n  —  1,  —2] 
—  2n,  —  2J 

1 

• 

[2r       2n 
[2r  —  2n, 

1,-2]    1 
-2] 

'  1       .•     •     •     • 

/J-H 

[2r  —  2»  —  1,  —  2] 

/2-*.t 

A'^^  -^  ^"^ 

> 

[2r  — 

2n,  -  2] 

A 
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et  extrema  valct  formula  : 


11         1.3    1       1.3.5   1 

ì    ";>=• 
(IO) 


^f      2    /,  ^  2.4 /,' "*~  2X6 /.^ 


)  1.  3.  5...(2r  — 1)   1  ,,     ^, 

(  "*"     2.4.6...(2r)      ^^^"^V- 

Qaibus  quidem  formulis  commoditatis  gratia  addìn&as  has  quo- 
que ex  formula  (8)  prodeuntes  r 

f 

(**)  \       »         5  3  3         7  4     ^ 

e.  q.  s»  r» 

§.  5. 

r 

Bt  functìone  0„  prò  p  positivo. 

Nunc  considercmus  alteram  parametri  functionem,  quam 
per  seriem 

i  _  2^—^  i.       (2r  —  l)(2r  -h  1)    ì^ 
P~2r-h2  7  "^  (2r  ^- 2)(2r -f- 4)  p" 

(2r  —  l)(2r  -^  l)(2r  H-  3)  _1^ 
"*"  (2r  -H  2)(2r  -^  4){2r  -h  6)  p^  "••  '  '  • 

aut  per 

a-hi  a+i 

r            [2r— 1,-2]        1  [-|(2r-l)]       1 

*   c=:  S —  — — —  =  b 


t2rH-2,— 23  C— r  — n 
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defininitts;  quam  quidem  pariter  tam  tantam  convergere   per- 
spicuum  esty   qaum  valor  absolutas   numeri  p  maior  quam  1 
est,  eoque  celerìus  convergere,  quo  maior  p  sit. 

Indice  r  in  infinitum    aucto    edam    hac   in   serie  quilibet 
coefficiens  ad  propinqnat  limili  1;  quare  etiam  nunc  est: 

1 

(2)  %  = 


P      p  —  1 
prò  indice  r  infinite  magno.  Si  inspicis  singulas  series 


o 


11        1.1    l         1.1,3    1         1.1.3.5    1 


*/>—""  "2    p        2.4  p'        2.4.6  p^        2.4.6.8  pi       '''* 
aut  mclias 

n    ___!_    1      1.1  j_     Ì±Z  J_      1.1.3.5    1 
"■  %  —2"  J^2J  p"  "*"  2.4.6  />3  ■*"  2X0  ^  "^  '*" 

I    _1     1       1.3  £      1.3.5    1       1.3.5.7     1 
^p—i    ;>  "^  4.6  p'  ■*"  4.6.8  p~*~  TeMÒ  j^T  '*'   " 

(3)\      »    _  3   J^      3^    1_      3.5.7     1  ,    3.5.7.9    Jl^ 

P  ~  6"  p  "*"  6.8  p'  ■*"  6.8.10  p3  '  6.8.10.12  p4  "*""" 

*  —A  i.     H-  1      5.7.9     1^      5.7.911     1_ 
^^  ~"  8    p  "^  8. 10  p'  ''"8.10.12  ^"*'8.1012.14  p4  ■*"'" 
e.  q.  s.  r. 

jterum  primae  snmmam  confici  posse  intelliges,  quo  fit 


igitur 


(4)  Ì,=J/"(l-.i)-l 
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aut  melias  _ 

Etiam  hic  facile  quìsqae  persplciet,  p  negativum  factum  qua- 
libet  magnitudine  esse  posse;  atqae  porro  p  in  universum  ^1 
esse  debere,  ut  eìus  valor  sii  positivus.  Quam  ob  causam  om* 
nes  ii,  qui  positi  sunt  inter  fines  0  et  1,  valores  quantitatis  p 
exclndendi  sunt,  neutro  fine  excepto. 

Insuper  hae  functiones  legem  serrani  simplicissimam,  quae 
exprimitur  per  has  recursionis  formulas  : 

2  »  a  4      X 

%-==  jp{—%)  —  i^     %=  -YP%  —  ^^ 

(5)  \3  6      ^         ,  4  8      3^ 


e.  q.  s.  r. 
e  quibus  vice  versa  sequuntnr  : 

e.  q<  s.  r. 

Guius  progressus  el  regressus  universa  lex  exprimi  tur  per  for- 
mulas : 

V        2r  —  3        '^  A'        2r       />  '^ 

E  formulis  (5)  prodeunt  hae  cxpressiones  finitae  : 
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1         2  o 


»       2.4  <•  4 

3  2.4.6   ,,     »  ,      4.6  ,         6 

4  2.4.6.8     ,  ,        o  ^     4.6.8    ,       6.8    ,      8       ^ 
"^P  =1.1:3:5  P'  <  -  ^.)-  13:5 ^   -  33  ^  -  y-*' 

5  _    2.4.6.8.10  5  ,  _  »  ,         4.6.8.10   ,  _  6.8.10     , 
""  1.1.3.5.7  P  ^      %J  —  1,3,57  P*      3.5.7    P 

8.10  ,       10 

5T-^  --7^-*' 

et  qaae  sunt  reliquae. 

Valore  quanlitatis   —  $    computato  si  vitiam    est    ioevitabile 
V  commìssum,  recurreate  calculo  adhibito  ex  eo  uao  iam  se- 


quitur  in  computando  valore  $    vitium 

2.4.6..  .(2r)        r  o 
^  '^  1.1.3  .  .  .  (2r  —  3y  '^  ^  ' 

Itaque  in  hac  functione  computanda  eandem  quam  in  priore  § 
commendavimuSy  cautionem  bic  adbibeamus  necesse  est.  Quare 

primum  ex  functione  0^  adiumcnlo  seriei  (1)  prò   certo   satis 


•      ■     • 
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r-1       r-J       r-3  n 

magno  r  evolata  funcliones  $  ,  $  ,  <t»  ,  .  .  .  .  usqae  ad  4>. 

rccurrens  compntabis;  tunc  inde  ortum  valorem   qaantilatis  9 
ìili  sccundnm  formalam  (4)  evolato  convenire    oportei;  qnem 
cum  ilio  si  compara veris,  statim,  utrum  recta  foerit  Iota  ratio- 
cinatio,  annon,  diiudicare  poteris.  Yalet  etiam  formula  : 

~  2    />  "*"  2.4  /  "*"  2.4.6  p^ 
(9)  '^  r  F  r 

1.1.3.5...  (2r  — 3)   J^  r 

2.4.6.8  ...  (2r)      p^  ^^^'^pf 

§.6. 


Uiriusque  fuActionis  et  8^  e<  $^  una  ad  àUeram  reducitur. 
Qunm  sit 

i+i^t/'ll  -  i)      CI     l-l-e,=   —yr^ ,- 

divisione  componis  formalam 


o 


O  1 


è/.  P 

sive 


in  qaa  si  sabstitais  ambos  valores 
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levi  reductione  adhibita  fit  : 


'  1       /  1  \' 

<2)         *.=  T-(l-7)® 


P 


Si  iteram  in  ea  $ubstituis,  valores 


^;>=^    (*-+-^'')        «*      è;,=   ;^   (l+é^), 


habcs 


'=«       t'=|-(«-7)«'- 


Et  denique  si  pouis 

3  3  a  5  -^  > 

g-  (1  +  0;.)  prò  $p    et    g-(  1  +  ©;»)  prò  8p  f 


0«         1       /  1  \3 


evadit 

p        \  p 

.  l^cqae  aliter  iovenilar  ; 

I 

Hac  igitur  iodactionis  ratiooo  emergit  gcneralis  formula: 

qnae,  substilutis  adhuc  denuo  expressiooibus 
r  2r  —  1  "^^  '■  2r  -4- 1  r-^^ 

u^tino/i  di  Scienze  Mai.  e  Fis,  T,  flL  ottoltre  18tf2.  29 


(454) 
abit  in  formulam 


1  -I 


2)7==  T  ~V  ~    7W-4-2)p'*'*'  ^''^' 


(2r  -i-  2)p         /)         \  p  '(ir  -+-  2jp 

siye 

1  -hX  =  2r  -t-  ^  -  (2r  4-  1)  (l  ^  -1)  (l  n-'e^)  , 
ideo 

r+t                                              2r-^  1  /  1  .r-»-' 

^„  =  2r  ^  1  — .{2r  -i-  1)  -f-  _  T. |(2r  -|-  l)(l  _  _   e»» 

aut  in  siiopliciorein 

Sic  demonstratum  est ,  formalam  (j5)  aeque  prò   indice  r ,  ac 
prò  pro:(imp  indice  r  -f*  1  valere. 

r 

Secnndam  igilar  formnlam  (^)  functio  $p  ex  ipsa  fauctio- 

r 

ne  0p  dircele  compotari  licet^  ac  quidem,  nt  palet,  simplicis- 
siine.  Viceversa  formula  (6)  transit  in  haqc 


(8)  è;.    = 


1 

p 

Ir                                        P           »■ 

p 

Quodsi  vero  lllam  aequationem  (6)  sic  exhibes 
et  utriumqac  1  addi(ur>  ca  mutad^r  in 


(  455  ) 

1  r 

(9)  1 =  — !— 

p 

1  -*-ep 


In  labulas  igitur  si  valores  fanclioDum  6;,  et  $^  redigere 
srelis,  ex  unius  fonctionis  valoribus  protinus  facillime  allerias 
fuDctionis  valores  derivare  possis.  Sive  si  tales  numeros  ad 
jeundein  p  relatos  compulaveris,  qaippe  qui  seoiper  formulae 
(9)  salisfacere  debeant,  probari  possont. 

Legem  autem  modo  ioductionis  ope  invcntam  atqae  aequa- 
tionè 

lexpressam  proplcr  ipsias  gravitatem  nane  quoque  direcUs  ar* 
gumentis  docebimus.  Quum  quidem  sit 


r  [2r-4-  1,  ~  2]      1 


«H-l       ' 


[2r  H-2,  -  2] 
accipies,  sì  initialem  serid  termioam  addis, 

'k  ^[2r-f-l,— 2]    1 

1  -H  e„  =  s '^ 


[2f-t-2,  — 2] 


qaare  est 


(  456  ) 

[2r  -1-  2,  —  2] 


g[2r-^l,  — 2]     1 


L2r  -4-  2,  —  2] 
sive 

«+i 


«     F 


_^       g,t2r-f-l,-2]  [2f-Hl,  —  2]f   1 


oe-Hi 


[2r  -f-  2,  —  2]         [2r  -i-  2,  —  2] 


/2r'-f-2«-4- 1  \ 

\2r  -4-  2«  -4-  2  / 


[2r-t-l,  — 2]  _1 


[2r-i-2,  — 2J 
Quia  autem  est 


2r-4-2a-4-l_  —1 


2r  4-  2«  -+.  2  2r  -t-  2«  4-  2  * 

habes  serìcra 


(i-l)(i  +  é,)  =  i- 


*  N,*    .    A   »       *        ^  r2r  >4-  1,  —  2]     1 

[2r-4-2,  —  2] 


sive 

«-»-i 

C2rH-2,— 2] 
ergo  est 


(457) 
Addiiamenium.  Qua  prò  r  =  0   et  prò  p  positivo  fanctio 

r 

^p  negativa  est,  sed  prò  r^O  simolqae  p  positivo^  si  modo 

1 

p>  ì  sit  ^  functio  <^p  itemque  ì una  cum    denomina- 


tore 1  +  6;>  positiva  est,  pari  modo  numerator  in  formula  (9) 
semper  positi?us  esse  debet.  Quare  est  utique 

r 

<Pp  <C2r  —  1  prò  r  >  0  eip  positivo ,  si  />  >  1  est. 

§.7. 
Analyticum  theorema  stibsidiarium  ad  priìicipaUi 

r  r 

$erm  prò  Qp  et  <bp  transformandas  profertur. 

r  r 

Series  prò  Sp  et  $^  (in  §.  4  et  5)  esposi tae,  quibns  am- 
barum  functionum  definitiones  praebentur,  parum  idoneae  sunt 
ad  computandos  earura  functionum  valores ,  in  quibus  nume- 
rus  p  negativus  est.  Quadam  autem  fortuna  Gnitae  illarum  fun- 
ctionum expressiones  algebraicae  sunt  derivatae,  quae  semper 
ad  calculos  vocari  possint,  sive  p  positìvus  sit,  sive  negativus. 
Res  in  co  polissimum  nitilur,  ut  valores  quantitatum 


0^  = 


K(«  - 1) 


^-i.._*,=i-  K(»-f) 


maiore,  quam  quae  in  functionum  6^  et  ^p  vaioribus  ,  qui 
proximi  sequunlur,  computandis  spectatur,  subtilitate  ac  diii- 
gentia  compulaveris. 

Attamen  poslulari  licet,  ut  baruro  functionum  valores  ex- 
primantur  in  seriebus  quibusdam  ad  usura  aptis  ,  quae  prae- 
sertim  tum  convergant,  quum  p  negativus  et ,  quod  ad  abso^ 
lutam  ipsius  quanlitatem  pertinet,  minor  sit  quam  1;  quo  qtdr 


«y-',-  ' 


r 

•9- 

•r 


(458) 

r  r 

dem  in  casu  primariae  series  prò  Sp  et  ^p  piane  inoliles  sant. 
Ut  tales  series  facili  negotio  derivare  possis  ,  praemittimas 
analjticum  theorema  auxiliariam  ,  qaod  ipsom  ex  alio  qao- 
dam  theorema  multo  generaliore  profectum  est.  Siquidem 
ponis  in  notissima  formala  : 

F(«,  «,  .,  «)  =  S^^  x-  =  S(-  1)-  f'^-^  ^"(1+x)*-  x« 

«'  [e]  W 

«  ce 

a 

elementnm  A  =  —  1,  mntatar  facutlas  [6]  in  ( —  1)*  a* ,  at- 
que  inde  fit 

a  oc 

F{a,  - 1,  c,«)=S(-l)«^  x«  =  s"--^!!^  (1  -F  x)-'-«  «« 

OC  a 

=  S(  -  1)-  If±llifl  (1  +  ^)a-  X-. 

«'CO 

Qunm  vero 

Ce  4- 1]  =  (e  -h  1)  [ci!  et  Ce]  =  (e  —  «  +  1)  [e] 
sit,  igilar 


« 


Cc-t-l]  «-+-1 

,  c-j-1  —et  ' 

[e] 

fit 


(459  ) 

a  oc 

F(a,  —  i,  e,  x)  =  S(-l)«  i^  x»  .=  S  ^-^^  (1  -f. »)-«-«  a« 

o(  a 

M  lei 


ce   e  -t-  1  —  0e 
sire 

«  oc 


r,.,-.,...,=  S(-i,.If->=jA.  s^Xf^r 


a  *    1     »w  oc 


[al       cH-1       /     »     \* 


=  (1  -4-  x)»  S(  —  1)*  — r  7 ("3 )     • 

^  '     ^         '     «•    C-i-  1  —  aU  -Ho;/ 

Quam  aequatioDem  si  mnltiplicaverìs  com  — r  x  ^  habebis 


ce-*-, 


--.arF(a,-l,c,x)=S(-l)«  i ^    x«+' 

OC 


_  g  (aH-l)[c  — g]/     X     v 


«+i 

«•4-1 


» 


=  (1  H.,)-..  S(-l)-  f^  -4-(t^) 


1 

In  qua  si  deniqae  a  —  1  prò  a  y  e  —  1  prò  e  et  —  prò  x 

ponitur,  qaaesitum  theorema  iaveoies  expressam    in 
foviniila  : 


(  460  ) 


«-HI 

1  \       ^,       ^,    [a]    / 1  \«+» 


^F(a^l,-l,o-l,-i)=S(-l)«!:^(i-) 
ep       \  p  /  «+,  \p  f 


M 


«+.        \P  -+-  1/ 
[e] 


/.  1  i"  a— «  [al/     1     \"*' 

=  (H-  ±    S(-l)«  ^-^  ^(-— T         . 

§.  8. 

r  r 

Formulai  acl  functiones  Q'p  »»  —  9^.^^  computandas. 
Quìa  (secandaìn  §.  4)  est 

.  2r  H-  1    1  (2r  ^  l)(2r  -h  3)    1 


e(-p)  = 


2r  -f-  2  ;>  (2r  h-  2)(2r  -f-  4)  p 

(2r -f.  l)(2r  H- 3)(2r  ^- 5)    1 


(2r  -i-  2)v2r  h-  4)(2r  ^-  6)  p^ 
brevitatis  causa  ponimus 

(1)         -è(.,)=èv. 

Tane  fit 

1       é'  =  ^^"^^  1_  (^r  H-  l)(2r  -t-  3)    ^ 
(  '       2r-H2   />         (2r-h2ji2r^-4)/ 

(2r-t-l)(2r-«-3)(2rH-5)  _1^  _ 
■*"  (2r  ^  2)(2r  -I- 4)(2r -i- 6)  p"  ~  "*"  '  *  * 

Quum  autem,  id  quod  ìam  demoostratum  est  j  in  hoc  casa  p 
gualibet  magnitudine  ideoque  minor  quam  1  esse  possit,  haec 


(  461  ) 
series  ita  traosformaDda  est,  ut  tum  quoque  convergati  quum 
p  <,l  sit.  QuoDiam  porro  est  (secundum  §•  7) 


*4-I 


W  lei 


habebis,  si  ponis 


2rH-l  2r-+-2 

a  ==■  et  e 


-2  "*  "-      _2      ' 

itaque 

(c_a)  =  --, 

seriem  transformatam  : 


è'   =S  (g'"  -H ^)  n> -2]  1 

[2r  4-2,-2] 
sive 


(3) 


^v  _ 

1           1 

2»'-<-2  />-+-!  "^ 

1.3 

1 

1 

2r-t-l 

(2r  -+-  2)t2r 
1 

+  4)  (p+ir 

-1- 

-+-  2)(2r  -H  4)(2r 
1.3.5. 

H-G;  (;»-*. 

1)3 

1 

'  (2r 

-H  2)(2r  H-  4;(2f 

■  -1-  6)(2r  ■+• 

8)(P-1-1)4   ' 

Hac  in  serie  permagnus  eonvergentiae  gradns  inest^  adeo  turni, 
quum  p  <C  1  est.  Quum  vero  series ,  quam  diu  p  positirus  , 
ìgitur  — j9  negativus  sit,  Talorem  positivum  habeat^eadem  po- 

r  r 

sitione  facta  functionem  —  @(-p)  =  S'p  semper  posilivam,  igi^ 

r 

tur  6(-|,)  semper  negativam  esse  simul  explanatum  est. 


(  462  ) 
Yalorìbus  0,  1,  2,  3,  ...  .  prò  r  ordine  positìs  prodeaat 
singolae  series  : 

/ 
o ,  •  1111  1.3       1 


2  p-i-1      2.4  (p-l-l)*     2.46  (p-t-1)' 


e'„      —9i.o)      11  1        1  1.3 


3     .     3  4  jJH- 1  •  4.6  ip-hì)'  '  4.6.8  (p-Hl)* 


(4)    {, 

»ev    — e-p)    1111  1.3 


r4 


6   ;»-t-l      6.8  i/H-l)*      6.8.10  (jH-l)* 


9'p_— 9f-p,_  1       1  1         1  1.3     _! 

7  7      "~  8  j»-t- 1*^819  (p4-l/"'"8.10.12(|n-l)i 


et  quae  sant  reliquae, 

quarom  sammos  cooverfentiae  grada»  eo  magis  crescit ,  quo 
major  est  fanctioais  compalandae  index.  Primam  ex  eo  seqai- 
tur  esse 


igilar 

qpiod  quidem  priori  formoiae 


'»     -^T7. 


(  463  ) 


e„  =—-7m : 1 


'P 


R?^ 


piane  congraiL 
Quia  porro  est 


«e-*-i 


lei 
eadeiDy  qaa  supra^  substitione  adbac  serìem  hanc  invenies 

n  -  7)"'  «' 

_  g  [2r-t-l,  —2]  2r-t-l-f-2«/   1    v«+' 


[2,-2] 
sive  erolatam 


(6) 


1/(1  H-  l)'^'   èV  =?r±l  ±. 


(2r-4-l)(2r-H3)         1 


2.(2r  -I-  4)        (p-hì)' 

(2r  ■+-  l)(2r  H-  3)(2r  4-  5)  1 

2.4.(2r  -4-6)  (p  -t-  1)5 

(2r  H-  l)(2r  -t-  3){2r  -4-  5)(2r  H-  7)        1 


2.  à.  6.  (2r  -t-  8)  (;,  4- 1)4  ^  ' 

qaae  aotem  priore  mioas  celerìter  convergit. 

Pari  modo  si  ponis  in  formalis  (5,  6,  8  et  11,  §.4)  —  p 


(  464  ) 
loco  p ,  abeunt  in 

lev  =  1  -  -i-  i»  è'p ,  év  =^  (1-  ev) , 

/3  6       >  »  5  ' 

(7)  /  ev  =  1  -  y  />  ev  ,     et     ev  =g^  (i-ev) , 


|4  8  3  3  7  4 

lev  =  1  -  y  p  ev  ,  ev  =gj^  (i-ev) , 


Q'"  =  1  -  a^n  /»  «'" ,         ev  =  -^  (1  -eV). 

o  >  a  3  r 

Inde  colligitar,  fanctiones  0'^  ,  0'p,  0'p  ,  0'^  ,  .  .  .  0';,  om- 
nes  esse  positivas  et  integras  fractioDes,  quae  indice  r  in  infi- 
nitum  crescente  adpropinqaant 

limiti  . —  . 

1  H-i> 

Finitae  harum  fanctionum  expressioncs  sunt  : 


(  465) 


"  V  s=: 


—  1 


rt«*}) 


1, 


O'p  =  —  Y  ;>  Q  P  Hr  1? 


ev^ 


2.4      »  4 


(») 


e'.= 


1.3.5  ^  ■ 


\i,  2.4.6.8   ,o_       4.6.8  ,      6.8   ,       8        . 


5  2.4.6.8.10  ^  ^, 


4.6.8.10 
3.5.7.9 


/»*- 


6.8.10 
5.7.9 


8.10    ,      10 

et  qaae  sani  reliqaae. 

Addltamentnm.   Io  aeqnatione  (3)  si  poni»  — p  loco  p 
et  dividis  per  — 1,  ipsa  migrat  ia 


Qp     _      1  1 


2r-hl        2r-j-2p  — 1        (2r -+- 2)(2r -f- 4)  (/>  —  If 

1.3.  1 


(2r  H-  2)(2r  h-  4)(2r-l-  6)  (p-1)' 

1^^5 1__ 

(2r  -t-  2)(2r-H  4)(2f  ■+■  6)(2r  -+-  8)  (p  —  1)4 


{  466) 
atque  qaam  sii  : 

é'p        1       1 


2r-+.l      2r-+-2  pH-l       (2r  -+-  2)(2r  -t-  4)  (/»  -h  1)' 

1.3  1 


(2r  H-  2)(2r  H-  4){2»-H-  6)    (p  -h  1)' 
1.3.5  1 


•    •  • 


(2r  H-  2)(2r  -+-  4)(2r  ■+-  6)(2r+-  8)  (p  -f-  1/ 

doaram  scrìeruoi,  al  potcntiis  qaantitatis  —   progrediantar  , 

in  priore  p  -+•  l  loco  p  et  in  altera  p  —  1  locq  p  statuere  li- 
cet;  tunc  quidem  est  prò  i>  ^  1  : 

9'fy-.)  -4-e(y^.)  _  1  1^  1.3  1 


4r  -I-  2  2r  -»-  2   j>  (2r-+-2)(2r-f4)(2r  tI-6)  p» 

1.  3.  5  7 i^ 

**"  (2r-»-  2)(2r  -h  4) .  .  .  (2r  -t-lO)  p*  "^  '  "  ' 

ey,)  —  9>^,) 1  1 


4r  -f-  2  (2r  -H  2)(2r  H-  4)  p' 

.  1^3^5 i^ 

"*"  (2r  -+-  2)(2r  -t-  4)  .  .  .  (2r  -t-  8;  /»« 

1.3.5.7.9 1 

(2r  -t-  2)(2r  -+-  4)  . . .  (2r  •+-  12)  p^ 

Pariter  ponenles  />  ^  1  esse  serics  inveniunlur  : 

j(Qp  ■+■  e  p)—  ^jq-^  ^  -H  (2rH-2)(2r-H4)(2r-t-6)  p^ 
(2r-hl)(2r-i-3)(2r-+-5)(2r+7)(2r-4-9)      1 

-r-  -f-  .  .  .  . 


^^^m^a^m 


(2r-i-2)(2r-i-4](2rH-6)(2r-»-8)(2r-+-l0)  p» 


(  467  ) 

Llh   -fi'  ^  -  (3r  -t-  i)(2r  -4-  3)  j. 
2  ^  ''  '''  "~  (2r  H-  2)  (2r  ■+-  4)  />' 


(2r 


l)(2r  -f-  3)(2r  -»-  5)(2r  -4-  7)    1 


(2r  -f-  2)(2rrt-  4)(2r  ^  6){2r  -+-  8)  pi 


(2r  H-  l)(2r  H-  3)  .  .  .  (2f 
(2r  ^-  ■2)(2r-  -+-  4)  .  .  .  (2r 


11)  J^ 

12)  /)« 


•     •     • 


|Iis  et  prioribus  formulis  ducibas  coroputatio    tabalarum  prq 

r 

valoribns  fanclionum  Qp  statim  conJQiijp  potfsst    tabutis  vaio- 

r 

fam  functioDum  8'p  coDiputaodis;  onde  in  calcalo  quideiq  |Dt 

(IjDpendente  labpns  fere  dimidio  liberatus  eris. 

« 

r  r 

/^ormtJa^  c»d  functiones  9'p  =  —  $(-p)  eompuiandoM 

r  r 

atqm  relqiimes  inter  6'^  et  ^'p  proferuniur. 
Jam  supra  vidimus,  prò  p  positivo  ipsas  fuoctiones 

o         '1  a  3 

—  ^pj<bpj  <S}pj(ppj.... 

psse  positivas.  OioDes  antem  negativas  fieri,  si  — p  loco  p  pò- 
pitur,  Dunc  eiLpKcabiitius. 

Brevitatìs  gratia  iam  ubiqtie  si  poilis 

(1)        *v  =  -  ^i-P) , 

(ex  formula  (1.  in  §.  2)  oritur  series 


e 


(  468  ) 

r ,  _  2f  —  1   1_  _  (2r-lK2r-t-l)   _1_ 
*>  —  2r  -H  2  j)        (2r  H-  2)(2r-|-  4)  p* 

m  <  ■      (2>--l)(2r-+-l)(2rH-3)  _l_ 

^'^  "*"  (2r  ^-  2)(2r  -t-  4)(2r  -t-  6)  /j'^ 

(2r—  l)(2f  -f-  l)(2r  -4-3)(2r  H-  5)  _1_ 
\^  ""  {2r  ^  2)(2r  -I-  4)(2r-t-  6)(2r  H-  8)  />* 

et  praecipue 


•  •  •  ? 


(3) 


o,  _  l    1      1.1   1       1^  i._!:i'^^  i 

*''  —  Y  y~ 24  ^ ^  2.4.6  j»'      2.4.6.8  p< 

1.1.3.5.7     \^  _ 
"^  2.4.6.8.10  /j5       -+-•••  ^ 


igitur 


vel 


(4) 


ex  qua  concladis  ,  functionem  —  $';,  posiliTam  ,    itaque   ^> 
ipsam  esse  negativam  prò  p  positivo. 

Quia  ob  eam  causam  p  qualibet  magnitudine  positiva  idep- 
que  maior  quam  1  esse  potest,  series  (2)  ita  transformandaest, 
ut  prò  ;><;  1  convergat.  Sed  (secundum  §.  7)  est 


a^i    \  P  '  a-(-i      T  ^^  *' 

2r--l     ^  2f-^-2     .  .  _       *  ,1^ 

quare  a  = r-  et  e  s=  ,  igitar  e  —  a  =  —  -^  sia- 


(  469  ) 
iaamiis  ;  sic  protinus  seriem  transformalam  oblines  ; 

*'«  ^     [3,-2]     /  1     \«^' 


= «  ^^^^^.C-xi) 


2r—  1  ,^/j,^-l 

[2r-»-2,  -2] 


«■♦•I 


«■♦- 


,lf+V 


[2r-i-2,  —2] 
nve  evolutam 

0'.  11  1.  3 


2r  —  1       2r  -+-  2  />  -+- 1        (2r-+-  2){2r  -4-4)  (p-+-  1) 

1.3.5 1 

"•"  (2r  ^  2)(2r  -i-  4);2r  -j-  6)  (j)  H-  1)^ 

1.  3.  5;  7  1 


2 


(2r  -+-  2){2r  -t-  4)(2r  -^  6)(2r  -j-  8)  {/»  -t-  1)4 


•  •  » 


ex  qaa  iotelligitar,  fanctionem  $'p  semper  positivam  esse  prò 

p  positiyo  et  prò  r  ^  0 ,  sed  9p  ncgativam,  ali  iam  alibi  de- 
moDstratam  est. 

Similis  est  haec  series  ìlli  (3.  in  §.  5.)  iam  prolatae;  etiatn 
conyergit  qaidem  prò  quolibet  qaantilatis  p  valore  positivo  » 
nec  vero  aeqae  celeri  ter,  ac  modo  commemorata. 

Sed  qaia  etiam  adest  : 

«-•-I  a 

[e] 
ìisdem  substilatioDÌbus  craes  haoc  seriem 
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(470) 

V      \  pJ  ''  «      2r-l-2H-2a  (i^4-  !)«*' 

C2,  —  2] 

sire  erolatam 

(6)/l/"/i  -I- 1^'"'  i'  - ^?!:=*  i i-  (2''-^)(2'--<-*) 

\  r       \     ■*"   »  /  '"^  2r^2  D-l-l"*"     2./2r-t.4) 


2r4-2j»-t-l  2.{2r-»-4)       (/»-+-!)* 

(2r  —  l)(2r  -H  l)(2r  -+-3)  1 


2.  4.  (3r  H-  6)  (p  H-  1)3 

(2r  —  l)(2r  -(-  l)(2f  -+-  3)(2r-4-  5) 


2.  4.  6.  (2r  -H  8)  (jp  -H  1)^ 


T*  •   •   •  > 


qaae  quidem  multo  Cardias  convergiti  quam  series  (5) 

Itidem  —p  loco  p  ponendo  in  formulis  (5,  6  et  7'.  §.  5) , 
eae  mutantar  in 

4  8       3  354 


2r         »~'  »"'       2r — 3  »■ 

,*V  =  1 -5;33  ^  ^V  ,  ^.=    2 -(!-<!.',). 

Definitas  deniqne  novarum  functionum  cxpressiones    praebent 
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bae  formulae 


^  2.4  o  4 


(8) 


3 ,  2.4.6   ,,    o  4.6   ,       6     _^  . 

4 ,  2.4.6.8   ,,     o^,  ,     4.6.8  ,      6.8  , 

^^  =  ■*-  iT33  ^*  <-  *  ')-  rH  ^'  -^rs  p 

--^p  +  1, 
5  2.4.6.8.10  ,,     •    ,  ,    4.6.8.10 

*  " = -  1X33T  p'  <-  *  ")  +  i:3:5:r^* 

6.8.10   ,      8.10  ,       10      .  , 
e.  q.  s.  r. 

r  r 

Nexum  iater  ambas  fanctiooes  Q'p  et  $  p  ilem  directc  ex  ìpsa 
formula  (9.  §.  6)  derivabì^,  si  quidem  — p  loco  p  posHerìs.  Uà- 
de  iam  qaaesita  formula  oritur. 


(9) 


* 

_1^ 

p 

=5 

1 

H- 

1 

r 

1 

2r 

— 

J^r 

X 

1 

•_ 

©'. 

aut. 


(472) 


r  1 


(10) 


igitur  vice  versa 


- ,  2r-l      '' 

Inde  patet  prò  ;?  >•  0  esse 

(11)  $'„  <  ^ — ■    et     ev  <  1. 


Addltamentiim*  Si  deniqoe  in  serie  (5)  —  />  loco  p  pò» 
iiis>  invenies 

^y  _1 1 1^3 1__     _ 


•  a 


itaqae 

^{f^A         1       1  1.3 


2r_l       2r-|-2   f        {2r-»-2)(2rH-4)  j>* 

1.3.5 _1_ 

"**  (2r  H-  2)(2r  -♦-  4)(2r  -f-  6)  />' 

1.  3.  5.  7' 2 

~  (2r  -H  2)(2r  H-  4)02r  -H  6)(2r  H-  8)  />4 

et  quia  ob  formolam  (5)  etiam  est: 


<1>V.)_^    1      _!_ 


1.3 


2r— 1      2rH-  2  p        (2r  H-  2)(2r  -*-  4)  p" 

1.  3.  5  1 


l2r  -+-  2)(2r  -4-  4)(2r-H  6)  />■ 


•    •    •    • 
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combinando  duas  formalas  obtinemus 


■*Vi) -•- *fp-Hi)  _     i       1  1.3.5 


4r  —  a  2rH-2   p      {2r-+-2)(ar4-4)(2r-i-6)  j»» 

1.3.5.7.9  1 


(2r  -h  2)(2r  -H  4)  . .  .  (2r  -h  10)  j>5    ■ 

oy,)  — %p^,)__  1.3  jl_ 

4r  —  2  (2rH-  2)(2r  -t-  4)  ;>* 

*)    ^  1.  3.  5.  7 \_ 

"*"  (2r  -H  2)(2r  -*-  4)l2r-t-  6)(2f  -+-  8)  j>4 

\.  3.  5. 7.  9. 11 J^ 

■*"  (2r  -f-  2X2r  -»-  4) (2r  -4-  12)  /»«"*"** 

poncnies  p  positivam  et  >>  1  esse. 

Eadem  autem  posilìooe  facta  etiam  series  componimas 

JL  /  A        A'  \_  ^^-1  J.        (2r-l)(2r-4-i)(2rH-3)   \_ 
2  (    p-^     p)~  2y_^2  ^  H-  ^2r+.2){2r-t-4)(arH-6)  />* 

(2r  —  l)(2r  -f-  l)(2r  M-  3)(2r  -<-  5)(2r  -l-  7)  J^ 

(2r  -H  2;(2r  -+-  4K2r  -«-  6)(2r  -f-  8)(2r-i-l0)  />5  "*"  " 


^   (i      -^,  .  _  (2r  -  l)(2r  f  lì    1 
2  l    ;>      ^y'— (2r-|-2){2rH-4)  / 

(2r  —  l)(2r  -4-  1)(2r  -4-  3)(2r  H-  5)  _1_ 
(2r  -+-  2)(2r  -t-  4)(2r  ■+-  6)(2r  -f-  8)  i»* 

qnas  quidem  formulas  in  calcalo  independente  valoram  fonctio- 

p  r 

nam  0^  et  <>'f  magna  cum  ntililate  adbibaerìs. 


.  ■*  .  rf 
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ADNOTATIONES  F.  STADER 

ad  secondam  sectionem. 

Qaamvis  nusqaam  io  hac  dispula Iìodìs  scctione  de  modu- 
laribus  funclionibus  ipsis  disseratury  hic  tamcn  ad  modtdarium 
functionum  theoriam  quibasdam  animadvcrsionibus  illustrandam 
iam  aggrediar,  parlim  ut  DOtae  melias  sint  distrìbutae,  partim 
ut  infra  in  iis,  quae  sequuntnr  scctionibus,  in  quibus  praeci- 
pue  de  modnlaribus  integrcdibus  dispntatur,  ipsae  afferendae  ad 
eandem  rem  spectent. 

Potentiales  functiones,  quas  supra  breviter  exposni,  omnino 
siogulares  tantum  formae  modularium  functionum  apparent. 
Hac  in  ratione  posita  est  magna  inter  eas  sìmìiitudo,  quae  non 
solum,  ut  memoria  iuvetur,  designatione  in  oculos  incurrat , 
scd  etiara  principium  totius  modularium  functionum  pertracCa- 
tionis  habcatur  necesse  est.  Hanc  similitudincm  et  cognationem 
paucis  explicaturus  sum.  Ducunt  quidem  functiones  duplae  pe* 
riodi  primum  ad  tria  sequentia  integrai  ia  : 


et 


—3* 


y/-l[ì  -  t'){k"  ^  kU'n  ' 


df 


in  quibus  qoantitatcs  (  et  «  variabiles,  sed  k  et  k'  constaotes 
suDt  ita  comparatae,  ut  semper  k'  ^-^  jfc"  =  1 ,  otraqae  igitor 
mi  nor,  quam  1  sit. 

Si  ponitur  in.  iis  A  =s  0  vel  k'  s=  1,  eradont  formnlae  : 

a)         ^—   f  iriX  —  t')~  *'"*'  *'"  ^'^'  '^''""^  <  =  sin  » , 


1 
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j  =  are  tang(l) ,        igilar    l  =(ang  ti. 


Sìd  vero  ponas  ftsl,  ìdeoque  /;'=0 ,  prodeant  bae  formulae: 
a)    t#  =1    T — ^=tJÌ!>rc  ^àùg  (t)^  ìjj^iuT    ^^'^angu  =sÌD  7  u, 

7)     u  =1  -— — —  =  (4rc  8in(<),  igilur  ^=  §in  u  =  tang  l  u . 

Inde  coUìgeSy  si  numeras  it,  qai  dicitar  modtdusj  Inter  limites 
0  et  1)  aut  numeras  k\  qai  dicitar  eoniugatus  modului ,  inter 
limites  1  et  0  ìnteriectas  est ,  primi  integralis  functionem  t 
contineri  inter  fines  sin  Uj  et  sìnlu ,  secondi  inter  fines  cos  u 
et  cos /ti,  et  tertii  inter  fines  tang  ti  et  tangZti.  Simulqae 
perspicies,  bas  functiones,  quae  non  soFam,  ut  vulgares  cycli- 
cae  et  hyperbolicae  ,  ex  argamento  qoodam  variabili  u ,  sed 
praeterea,  qoem  pleromque  invariabilem  cogitamus,  ex  modulo 
pendent,  permagnum  apparerò  periodicarum  functionnm  genus, 
complectens  innumerabiles  species,  quibos,  ut  modo  dixi,  ipsae 
vulgares  cyclicae  et  hyperbolicae  functiones  tanqoam  simplicis- 
simao  simulqae  finitimae  formae  continentur.  Sed,  quod  ex  mo- 
dulo pendent,  id  ipsum  est  carum,  ut  ita  dicam,  rò  yjxgcotrr]- 
gtaziT^òVj  quo  maxime  a  propinquis  functionibos  discernantur  ; 
quare  summo  iure  moduli  functiones  vel  modularci  functiones 
eas  nominare  auctori  placuit.  Ut  porro  illam  inter  singula  pe- 
riodicarum functionnm  genera  necessitudinem  ipsa  signorum 
deligendorom  forma  ostcnderet,  in  trium  primo  integrali 

_n  dt^ _r dt^ 
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posdit  /cas  sn  tt  j  ita  ut  sit    sin  t4  ^  sd  fi  ^  sin  /  if ,  in  secuD- 
do  integrali 

**     Ji  1/  t(l— ^')(*"H-AV)]    J ,  1/  [*'^-+-(*'— *'')!"— it*<4] 

posait  ^  =  CD  ti,  ita  ut  sit  gos  ti  <:^  enti  ^cos  t  ti ,  et  in  ter- 
tio  integrali 


"""Jol/Ctl-h^tl-HA'T)]      Jo 


dt 


^/^l\^(\^k'y^^k'un 


posuit  r  =3  tn  ti ,  ita  ut  sit  tang  ti  >>  tn  u>>  tang  l  u. 

Ipsasqne  funcliones  nominavit  cycUcum  modularem  sinum^ 
cycUcum  modtdarem  cosinum  et  cycUcam  modularem  tangenUm  ar- 
gunienti  ti  prò  modulo  k, 

Adest  quartum  integrale  primariam 

In  quo  fanctio  t  yalet  |/*(1  ^&^  sin^ti).  Ponendo  ks=tìy  et  X[=l, 
invenies  nunc  esse  : 

1  >l>cos  l  tt. 

Quae  qaidem  fonctio  t  quamvis  pariter,  ac  tres  aliae,  ex  mo- 
dulo pendeat,  eam  tamen  naili,  quod  ad  naturam  eius  perti- 
nct,  functioni,  nec  cyclicae  nec  hyperbolicae  respondere  ,  iam 
ex  finitimis  ipsius  valoribus  intelliges.  Itaque  ea  est  modularis 
functio,  qua  plurimnm  inter  se  differant  functiones  circuii  et 
moduli.  Quam  ob  rem  auctor  ei  nomen  cyclicae  modularii  dif- 
feretUis  imposuit;  eique  analogiae  gratia  signum  doti  attribuii. 

Gharacteres  so,  cn,  tn,  dn  non  solom  simplicitate  ,  verum 
etìam  perspicuitate  excellunt,  nec  ullo  modo  cum  iliis  vulgt- 
rium  circuii  functionnm  signis  permisceri  possunt,  simodo  ubi- 
qno  prò  bis  praesyllabae  sin,  cos,  tang  adhibeantnr. 

Nexns  inter  bas  quatuor  ad  idem  argumentum  u  eundem- 
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qoe  modalam  k  relatas  fanctiones  exprimitar  his  formulis  : 

su*u  H-  cn  ti  =1  ,  tD  u  = , 

CD  ti 

1 

CD  ti=  i/*(l  —  sn'u),  1  -+-  tn^ti  =  2-i—  > 


(1)  jsnti=ri/'(l  -  cn*ti), 


CD  ti 

lH-tn*u         1 


iD^'u  sn'tt 


dn  ti  =  1^(1  —  k^sn^u)  =  [^(k'^^k\n^u) 

=  (l^cn'ti-HA''sn'ti), 

i                i  /^l  -h  k'hn^u                    I  /"  1— dn*u 
dn  u  =  ■/     -T --Y—  ,      to  ti  =  1/     3-^j Tj 

Porro  est  : 


sd( — ti)  =  —  sn  u  9  ln( — u)  =  —  to  ti , 
cn( — u)  =  co  ti ,        dn( — ti)  =  do  u. 
Argamenlain  ti  si  ponitur  =  0 ,  fit 

8n0=0,    cuO=l,    tnO=0,    doOsl. 

Quamquam  modolares  functiones  et  valgares  cyclicae  po- 
tentiales  functioDes  inter  se  differunt ,  illae  tameo  ad  has  in- 
tercedente qoadam  fanctìone  facile  reduci  possant.  Quumenim 
snti  inter  fines  sin  ti  et  sin/u  contineatur^  poni  licet  sn  ti=8inf , 
unde  sequìtur  cn  u  =  cos  9  et  tn  ti  =  tang  9  ,  Arcua  9  hac 
siroplici  aequatione  constilutus  vulgo  ampliiudo  argumenti  u  prò 
modido  k  nominatur;  qui  signis  sic  exhibetur 

9  =  am  u        et  viceversa        ti  =  arg  am  (9). 

Inde  sequìtur 

su  ti  OS  sin  am  u  )        tn  ti  =  tang  am  ti , 

cn  u  =  cos  am  tf  ,        dn  ti  =  ^(1 — i'sin'am  u). 
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Quae  quidem  est  oa  scribendi  ratio,  quae  ab  omnibus  fere  rece- 
pta  esse  videtur.  Alii  igitar  quantitatem  am  11=9,  non  argamen- 
tam  u  ipsum  cogitaot  variabile.  Sed  multam  abest,  ut  taDtam- 
modo  brevitatis  gratia  argumentura  u  ipsum  habeatur  variabi- 
le; sed  permalta  sunt  integralia,  ubi  potissimum  argumentum 
u  appareat  quaesitae  quanti tatis  sola  exprcssio.  Gontra  si  alii 
ipsa  functionum  forma,  id  quod  plerumque  fiat  necesse  est,  in- 
dicere  volunt,  argnmcnta    amplitudinum  esse    variabilia   cogi- 
tanda,  formulae  tam  latae  atque  extensae  evadunt,  ut  uno  in 
conspectu  videri  nequeant,  propterea  quod  inde   quaelibet  ea- 
rum  elegantia  ac  necessaria  cuivis  espressioni  brevitas  prorsus 
ablata  est.  Praeterea  nullo  profecto  modo  negari  licei,  illa  scri- 
bendi ratione  non  valde  quemquam  defatigari.  Guius  quidem 
rei,  ut  puto,  quemvis  facile  convincam,  si  nonnullas  paucas  ex 
multis  illis  quam  siroplicissimis  atque  elegantissimis  formulis  in 
auctoris  theoria  modularium  functionum  expositis  hic  allaturus 
fuero. 

DilTerentialia  modularium  functionum  sic  exbibentur: 

3  su u  =  cn u  dn ti  du;  d  cn  u  =  — - sn  ti  dn ti  du ; 

/o\  1  'dn  ti 

(2)  y  d  tn  ti  =  — T-  3tt        ;  d  dn  u  =  —  k^snu  cnu  du: 
^  cu  ti 

d  am  u  =  dn  u  du . 

Pro  9  =  am  ti  est 

3y 


r 


àZ\    9 


„  1/  (1  -  **  sin» 

71 

quod  integrale  si  intcr  fines  0    et  —  sumitur  ,    valor    argu- 

« 

menii  u  per  dC  designatus  modvdaris  quadrans  vocatur;  igitur 
est 
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et  inde  seqailar  esse 

sn  dt=l,  CD  Dt  =  0  ,  tB  ^  =  —,  do  Dt  =  1/^(1  —  k')zl^. 

Praeterea  est  : 

am  0  =  0 ,   ara( — u)  =  —  am  ti ,  am  3t  =  —  . 

Porro  facile  in?eniontur  et  rctatìones  : 

/     K  >>  am  u^  l  M  y 

(3)  ]     ?  <  arg  am  (?)  <  ^y , 

Modalares  fanctioDes  si  ad  coaiugatam  modulqm    referendae 
mnt,  breviter  hoc  modo  scribantur  : 

sn'u  j  cn'u  9  tn'u  ,  dn'u,  am'u  . 


le- 


d  modalam  coniugatam  k'  spectat  eliam  modularla  qaadrans 
',  qui  acque  ex  k'  pendet,  ac  dC  ex  modulo  k',  qaare  qua- 
drante» cKl  et  cMl'  etiam  comuyati  nomioantur. 

In  memoria  retineas,  quae  sequantur,  notas  amputatas: 

amc  u  =  am  (dC  —  u)j 

snc  u  =  SD  (9t — tt)  =  sin  amc  «=  sin  am  (3t  —  w), 
cnc  u  =  cn  (9C. — u)  =  cos  amc  ti  =  cos  am  (dt  —  ti), 
toc  u  =  tn  (dC — u)  =  tang  amc  u  =  tang  am(dC  —  ti) , 
dnc  ti  =  dn  (»t— tt)  =  l/^d'^khut'u)  =i/^[l— fc'sn^St— ti)] 
_p/^(l  _fc»  sin'  amc  u)  =  [/"[l  —  i'sìn^  (9t  —  w)]  , 

quae  sìgna  introdncta  sunt ,  propterea  quod  functiones  argu- 
nienli  ^  —  u  ,  quod  complemenium  argnmenti  ti  vocatur^  tam 
irequcnter  adhibentur.    Sunt  autcm  simplicissimac  relationes, 
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quibus  fanctiones  complementi  ad  fanctìones  ipsias  argomeoti 
et  vice  versa  redocantur.  Ac  qaidem  est 

f  cn  ti  CQc  ti 

snc  u  =  T ,  sn  u=  t ,      igitar      snc( — u)  =  snc  ti , 

dn  u  dncu         "  ^      '  ' 

A'sn  u  k'snc  u    .  .  ,       , 

cnc  u  =  — ; —  ,  cn  ti  = ,  igilur  cnc(— u)  =  — cnc  tk 

dn  u  due  ti  ^      '  ^ 

1  1 

tnc  u  =  7j ,  tn  M  =  -r: ,  igitar  tnc( — m)=  ~tnc  ti , 

,.,    ,  Aftuu  A'inctf      o  \       , 

(*) 

*'  V      .  , 

dnc  u  =  - —  •  dn  ti  = ,  igitar  dnc  ( — u)  =dnc  u  , 

dnu  dncu 

n  .     /Vsnu\      n  /^nw\ 

amc  ti=  77 are  sin  |  -— 1=  — are  cos  (t— I 

2  Vdn  tt  /      2  \dn  ti/ 

'.  =  -^j are  tang  (A'tn  ti). 

Hae  qaoqae  complementi  fonctiones  si  ad  coniugatam    moda- 
lam  referendae  sunt ,  scribontur  snc'ti ,  cnc'u  ,  tnc'u  y  dnc'ti , 


amc'u  . 


Binomii  modulares  fanctiones  vario  modo  evolutae  sant  , 
qaae  qaom  propter  ipsarum  gravìlatem,  tum  eo  Consilio ,  at , 
quem  visum  habeant  formalae  praecepta  ratione  scriptaei  me- 
lias  conspiciatar,  hic  locum  aliquem  teneanl. 

.       ,^    sn  a  cn^  dn  6  H-  sn  A  cn  a  dn  a 

Snfa  *-6)- -1 ; r jr , 

^        '  1  —  A*  sn^a  sn^*  ' 

(5)  i 

sn  a  cn  A  dn  A  —  sn  i  cn  a  dn  a 

Sn(a b)=  r ;- 2 JT 9 

^        '  1— *^  sn'^asn^A 

sn  a  cn  i  -f-  sn  i  cn  n  dn(a  H-  h) 
sn(a-HÌ)= -^^ , 

.,  sn  a  CU  i  — sn  A  cn  a    dn(a  —  b) 
9n(«-6)= —^ , 
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(7) 


,      -,  sn  a  CO  &  do(a  -H  i)  -H  so  6  cn  a 

«n(a+6)= 5— 1 .  , 

dn  a  * 

sn  a  CQ  i  dofa  —  &) —  so  i  co  a 


8o(a — A)= 


da  a 


(8) 


,,  sn  a  dn  i  -H  8Q  6  dn  a  cn(a  +  i) 

sn(a-+-i)= ^:—i ' , 


cn  h 


sn(a — ò)= 


sn  a  dn  i  —  sn  i  dn  a  cn  (  a  — h) 

cn  & 


(9) 


.,   sn  a  dn  6  cn(a  -H  i)  -4-  sn  i  dn  a 

sn(a+ft)= ^ > 


sna( — 4)= 


cn  a 
sn  a  dn  &  cn  (a  —  h) —  sni  dn  a 


■*■»•■ 


cna 


(10) 


,,  sn  a  dn  a  cn  A  -4-  sn  i  dn  i  cn  a 

8n(a-+-6)=-;^ T— 1[ 73 2 -.  , 

dn  a  dn  6  +A  sn  a  sn  6  cn  a  cn  6 

sn  a  dn  a  cn  i  —  sn  i  dn&  cn  a 

Sn(a 6)=-j 3— r 73 r-  , 

dn  a  dn  6 — k  sn  a  sn  6  cn  a  cn  ó 


(11) 


,       ,.        sna  snci -^  sn&  snca 

sn(a-f-4)=7| rs r-  , 

^  1  -f-  K  sn  a  sn  6  snc  a  snc  h 

sn  a  snc  h  —  sn  i  snc  a 
^  1  —  A;  sn  a  sn  6  snc  a  snc  4 


(12) 


sn  a  cn  a  dn  i  +sn  ft  cn  4  dn  a 

8n(a-4-i)=- r 7-3 T— 7  Ji 

'  cn  a  cn  6  H-  sn  a  sn  6  dn  a  dn  6 

sn  a  cna  dn&  —  sn  i  cn  i  dn  a 

sn{a— Ì)=3— — 7 7~; 3 — r  ji 

cn  a  cn  A  —  sn  a  sa  6  dn  a  dn  ^ 


(13) 


(14) 


(15) 


(16) 
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,,  sn  a  snc  a  H-*  sn  i  snc  b 

sn(a-|-A)= 7— .  , 

snc  a  snc  6  -f-  sn  a  sa  6 

,     ,      ,  V  SD  a  snc  a  *—  SD  &  snc  b 
sn(a — ó)=  •    : 

snc  a  snc  ó  —  sn  a  sn  A 

,       ,,  cn  a  cn  i  —  SD  a  sn  ft  dn  a  dn  £ 

cn(a-4-4)=— — -r 7^—3 ^.  , 

^        '  1  —  *^sn*a  sn^A 

,.  cn  a  cn  i  -1-  sn  a  sni  dn  a  dn  i 

cn(a — 6;=  , 75 — = ai  J 

^        '  \  —  k^  sn'a  s.n**  ' 

cn(a  +  A)  =  cn  a  cn  i  —  sn  a  sn&  dn(a-H  b)j 

|cn(a  —  i)  =  cn  a  cn  i  H-  sn  a  sn  i  dn(a  —  A); 

/     ,       >x  cn  a  —  dn  a  sn  6  sn(a  «4^  b) 
|cn(a^-4)=- -^^ , 

\     ,       „  cna  +  dn  a  snftsnfa  —  b) 

[cn(a— i)= 


(17) 


cn(a— A)= 


cn(a — ò)= 


cn  b 

cab  —  dn i sn  a  sn(a  -f-  b) 
cn  a 

cn  &  +  dn  £  sn  a  sn(a  —  b) 
cna 


(18) 


cn  a  dn  a  cn  i  dn  i  —  V^  sn  a  sn  6 

cn((H-ò)=r r—i 73 1 1  > 

I  '  dn  a  dn  A  -i*  A  sn  a  cn  a  sn  6  cn  0 

« 

cn  a  dn  a  cn  i  dn  i  -f-  k!^  sn  a  sn  & 

cn(a'^Ì)=>i .    ,        ,2  i^       t   i 

^  dn  a  dn  6  —  k  sn  a  cn  a  sn  6  cn  6 


cn(a-*-i)=> 


cn  a  cn  i  —  cnc  a  cnc  b 


(19) 


icn(a— a)=— 


A* 
1  -^  77?  cn  a  cn  i  cnc  a  cnc  & 

cn  a  cn  &  +  cnc  a  cnc  6 


1  —  jj^cjxacxib  cnc  a  cnc  b 


(  483  ) 


cn(a-f-i)= 


(20) 


cn(a— 4)= 


cn  a  cnc  a  —  cn  b  cnc  b 
cnc  a  cnb  —  cn  a  cnc  b    ' 

cn  a  cnc  a  *H  cn  &  cncb 


cnc  a  cn  4  »f-  cn  a  cnc  b  ' 


(21) 


^  ,       ,,    tn  a  dn  4  H-  in  4  dn  a 
tn(a-4-6)=, ; , 

'  1  —  tn  a  dn  4  tn  &  dn  a 

^..      tn  a  dn  6  • —  tn  i  dn  a 
a — b)=^ — ; 

1  -H  tn  a  dn  4  tn  4  dn  a 


r  tw^r 


(22) 


ln(flH-i)=: 


sn  a  dn  a  cn  i  H^  sn  4  dn  4  cn  a 


ln(a— A)= 


cn  a  dn  a  cn  ó  dn  ó  —  k!^  sn  a  sn  4  ' 
sua  dn  a  cn  i  —  snb  dn  4  cn  a 


cn  a  dn  a  cn  ó  dn  6  -4-  k!^  sn  a  sn  6 


^tn(a-f^)-^^  a  dn  ó  —  4'"  tn  a  In  A  ' 


(23) 


(n  a  dn  a  —  tn  i  dn  A 


ln(a—  ò)=  , : — ; r^r ;     J 

.    ^        Wnadn  b^k'^inainb    ^ 


(24) 


r            z\  ^"  ^  ^"^  —  ^'  sn  a  sn  A  cn  d  cn  i 
^•^"(«^)= l-A'sn'asn^* 

dn  a  dn  &  +  A'  sn  a  sn  i  cu  a  cn  i 


dn(a— *): 


1  —  A^  sn^a  sn^é 


f  dn(a+ò)= 


(25) 


dn  a  —  fc*  cn  a  sn  4  sn(a  H-  b) 
dnó 


,  ,       „  dn  tf  -+-  *'  cn  a  sn  i  sn(a  —  b) 


♦  (  484  ) 

,^  dn  ò  —  K*  sn  a  cnb  snfa  -4-  b) 

dn(a4-J)= ; .' 

da  a 

(26); 

_  ,       ,,  dn  i-f-^^sn  acn  i  sn(a  —  b) 

dofa— -6)= ; 

dna 

ÌdD(a-4-a)=  dnadn  b  —  A^  sa  a  so  i  co(a  -fr  b) , 
do(a — b)=  ina  àat  -^ k^  sna  snb  ea(a -r-ò)  ; 

[  dn  a+i)=- -— -; , 

I  da  a  dn  0  -H  «  SD  a  SD  0  co  a  cno 

(28) 

I  ,  ,       ,,       dn^a  dn'i  +  *"  *"  sn^a  sn'i 
;  dn(a — 6)=;  : 

^  dn a  do  i  —  k^  sn  a  sub  cnaca  b 

-,       -,  dn  a  tn  a  —  do  6  tn  & 

dn{a-t-6)=:v-7 r — 7  , 

j  '  do  6  In  a  —  do  a  tn  6 

(29)  ^ 

1-  ,       -,  dn  a  tn  a-f- dn  i  tn  i 

dnfa— Ì)=-T — ; ; ;    . 

do  0  to  a  +  do  a  to  6 

1am(a  -{-  ^)  =  are  taDg(tn  a  dn  i)  H*  are  tang(ln  b  dn  a), 
am(a  —  b)  =  are  tang(tn  a  dn  i)  —  are  tang(tQ  i  dn  a)  . 

Primnoi  ex  bis  formolis  modnlares .  funetiones  reali  periodo 
praeditas  esse  collìges.  Est  enim,  si  m  namerum  integram  si- 
gnificata 

ani(tf  -+-  2m  9t)  =  m  jt  -+-  am  u  , 

sn(u  -4-  2m  ^)  =  (— l)"*  sn  u  , 

(31)(     cn(M  -+-  2m  dt)  =  (—!)"•  cn  u  , 

tn(ti--h2md(l)=tnt«, 

dn(ti  -h  2m  dC)  =  dn  u. 

Atque  inde 


(  485  ) 

sn(u  4-  4m^)  =  sn  w ,  ciì(u  -|-  4mX)  =  cn  u  , 
(32)  {  V  /  , 

ln(u  -+-  4m9t)  —inuj  dn(u  -H  4iw9t)  =  du  m  . 

Quoliescunque  igilur  commune  quataor  modularium  funclio- 
num  argunicotum  u  quanlilale  49t  aut  crevit  aut  decrevit , 
lolies  iidem  haruni  fuiiclionum  valores  redeuol;  itaque  moda- 
lares  fuoctiones  reali,  ul  vulgares  polenlial.es  cyclicae  fuaclio- 
nes  ,  periodo  ,  cuius  tircuitus  est  =  4^  ,  inslruclae  sunl. 
Ouam  ob  ipsain  causam  valor  ^  oominalus  est  modularis  qua- 
drans. 

Modulares  binomii  fuocliones,  quae  ad  argumenli  comple- 
menlum  relalae  sunl,  sic  exhibentur  : 


(33) 


(      snc(a4-6)=  ^"  ^  ^"  ^  c"  b  dnb  —  k""  sn  A  sua 

dn'a  dii'6-h- A'A'^su'asa'6 

cn  o  dn  a  cn  A  dn  &  H-  A'^  sn  6  sn  a 


snc(a— i)= 


dn^a  dn"6  -t-  k'  k''  sua  sn^A 


(34) 


(35) 


(36) 


(      nnoó.  .  A\       ,f  ^^^  d^fi  cn  b'-h  shb  dnó  cna 
i      cnc(a-+-o)=  k .        

*  dii^a  dn^*  -h  k'  k"  sn^a  sn'A       ' 

.,  sn  a  dn  a  co  &  —  so  &  dn6  cn  a 

cnc(a — b]=  k — _ 

^         ^  dna  dii'b  H-  k'  A;'»  sn'a  sn'ò       ' 

cu  a  dn  a  cn  é  dn  i  —  A'^  sn  a  sn  * 
tnc(a-4-i}=  -y^ 

A  'sn  a  dn  a  cn  6  -+-sn  6  dn  ó  cn  a)  ' 

^     ^       ,,       cn  a  dna  cn  A  dn  *  -+-  A''  sn  a  sn  A 
lnc(a— A)= — ; 

k  ^sn  a  dn  a  cn  b — su  b  dn  b  cn  a) 

.     ,       ,^       A'(dn  a  dn  A-f-  A^sn  a  cn  a  sn  A  cn  A) 

dnc(a+A)=  r- : 

^        ^  dn^a  dn^'A  h-  A^A'^  sn'a  sn^A 

,     ^       ,^      A'(dn  a  dn  A  —  A*sn  a  cn  a  sn  A  cn  A) 

dncfa — A)=  -- — • i 

^        ^  dn^a  dn^A  -4-  A"A'"  sn'a  sn^A  * 
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(  486  ) 
Vulgarium  c^clicaram  fanctionum  arcus  si  reddìius   piane 
ìmaginariaSy  adhuc  reminisceris  esse 

sÌD(ut)  =  t  tang  lu  f 

cos(ut)  =  —-  , 

cos  lu 

taiig(ut)  =  t  sin  lu  ; 

sia  vero  modularium  funclioaum  argumealafo  plano  im%gi* 
uarium  est,  ut  ad  functioncs  reali  argamento  redacanlur  ,  ia- 
terccdente  quadam  funclioDe  opus  non  est.  Scd  ia  eiusmodi 
casa  fuQctioDes  unius  moduli  in  functiones  ad  alterum  modu- 
lum  coniugatum  relalas  mutantur;  ac  quidcm  est 

Isn(m)  =f  tn'tt  ,  tn(m)  =t  sn'u  , 
1  ,  dn'u         1 

cnttt)  =  -;-,  dn(ttt)  =  — ;-=  —^  ; 
cnu  cnu      sncu 

et  viceversa 

sn\uì)  =  t  tn  u  ,  tn'(ut)  =  t  sn  u 

(38)  <  1  dnw  1 

f     cn (ut)  = ,  dnVwf )  = = 

^  cn  u  cn  u 


sue  u 


undc  scquitur  esse 

tn'(m)  snUui) 

sn  u  =  — : —  ,     tn  u  =:  — 7— 

(39)- 

1  ,  dn'(ttt)  1 

cn  u  =  —7- — ^^  ,     dn  u  =      ,       =  — ■ , 

cn  (ui)  cu'(ui)       sììc\ui) 

Atlamen  ,  quod  ad  cetcrum  pcrlinet  ,  in  utroque  casu   transi- 
tus  ad  functiones  reali  a  functionibus    iinaginario   argumenlo 
oninino  inter  se  similes  esse  statini  intelligitur. 
Pariter  erues  : 


j 


m 


{  487  ) 
,    ,        1        dnc'*     .    ,   .,  1     _  1    dnc'w 

ik\n!u      ik!  -^        V        i'cn'u        ,,      . 

'cnc(ttt)=  4^^  ^  coc'« ,  (rnc(«.)  =  -j^  =  A'siic'a; 
un  ti        K 


én'u 


et  TÌceversa 


/ 


l         dnc  u 
^  dn  M         k' 


(41) 


€lic'(tt<)  = 


toc'(m)  = 


ik  snu       ti 


dn  u 

_! 

tA  sn  u 


=  -r-cnctt, 

1     dnctf 
tk    cnc  u 


kcn  u 

dnc' lui)  =  — '  =  *  snc  u  ; 


unde  evadant 


snc  u 


dnc\tti) 


(42) 


k 


,    tncu 


k'sn'iui)  • 


k' 


cnc  u  =  -r  cnc'(««)  »  «J^c  u  *=  A'8nc'(M»  ). 
ik 


His  praemissis  facile,  quae  seqaantur,  formalas  derivabis  : 


(43) 


(44) 


cn(a  —  bi)  = 


sn  a 

dn!^  H-  t  sn'i  cn'i  cn  a  dn  a 

1  ^  dn'a  sn'^A 

sn  a 

dn'6  —  t  sn'b  cn'b  cn  a  dna 

1  —  dn"a  sn'^b 

cn  a 

cn'b  —  t  sn  a  dn  a  sn'b  dn'b 

1  —  dn^  sn'^A 

cn  a 

cn'b  + 1  sn  a  dn  a  sn'i  dn'i 

sn{a  -f"  bi)  = 


sn(a  —  bi)  = 


cn(a  -h  bi)  =  ^ j-^r—fr, > 


1  _dn"a  sn'"6 


tn(a-l-J»)  = 


(  488  ) 
sa  a  cn  a  cn'b  da'b  -h  i  dn  a  sn'b 


1  —  an'a  da'^'b 
(45) 

^  ,       ,^       SO  a  CD  a  cn'b  àn'b  — •  dn  a  sn'b 
in(a — bn  = 


dn(a-}-if)  = 


1  —  sn^a  dn"*  ' 

dn  a  dn'ó  cn'é  —  t  A'  sna  cna  sn'A 


1  —  dn"a  sn'*i 
(46) 

dn  a  dn'i  cn'*  -f-tA^g^^  ^^^  g^^/^ 

dnfa — *t)= : 

^  ^  1  —  dn^a  sn'^ó 

/       ,A  /Inadn'Jv  _ 

am(a+ii)  =  are  tangf  — T~)~^*  ^^"'^  5ang(sn'6  dna), 

(47)  ; 

/       1  .\  .       /In  a  do'óv      .  ,      „      ,    . 

ain(a— 6i)  =arc  tang( — — _!_»  ^rc  5ang(sn'6  do  o). 

Ex  qaibas  quidem  formalis  emcrgunt  hae  : 

sn(u  ■+-  2«  ^f)  =  sn  u  , 
cn(w  -+-  2t  9t')  =  —  cn  H , 

(48)  ^     tn(u  -h  2i  9t')  =  —  tn  tt , 

do(w  +  2i  dC')  =  —  dn  »    et 

am(u  ■+■  2i  dO.')  =n  —  am  u  . 

Aut  generatìm 

sn(« -t- 2nt  3t')  =  snM  , 
cn(M  -t-  2m  di!)  =  (—1)"  cn  u , 
(*^)^     tn(«  -h  2nidi')  =  (—1)"  tn  u , 
dn{M  H-  2m  3t')  =  (—1)"  dn  u  ; 

ideoque 


•"',\!-A.»*'<VTìi 


(50) 


8D(tf 

cd(u 
tn(t« 
dn(u 


Ani  3t') 

4ni  JMl') 
4nt3t')  = 


(  489  ) 
sn  u  , 

:  CD  U, 

intf  9 
doti  ; 


4mSHl4-4m3C)  =  sn  u  , 
4mDt-+-4m9t')=cou, 
4m3{l-4-4nt3t')=lnu, 
4m  3t -+•  4m  J)t')  =  dn  u. 

Inde  colligis,  modulares  functiones  dtq>la  periodo  oc  quidem  eo-i 
dem  tempore  et  reali  et  immaginaria  periodo  praeditas  esse  y  eas-- 
que  igitur  comprehendere  et  vulgarium  cyclicarum  et  vìdgarium 
hyperbolicarum  functionum  proprietatesj  circuitum  vero  realis  pe- 
riodi esse  =  4c)C.  ,  et  imaginariae  periodi  esse  =  Ai  dV» 

Permultas  adhuc  ex  formulis  bis  fundamentalibas  decur- 
rerc  relationes  per  se  ìpsum  ìntelligitar.  Nonnullas  notatu  di- 
gnissimas  praecepta  ratione  scriptas  hic  afferam. 

Fnnctionibus  duplicis  argomenti  derivalis  facile  invenies 
esse  : 


i 


■  -4 
\ 

'i 


(  490  ) 


SD 


k  sn  a 


(52)/    eoa: 


tn 


dna: 


V 

V 
V 


1  —  cn2a 
1  -H  dn2a 

1  —  dn2a 
cD2a 

dD2a  +  cn2a 


saea 


Asnc 


cii2a 


1  /"l^-  dn2a 


1  -4-  dn2a 
1  —  cn2a 


CDC 


dD2a  +  cn2a 
dn2a  -H  cii2a 


cn  2a 


dnc  a 


V 

V: 

V'- 


—  CD2a 
dQ2a— cn2a 


dD2a 


(53) 


C  sn(a  -h  *)  -H  sn(a  —  6)  == 
f  8n(a  -4-4)  —  sn(a  —  J)  = 


2sna  CD  4  dn  ft 
1  —  *"sn^a  su'*  ' 

2sn  i  cn  a  dn  a 
ì  — A'^sn^a  SH*A 

2cn  a  cn  i 


cn(a  —  A)  -+-  cB(a  -f-  6)  =i ri — 2 «i  > 


(54) 


2sci  a  sub  dna  da 4 


(55) 


cn(a  —  b)  —  cn(a  -h-  b)  = — r -3 — 5 57 

'  '  ^  '  1  —  A  sn  a  sn  6 


2sn  a  cn  a  dn  i 

tn(a  •+•*)•+"  ln(a  —  i)  =  — ^ ^r 775 — 5 ìt  > 

^  /  ^^      V  /        ^^^^  cn  6  —  k    sn  a  sn  6 

2sn  i  cn  4  dn  a 

iiìla  -hi)  —  tn(a  —  6)  =  —5 jr rj, — i ri  > 

^  '  ^  '        ""^a  cn  6  —  Ap     sn  a  sn  ft 


cn 


2dn  a  da  i 


dn(a  —  6)  -4-  dn(a  -+-*)=  . ,.,—2 ^   , 

^  '  ^  '       1  —  **sn^a  sn^ó 


(56) 


dn(a  —  4)  —  dn(a  -h  A)  = 


2A;^  sn  a  cn  a  sn  i  cnb 
1  —  A'sn'a  sn'6        ^ 


(491) 

cn  2i  —  cn  2a 
sn(a  -t-  6)  sn(a  -  A)  =  ^26-h-dn2a  ' 

(")<;snc(a  +  J)  snc(a  -  i)=  j^2i+da2«  ' 

.V      ,         ,.      dn24  — dn2a 
^  '  cn  26  -h  CQ  2a 

.               ,.       cn  26  dn  2a  -f-  cn  2a  dn  26 
cn(a  +  b)  CD(«  -  A)  = dQ2i-i-dn2a 

(58), 

,     ....         ,,     cn26cln2o  —  cn  2a  dn  2o 
cnc(«  +  b)  cnc{a  -  b)=  j„>^^da2a ' 

cn26 — cn  2a 
ln(a  -f-  6)  tn(a  -  6)  =,„  26  dn  2a  +  cn  2a  dn  2*  ' 

,v       /         ,»  cn26-4-cn2a 

tnc(a  -+-6)  tnc(a  —  6)= — ,,,  .    . ; — ; — -r  ; 

^  '       ^  '      cn  26  dn2a  —  cn  2a  dn  26 

cn26  dn2a+  cn  2a  dn  2') 

dn(a  H-  6)  dn(a  —  6)  = ^rj ^t , 

^  '     ^  '  cn  26  +  cn  2a 

.       _.        cn  26  dn  2a  —  cn  2a  dn  26 

dnc(a  -4-  6)  dnc  a— 6)  = rr -— 

^  '        ^         '  cn  26  —  cn  2a 

^  ,   .         ,^        cn  26 — cn  2a     sn  2a  H-  sn  26 

ln(a  4-  6)  dn(a  —  6)  =  — ^r —  =  -  — 

.  ^  '        sn  2a — sn  26      cn  26  H-  cn  2a 

(6t) 

,.   ,  ,  ,.         cn  26— cn  2a      sn  2a  —  sn  26 

ima  —  6)  dn(a  -+-  6)  =  — z- t-=  -■  ; 

^  '      ^  '        sn  26-i-sn  2a     cn  2o  -f-  cn  2*  ' 

IV  j  /       IX  .       1      /o    .  on     ®"2a  dn26-4-sn26  dn2a 
lnfa-f-6)  dn(a-4-6)=tangJam{2<H-26)= 

,^^v«     *  CD26-Hcn2a  > 

(62) 

.  /       n  j  /       Ax  .       T      /o      ojL\     »n2adn26— sn26  dn2a 
ln(a— 6)  dn  a— 6)=langìam(2a— 26)= . 

^        '      ^         '        *        ^  ^  cn  26  -t-  cn  2a 

et  quae  «uni  relìqiiae. 


(  492  ) 
Postquam  licct  paacas,  vcl  tainen  gravissimas  formulas  ex 
auctoris  theoria  modulariam  functionuro  modularìumque  m(e- 
graliom  sumtas  hic  composui,  unamqueniquc,  qnam  insigoem 
habeant  et  iliustrem  visum,  iam  perspexisse  dubitari  non  po- 
test.  Sed  at  novae  haius^  quae  auclori  propria  est ,  scribendi 
ralionìs  praestnntia  rouilo  magìs  patescat,  forniblarum,  qnasat- 
tuli,  unam  aul  alteram  vulgari  modo  scribam.  Aliter  exhibea- 
tur  formula  (2) 

tang  am(a  -f-  b) 

sin  ama  cos  amftl/*(l-fc^sin'ama)+sin  ami  cos  araal/'^fl — £^sin^am&) 

cos  ama  cos  amft^/  (ì'k^sìu^sìma)\/  (l-k^siu^amb) — A' 'sin  ama  siuam6 

aut  formula  (29) 

l/[l  —  i'sin*am(a  H-  4)] 

tang  am  a  [/'(ì — A*sin*am  a)  —  lang  am  b  [/'lì — A:^sìn^am  b) 
tang  ama  1/  (1 — A^sin^am  b)  —  lang  am  b  [/  (1— A'sin'am  a) 

aut  formula  (33) 

sin  am  [9t  —  (a  -H  b)']  =  sin  coam(a  —  b) 

cos  ama  cos  amò  [/'{ì-k^sìn^ama)  1/^(1-A*sin*am6)-A'*sin  ama  sin  ami 

(1— A^'sin^am  a)(l— /c^sin'^amé)  -*-  A"**''  sin'^am  a  sin'am  b  ' 

aut  formula  (36) 

[/^(l-fc'sin*am[»t-fa4-J)])=  [/^(l—  A'sin'coam  (a-i^)) 

A'[|/"(1-A*sin*ama)  i/'(l>A^sin^amA)-hXL^sinamacos  ama  sin  ami  cosami]^ 

(1 — A^'sin^am  aj(l — A'^sin^ami)  -4-  A'*'*  sìn^am  a  sin'am  b 

aut  formula  (57) 

sin  am(a  H-  b)  sin  am(a  —  b) 

cos  am  2b  —  cos  am  2a 


4/^(1  —  A'siu'am  2ó)  -+-  [^(ì  —  A'  sia'  am  2a)   ' 
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aùt  formula  (60) 

l/^[l  —  ft"sin^am(»t  —  a  —  4)]  ^^[l  —  *'sin^ain(dt  —  a4-A)3 

=  1/  [l— *'sin''coam(a  -♦-  A)]  l/[l  —  A*8Ìn*coaiii(a —  ò)] 

cos  am2ó  [/'{ì — *^8in^aro2a)— cos  am  2a  i/(l — **sin'ain  24) 
"*  cos  am  24  —  cos  am  2a  ^ 

ncque  aliam  habcbant  faciem  ceterae  formuiae. 

Be  vera  baram  expressionam  nimìa  latitodioe,  quae  qaam- 
libet  formolaram  elegantiam  destringìt ,  gravitar  commoTearis 
Decesse  est.  Imo  contendere  iicet,  si*  qais  cum  ìstis  expressio- 
nibus  maìores  calculos  suscìperet^  fore  ut  mox  omnem  fere 
animuro  abiiceret.  Etiamsi  ,  ut  fieri  splet,  loco  ama  et  am4 
simplicia  signa  ponerentur,  quo  formuiae  aliqua  ex  parte  eoo- 
traberentur  :  tamen  prò  am(a+4) ,  am(a — b)  ,  am(2a) ,  am(24) 
respondeotia  signa  adbiberi  non  possent  j  sed  cuilibet  barum 
amplitudinum  nova  signa  introducantur,  necesse  csset.  Sin  vero 
nibìlo  secius  eiusmodi  substitutiones  factas  esse  fingamus^mnl- 
tum  abest,  ut  formuiae  adhnc  satis  perspicuae  sint  exbibitae; 
namque  tali  modo  omnia,  quìbus  dignoscantur  modulares  fun- 
ctiones  a  vulgaribus  cyclicis,  signa  extinguuntur.  Accedit ,  ut 
nunc  amplitudines  ipsae  ,  non  amplitndinem  argumenta  quan- 
titates  appareant  variabiles,  id  quod  ,  ut  commemorari  saepe- 
numero  ne  licitnm  qoidem  est.  Ergo  cbaracteres ,  quos  qna- 
dam  fortuna  auctor  excogitavit,  non  solum  prae  ceterìs  longe 
praeferendiy  verum  etiam  ubique  in  usum  vocandi. 

0  ftWfi  0 
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SULLE   STELLE  CADENTI 

LETTERA 

DEL  Sl«.  W.  PISTOLfiSI 

AL  COMPILATOBE 


Pisa  15  Settembre  1852. 
Sig.  Proressorc 

Pabblicai  Tanno  1850  nei  di  lei  applauditi  Annali  (  Tomo 
I.^  pag.  90)  una  nota  sulla  mancanza  di  rapporto  fra  le  appa^ 
parizioni  delle  stelle  cadenti  in  frequenza  delle  aurore  boreali^ 
delle  meteore  luminose,  e  degli  aeroliti  e  pioggie  terrose^  ed  appog- 
giai qaelT  assunto  ai  resultati  che  presentavano  i  fatti  notati 
negli  anni  1840,  1841,  1842  e  4843.  I  resultati  per  i  succes- 
sivi quattro  anni  confermando  il  quasi  completo  isolamento  di 
ciascuno  dei  suddetti  fenomeni  degli  altri ,  credo  proprio  di 
farle  la  comunica7Ìonc  di  questi  ulteriori  resultali. 

Per  il  1844  si  hanno  notati  116  giorni  di  apparizioni,  di 
questi  giorni  n.^  105  danno  uno  o  più  fenomeni  delia  stessa 
specie,  e  soli  11  giorni  presentano  o  due  o  più  fenomom  di- 
Tersi. 

L'anno  1845  ha  giorni  94  di  apparizioni,  dei  quali  88  di 
fenomeni  della  stessa  specie^  e  6  giorni  di  due  o  più  fenome- 
ni diversi  fra  loro. 

L*anno  1846  dà  159  giorni  di  apparizioni  ,  dei  quali  139 
con  uno  o  più  fenomeni  della  stessa  specie  ,  e  20  giorni  di 
due  o  più  fenomeni  diversi. 

Finalmente  nell'anno  1847  ebbero  luogo  120  giorni  di  ap- 
parizioni, dei  quali  100  con  uno  o  più  fenomeni  della  stessa 
indole,  e  20  con  due  o  più  fenomeni  diversi. 

Cosi  i  quattro  anni  presentano  soli  57  giorni  con  appari- 
zioni promiscue,  mentre  432  sono  i  giorni  con  apparizioni  di 
una  sola  specie. 

Ho  voluto  ancora  vedere  cosa  davano  i  miei  appunti  per  i 
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40  anni  antecedenti  al  1840  ,  cioè  dal  1800  al  1839.    Rileyo 
pertanto  in  850  giorni  di  apparizioni    notate    de*  fenomeni  di 
cui  parlo,  soli  62  giorni  si  hanno   colla    concomitanza  di  due 
o  più  fenomeni  fra  loro  diversi. 

Giova  qui  aggiungere  ehc  siccome  alle  epoche  del  10  e  11 
agosto,  e  del  12  e  13  novembre  si  ha  la  periodica  ricorrenza 
delle  stelle  cadenti  ^  se  in  qaei  giorni  avrassi  più  frequente 
concomitanza  dì  fenomeni  differenti,  noi  potremo  da  ciò  deso- 
mere  una  nuova  riprova  dell'indipendenza  degli  uni  dagli  al- 
tri vitali  fenomeni.  Ecco  i  resultati. 

Negli  anni  1844,  45,  46  e  47  si  ebbero,  come  si  vede  di 
sopra,  57  giorni  di  fenomeni  promiscui.  Fra  questi  giorni  di 
fenomeni  promiscui,  per  l'agosto  dair8  al  12,  ne  abbiamo  13, 
e  per  il  novembre  dairil  al  13  giorni  7;  in  totalità  giorni  20. 
Questo  numero  è  assai  forte  a  fronte  del  numero  37,  che  ri- 
mane per  tutti  gli  altri  giorni  di  apparizioni  dei  quattro  anni, 
ed  altamente  certifica  Tenunciata  indipendenza  di  ciascuno  dei 
contemporanei  fenomeni. 


COMPIMENTO  DEL  PROBLEMA    DEL   SIC.  JOACHIMSTÀL 
SU  LA  TEORIA  GENERALE  DELLE  SUPERFICIE 

NOTA 

DEL  PROV.  «.  RIAIIVAHLDI 

L'illustre  Sig.  Joachimstal  nel  volume  30  del  Giornale  di 
Creile  ha  date,  senza  dimostrazione,  le  equazioni  delle  super- 
ficie di  cui  le  linee  di  curvatura  sono  disposte  in  piani  che 
passano  per  un  "medesimo  asse.  Per  risolvere  il  problema  pro- 
fittando delle  formule  di  Gauss,  suppongo  che  linee  piane  di 
curvatura  debbano  passare  per  Tasse  coordinato  z}  che  uno  di 
quei  piani  sia  rappresentato  dalia  equazione  x  =  y.tang  X  .  e 
che  le  coordinate  di  un  punto  qualunque  della  superficie  sia- 
no funzioni  delie  variabili  indipendenti  X,  /x  ^  e  le  equazioni 
delle  linee  di  curvatura  sono  dX  =  0  ,  du  =  0  ;  epperò 
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dx  3r        3y  dy     ^   dz    dz ^ 


d[jL  d\        3|x  3X        3^a  3X 
3y    3?         3y  3x^  3^j?        /3z    3j?       dy  dx\    3*y 


(oy     05  oy    ojC\ 

àia  3X  ~  3X  3a/ 


3]UL  3X         3X  d[jL'dii  3X      \3jex  3X        3X  dfi'dii  3X 

/  3a?  dy         dx  dy  \   d^z     ^ 

■^  '  5/x  3X  ~  3X   djihfi  3X  ~    ' 

che  si  devono  integrare  :  Siccome  a;  =  y  (ang  X  ,  da  quelle  de- 
rivano 

3y   3y   dz        /3y\''^_      3^     3^y         3y      ^'*  -4> 
^  ^      djìl  3X   3ix  ~  \  j/l/   3T  ~  ^  3ix  3^'^''3jx  diidl"  ' 

Poslo 

3y  . ..  _  1 


la  seconda   diviene 


qaindi  l'integrale 


3^  ? 


/     3^\       dz 
^M'^3^)=3X' 


3z 


essendo  ^  funzione  arbitraria  di  [i.   Questa   equazione,  cioè 

i    ^  -     ^       ^jL 
y    d[i'  z-^ip  dil  ^ 

e  la  (1)  ci  danno 

y  (y  UngX  H-  ^)  -h  (s  4-  (/,)  ^  cos'X  =  0., 
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dalla  quale,  ponendovi 

^  cos  X 

deriva 

dv  du     ^ 

ed  integrando  t>*-f-  u*  =/>*(ix)  :  ove  p  è  funzione  arbitraria  di 
/x.  Se  ora  poniamo 

V  =:  p  cos  T  ,       u  =  p  sen  t 

la  equazione  (3)  ne  porge 

1      ar  _     1       3</; 
cosT'a/x"   p^a)  djjL 


epperò 


sen  r  = 


1  -  m  e 


J  p  dfl  ^ 


cos  T  = 


lH-|(X)e     ^P    ^^ 
2l/§(X)e    ^'^   '^ 


1    3^ 


-21-  -^3|x 


essendo  ^  funziono  arbitraria  di  X  :  onde  abbiamo  per  ultimo 
js  =  p  sen  T  —  (//9y  =  pcosTcosX9  x  -  p  sen  r  sen  X 

formole    che    comprendono   quelle  particolari  date  dal  Signor 
Joachimstal. 

RICHIAMO  STORICO  SU  LE  SUPERFICIE  PARALLELE. 

La  Memoria  del  Monge  ricordata  nelle  osservazioni  da  me 
inserite  nel  fascicolo  di  maggio  1852  di  questi  Annali  si  legge 
nella  Istoria   della  R.  Accademia   Francese    per   V  anno  1781 


(  498  ) 
pag.  666.  La  lettura  di  quella  classica  memoria  mi  ha  sugge- 
rito il  seguente  Teorema  :  «  Le  rette  che  insieme  a  due  cop- 
»  pie  di  parallelle  comprendono  trapezi  equivalenti  infiluppa- 
»  no  una  parabola  conica.  » 

CALCOLO  DI  UN  OBBIETTIVO  ACROMATICO  A  TRE  LENTI 
BfiL  B0TT^  AJVOELB  PORTI 

Allievo  matricolato  della  R.  Scuola  normale  di  Pita. 

Nelle  Lezioni  manoscritte  che  il  chiarissimo  Prof.  MossoCti 
ha  compilato  per  uso  degli  studenti  di  questa  università  di 
Pisa,  si  trovano  esposti  con  un  processo  elegantissimo,  le  con- 
dizioni generali  di  perfetto  acromatisnio  di  un  istrumenlo  ot- 
tico qualunque. 

Le  otto  formulo,  alle  quali  egli  giunge,  e  la  cui  dimostra- 
zione, credo,  che  apparirà  qoattto  prima  al  pubblico  negli  kn^ 
naii  di  questa  università,  sono  le  seguenti  ; 


r'     dS       "«-' 


(«) 


'..-.     J 


f  -   —  *  -  — 


r-l 


s^-.. . 
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di'  ~      d^^        d|*       ""Uf  d|*      / 

dfì_     dPj^       dP^          /dH  dCo8-'x.\ 

ds*  ~      de»  "*■    d£»        ""V  de  dr     / 

d?"  ~       d?*         d?»        ""Id?'  d^»     / 

dQ;_     dQ^        dQ,,..           /dH  Cos-'x.v 

'd4*~    dr      dr     "Hdr  dr  / 

1  d  log  A 


}*2 


dO^  _     dQ^r       dQ^,  _^   /dH  __  dCos-'Xr\ 
ds^"  ""      ds*  "*■    ds''         ""'•Vde'  de»      / 


d  log  A 


Par  H-— Q:ir 


1_^         ds' 

A 


0   dQ'^  _     dQ.,      dQ,^,  /dH       dCos-'xA 

d?'  ~      d?"         d?'        ""•Vd?"  d?*     / 


d  log  A 
1^      "dT" 


1  "ar  "^  *  Var 

le  eqaazioDÌ  (a)  spettando  airabbrcTiazione  cromatica^  e  le  (b) 
alla  sferica. 

Ad  esse  va  sempre  unita  anche  la  seguente 

J-    1.     JL  JL—  1. 

Per  intendere  il  significato  di  queste  formule,  aggiungo  che  a^ 
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plicandole  al  caso  di  un  obbiettivo  acromatico  a  tre  lenti,  di- 
notando con  Pi  9  P2  f  P3  ì  Pi  9  ps  9  P6  i  sei  raggi  di  curvatura 
delle  loro  superficie  consecutive,  e  con  [Xi  /x,  (X3  gl'indici  di 
refrazione  delle  sostanze,  di  cui  le  medesime  sono  composte, 
ponendo  : 


(«) 


II,     \      1 

1 

1— /*./.      pi 

■  p. 

[lì     1  __  Jl^ 

1 

1  —  i*  !  fi             P.\ 

P4 

[li           1               1 

1  —  /*5  /s           pS 

1 

P6 

111 

—  = \ 

?.         pi            p» 

111 

93           P3           Pi 

111 

?5        P5        Pe 

ho  dedotto  nella  supposizione  che  l'oggetto  sia  ad  una  distan- 
za infinita ,  che  la  immagine  si  dipinga  in  un  piano  e  che  la 
grossezza  delle  lenti  sia  trascurabile,  dalle  (a),  (e)  le  seguenti 
relazioni  : 

111 

(1)  S.  ^-HS,  ^--hS5jr-=0, 

Ji  /3  J5 


(2)  0  =  0 

L     L     *  _  JL 

fi        f^       fs         F 
dove  Si    S3    S5    rappresentano   poteri  dispersivi    delle    lenti  ; 


(2') 


(  501  ) 
,fi,fz.fs  le    loro    distanze  focali  principali  e  TF     quella  dell' 
obbieltivo  composto;  e  dalle  {jk) 

^?  l       *  /i  L^'  9.2       ^  1  -  f.,  /.  9.  -^  (l-f..)^  /.' 


2  ±--^-2      ^        J--L-4-2     ^'      -il 


1_  _1 1_  _1 


1  111  M^  1 


?%  1  —  /*:«  /3    ?J  1  —  /*3  /s' 

11,  11  .1 

^  l^ì  f-  —  -^  ^  l^i  T'  7"  -+-  */*5  7z 
yi    ?3  yi  y3  y I 


/i    93  J 


1     1 

fA5 1 

(i-jttsr/s^ 


_ J. Ar   i    o  f^'s   li 

4/5^'?%  l-Fs/s   95 


^1         «         1  11         O.M' 

2-^-4-2-  .   o     f*. 


9*5  1  — /A5/5    95  1  —  ^*5/5 

11  11  1 

4  ^57-  — -+-4f*5  7-  7--+-4  fA5  7:3 
y 3   95  73  y 5  ./3 

.  1     1 

ys  95 

11.11.11,1 

yi   95  y«  ys  y «  y3  /i 
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m*,     11  /  j_      1  \ 


4    -L  L  i- 

yi  y»  yi 


11     «11/    1        1  \ 

(1  —  {l.{)zr  -r  -H  2  ^    TT^ft, fA5   —  ) 


ft'3 


1-1*3/3* 


/l  1  V 


,11/1  Iv 

'AA^^'  ?T  -  ^»  fV) 


f*5 


1  .  1/J_ 


i-M7/7^^^V5y, 


fi 


\) 


«1/1     i\/i     i\ 

fsVi     /a  >'T3        f 5 /J 

^iFa    -1/i J^ i^         g      f^'^        L  L 

2  L'^'  f,  V.        1  -  ^.  fj  i- 113/3  A 

1  /      M.,       1  /A3        ^\ 

/.  ^1-f*./.  l-(*3/3^ 

/a  ^93        1  —  fi3/3  '  1  —  ^*5/5  Yi     /a  ' 

Yi      /a  /M  —  fta  A      1  —  f*5  /s  ' 
Vs  'iPs        1  —  «5  A  / 
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-)]= 

95  '  J 


0 


;nT  =  (^. -H  1)7-  -- 


"■^j? 


{/*3 


(/*5 


1      1 

1    1 

ys  p5 


H-3 


f*5 


*    1 

2^37-  j- 


(4) 


.^)=<' 


/; 


dQ  _       1 

df  ""  '^'y. 


ft3  7- 
Ji 


/*5    ^=0 


(5J 


d£2' 


_r/l,l\a*,        1        1        1/1  u,      1\ 

_ »( '    ±1(1- -U J^ r*,-^^ r) 

■*"/5    1  -  fx,/3   "*"   a^Va  \93  "^  1 
2   /s'os        95        i 


f*3 


f*3/ 


^) 


f*3/; 


\  1  tXr,  fcl 


^    n      */*    -i.         ^5  *\   1 


1~  /*i  /i  *^  Vi  ?3  1  ^  /*.  /i         1  — /A3  /}  / 
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_    ^X  —^-(-  -    -H ^    -H ^    — \  (6ì 


J^   1     =.0 


|§-'  =  0  =  0  (7) 

de  ' 


|;=o=o  ,8, 


Abbandonando  Tequazione  (5) ,  che  è  resa  incompatibile  dalle 
relezioni  fra  i  poteri  rifrangenti  e  dispersivi  delle  sostanze  soli- 
de che  s*inipiegano  ordinariamente  nella  costruzione  dei  tele- 
scopìi^  indi  facendo  sparire  T  F  ,  le  equazioni  (3)  j  (4),  (6)  si 
riducono  con  degli  artifizj  di  analisi  alla  forma  seguente: 

dQ       1,„  ^,1     ì        ^,  ,,111 

-— =-^  2|tx,  H«l)^  _  H-  2    (13  -H  1  — 

d?        4     '^  /i    ?  I  ^  fi  fi    93 

1  11  111 

^  /3   ?  3  yt  ys   95 


r^   ^1^1   1^1  f^3(2/x-3  -  5^3  -4-  4)  Jl 
^^'        ya^  93        4  (1  -  /X3)^  /a 

1  11  111 

^(2/X5  +  l)^  -^-H20x5  +  l)^i-f. 

^  c/5     9  5  /3     /S     95 


3 


(/,,^l)*     1.     *    f*s(2ft%-.5^s-4.4)   1 


A'    ?5  4  (I-/X5)'  /s» 


(  SOS  ) 


„  11/1  1     V 

"•"  ^^5  7-  7^(7-^-  7-) 
111 

/i  /a  /s 


11  1  11 

-+■  {/^3 -+•  1)7-    —  -+-f^3^T-^  %!   77-7- 
y3     ?>3  /3  73   jTi 


(4') 


11  1  1/1        1  \ 


(6',    Ì^  =  J-l^l_Jil-±=0 


Poste  le  nostre  equazioni  sotto  questa  Form»,  la  legge  con 
cui  procedono  i  diversi  termini  é  più  facile  a  rilevarsi  ,  ciò 
che  offre  un  mezzo  di  passare  agevolmente  da  esse  a  quelle 
spettanti  ad  un  maggior  numero  di  lenti. 

L'esame  delle  ottenute  equazioni  porge  alcuni  corollarj  ,  i 
principali  dei  quali  sono  i  seguenti  : 

1.^  Qualunque  sia  il  numero  delle  lenti  costituenti  X  ob« 
biettivo  acromatico,  il  grado  delle  equazioni  ,  le  quali  ci  de- 
vono dare  i  raggi  di  curvatura  delle  superficie,  non  monta  mai 


(  506  ) 
al  disopra  del  secondo  ,  purché  però  si  assamano    determinaCe 
le  f,  e  che  ci  arrestiamo  ali*  approssimazione    di  cui  ho  fatto 
qui  uso. 

2.^  Se  ley  sono  indeterminate  ,  il  grado  delie  equazioni 
non  supera  generalmente  il  sesto. 

S.""  La  sesta  superficie  del  nostro  obbiettivo  ,  dalla  parte 
della  immagine  deve,  per  l'equazione  (6)',  essere  piana,  come 
risulta  prendendo  la  semidifferenza  della  3*^  e  &^ ,  delle  po- 
sizioni (a). 

Le  trasformazioni  e  riduzioni  colle  quali  ,  dalle  equazioni 
generali ,  ho  eonseguito  le  formule  esposte ,  si  troveranno  in 
uno  scritto  che  il  prefato  Prof.  Mo^ssotti  si  propone  di  aggiun- 
gere, come  appendice  ,  alla  Memoria  con  cui  pubblicherà  la 
sua  teoria  degli  strumenti  ottici  :  frattanto  farò  conoscere  due 
applicazioni  numeriche  che  ho  fatto  delle  medesime. 

Nella  prima  ho  supposto  le  due  lenti  estreme  di  Flint  iso- 
focali e  la  media  di  Crown. 

Valendomi  degl'indici  di  refrazìone  dati  da  Fraunhaufer , 
ed  escludendo  la  seconda  radice  dell'equazione  di  2^  grado  a 
cui  si  giunge,  il  sistema  più  idoneo  di  raggi,  è  il  seguente 

—  =  —  2,  0953 


vm.  i9^ 


tu 
O 


1 


—  =  -i-  0,  4380 


es 

a 

a 


=  —  0, 1929 


_1 

Pi 

—  =  —  2,  8419 

Pi 

—  =  —  2,  3984 

P6 
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Il  Sibilo  -— *  8(»  ad  radicare  che  la  saperficte  rivolge  -la  eonca- 
vUd  dalla  parte  della  immagìoe  ,  e  il  -H  dalla   parte   dell'ego 
getto.  La  (6g.  1)  dà  un'idea  di  quest'obbiettivo. 

Nella  seconda  applicazione,  bo  supposto  indeterminate  le/* 
ma  ho  stabilita  la  condizione  del  contatto  della  lente  di^Cro* 
Tvn  con  quella  di  Flint  dalla  parte  della  immagine. 

La  equazione  del  6.^  grado  si  riduce  al  5°,  la  quale  aven« 
do  sempre  una  radice  reaUj  mi  sono  fatto  a  cercarla»  valendo 
mi  dei  soliti  mezzi  di  approssimazione.  Per  essa  bo  ottenuto 
il  sistema  seguente  di  valori  dei  raggi. 
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La  (fig.  2)  dà  pure  un*idea  di  questo  obbiettivo. 

Darò  in  seguito  ulteriori  ampliazioni  a  questo  soggetto  ; 
facendo  che  vi  sia  coruaito  anche,  tra  le  superficie  2^  »  3^  ,  e 
perciò  abbandonando  la  equazione  (6').  Le  sesta  superficie  non 
sarà  allora  più  piana,  ma  ne  differirà  di  poco.  Calcolando  poi 
l'occnlare  farò  in  modo  che  per  suo  mezzo  si  correggano  gli 
errori  risultanti  dallo  abbandono  di  tali  equazioni. 

Pisa  17  settembre  1852. 
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SULLA  DERIVAZIONE  DELLE  CURVE. 

LETTERA 

BEL  SIC&.  PBOV.  CI.  BELLATITIS 
AL  COmPILATOBE 

Padova  2.  Novembre  1852. 
Sig.  Professore 

Ella  ed  altri  Geometri  ebbero  più  yolte  occasione  di  con- 
siderare qaelle  curve  derivale  ,  che  sono  i  luoghi  geometrici 
dei  piedi  delle  perpendicolari  abbassate  da  un  dato  punto  sulle 
tangenti  di  curve  date  :  queste  ed  altre  maniere  di  derivazio- 
ne possono  facilmente  esprimersi  col  calcolo  delle  equipollenze 

1.  Se  da  un  punto  fisso  O  si  tirino  a  tutti  i  punti  M  di 
una  curva  le  rette  OM,  e  su  ciascuna  OM  prendasi  la  ON  ad 
essa  inversamente  proporzionale,  tutti  i  punti  N  costituiranno 
una  curva  che  io  dissi  inversa  della  M.  Questa  derivazione 
viene  espressa  dalfequipollenza  (ce)  ON^l:cjOM*  Dove  con 
rj  (conjugata)  indico  una  retta  che  si  ottiene  rovesciando  la 
OM  intorno  alla  retta  che  si  considera  d*  inclinazione  nulla  ; 
perlocché  cj  OM  ha  la  stessa  grandezza  della  OM,  e  ne  ha  in- 
clinazione uguale  ma  col  segno  cangiato. 

2.  Per  esprimere  una  curva  si  suppone  che  la  retta  OM 
sia  equipollente  ad  una  funzione  della  variabile  t ,  la  quale  è 
suscettibile  di  tutti  i  valori  reali.  Segnando  con  d  i  differen- 
ziali ,  o  y  se  si  ami  meglio,  le  derivate  prese  rispetto  alla  t , 
dOM  dà  la  direzione  della  tangente  alla  curva  nel  punto  M. 
Prendendo  la  derivata  deirequipollenza  (a)  si  ottiene  la 

(/3)  dON  =  —  cj.  dOM  :  (cjÒM)* 

la  quale  secondo  i  principii  del  metodo  delle  equipollenze  (  e 
posto  attenzione  all'  effetto  della  caratteristica  cj  di  mutare  il 
segno  delle  inclinazioni),  dà 

(7)        inc.dON  =  —  ine.  dOM-f-  2.inc.0M  j 
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tale   a   dire  le  tangenti  di  dine  curve  inverse  M  ,^  N  sona  egual- 
mente inclinate  sul  comune  raggio  vettore  OMN,  md  in  verso  op^ 
posto. 

3.  Dal  punto  fisso  O  si  abbassi  su  ciascuna    tangente    alla 
curva  M  la  perpendicolare  OP,  la  quale  si  prolunghi  d*  altret- 
tanto in  guisa  che  OS  sia  equipollente  a  2.0P,  cerchiamo  qual 

sia  la  natura  della  curva  di  tutti  i  punti  S,  la  quale  eridente- 
mente  non  differisce  dal  luogo  geometrico  dei  piedi  P  se  non 
se  per  avere  dimensioni  doppie.  —  La  retta  MS  è  ugualmente 
inclinala  alla  tangente  MP  (  la  cui  direzione  dicemmo  espres- 
sa da  dOM)  della  MO  ,  ma  in  verso  opposto,  e  queste  MS, 
MO  sono  eziandio  uguali  ;  per  lo  che  ha  luogo  V  equipollenza 
MS  :  dOM  ^  cjMO  :  cjdOM  ,  che  sostituita  nella  identica  OS 
=  OM  H-  MS  dà 

($)  OS  =  OM  —  cjOM.  dOM  :  cj  dOM. 

4.  Differenziando  si  ha 

(6}  dOS  =  cjOM  (dOM.  cjd'OM  —  cjdOM.  d'OM)  :(cjdOM)\ 

Il  binomio  compreso  tra  parentesi  essendo  la  differenza  di  due 
monomii  tra  loro  conjugati^  produce  Teffetto  di  mutare  V  incli- 
nazione di  un  retto;  perciò 

(?)        ine.  dOS  =  —  incOM  -h  2  ine.  dOM  ±z  90.° 

Confrontando  colla  direzione  di  MS  si  vede  che  la  curva  S  ò 
perpendicolare  ad  MS,  che  è  la  direzione  del  raggio  di  luce 
emanato  dal  punto  O  e  riflesso  dalla  curva  M.  Per  questa  pro- 
prietà della  S  di  tagliare  ortogonalmente  i  raggi  riflessi  dalla 
M^  ne  fu  detta  la  caustica  secondaria,   e    meno    inesattamente 

r 

potrebbe  dirsi  la  sua  sviUupante  -  caustica^  perchè  infatti  è  una 
delle  sviluppanti  della  caustica  dei  raggi  riflessi  da  M. 

5.  La  curva  It  sìa  Inversa  della  S,  vale  a  dire  su  ciascun 
raggio  vettore  OS  prendasi  la  lunghezza  OR  in  modo  che 
OR.  0S=  1.  Per  Tequipollenza  (a)  avremo 

{yj)      OR  =  1  :  cjOS  =  dOM  :  (cjOM.  dOM  —  OM.  cjdOM). 
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A  motivo  del  biaomio  differeova  di  due  monofnii  tra  loro  oonh 
jagali  qaesla  (yj)  dà  i'ioclioazioQe  della  OR  che  é  anche  qaet* 
la  della  OS, 

{^)  ine  OR  =  ine  OS  =  ine.  dOM  ±z  90% 

il  che  Doo  fa  se  non  se  ripeterci  che  la  retta  OR  ò  perpendi* 
colare  alla  tangente  MP  d^lla  curva  primitiva  M.  Il  raggio 
vettore  OR  è  inversamente  proporzionale  alla  distanza  OP  della 
tangente  MP  dal  punto  6sso  0;  alla  curva  R  io  dò  il  nome  di 
reciproca  della  M. 

6.  Senza  ricorrere  ad  alcuna  considerazione  geometrica  ,  e 
solo  applicando  il  calcolo  differenziale  alle  equipollenze  si  trova 

OM  =  dOH  !  (cjOR.  dOR  —  OR.  cjdOR) , 

la  qual  equipollenza  essendo  identica  alla  (rj)  mostra  la  pcrfet* 
ta  reciprocità  tra  le  due  curve  M,  R;  per  cui 

(0  ine.  dOR  =  ine  OM  =±=  90% 

cioè  il  raggio  vettore  OM  di  una  curva  è  perpendicolare  alla 
tangente  della  curva  reciproca^  ed  è  inversamente  proporzionale  al- 
la distanza  di  essa  tangente  dal  punto  fisso  0.  Sottraendo  fra  lo- 
ro le  (d)  (()  si  vede  che  il  raggio  vettore  OM  incontra  la  curva 
M  sotto  lo  stesso  angolo  (ma  di  segno  opposto)  in  cui  la  r«rt- 
proca  R  è  incontrata  da  OR ,  e  per  la  (7)  questo  è  pure  l'an- 
golo sotto  cui  OS  incontra  la  S  inversa  della  R.  —  La  deno- 
minazione più  opportuna  della  curva  S  (  o  se  si  voglia  della 
curva  dei  punti  P)  sarà  Inversa  della  reciproca^  o  più  spedita* 
iB«iiie  inverso-reciproca  della  ÌAy  la  quale  è  a  sua  volta  Reci-^ 
praco- inversa  della  S.     . 

7.  La  Sé  inversa  della  R,  questa  ò  Reciproca  della  M,  e 
questa  ò  Inversa  della  N  :  continui^amo  tale  progressione,  e  la 
ìi  sia  Reciproca  della  T,  questa  sia  Inversa  della  U  ,  ecc.  La 

reciprocità  tra  la  T  e  la  N  dà  in  forza  della  {rij, 

OT  =  dON  :  (ojON.  dON  —  ON.  ejdON) 
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e  sostituendovi  la  (a)  si  ha 

(k)  OT=(OM)^:OS, 

equipollenza  osservabile  per  le  due  relazioni  che  essa  esprime, 
Tana  tra  le  grandezze,  l'altra  fra  le  inclinazioni  dei  raggi  vet- 
tori OM  ,  OS ,  OT.  —  Questa  curva  T  Rec^oeO'inversa  della 
M  è  quella  che  riflette  i  raggi  emanati  dal  ponto  O  in  altri 
raggi  normali  alla  data  M;  ossia  la  M  è  Tinviloppo  dei  circoUf 
che  hanno  i  centri  sulla  T  e  passano  pel  punto  O. 

8.  La  U  Inversa   della  T  è  subito  data  (a)  da 

(X)  OU  =  1  :  cjOT  =  (ON)*  :  OR. 

E  la  X  Reciproca  della  Ut  e  perciò  Reciproco-inversa  della  T 
è  data  (x)  da 

(/x)  OX  =  (OT)'  :  OM  =  (OM)^  :  (OS)'. 

Poscia  per  la  Y  Inversa  della  X  si  ha 

(v)  OY  =  (ON)^  :  OH)'  ; 

e  cosi  in  seguilo. 

9.  Possiamo  prolungare  la  serie  di  curve  .  .  .  .  Y,  X,  U,  T,  N> 
M,  Ry  S  anche  nell'altro  senso,  e  nello  stesso  modo  troveremo 
che  la  curva  Y  Reciproca  della  S,  e  perciò  Reciproco-inverse 
reciproca  della  M,  é  data  da 

(§)  OV  =  (OR)'  :  ON  ; 

poscia  la  W  Inversa  della  Y  é  data  da  ^ 

(o)  OW=(OS)':OM; 

la  Z  Reciproca  della  W  da  OZ  =  (OR)^  :  (ON)'  ,  e  così  in  se- 
guito. 

10.  Nella  duplice  serie  ...  Y,  X,  U,  T,  N,  M,  R,  S,  V,  W,  Z... 

le  M,  S,  W (ognuna  delle  quali  d*  InversO'reciproca  della 

precedente)  formano  la  serie  delle  derivate  positive  del  Roberts; 
le  M,  T,  X  . . .  (ognuna  delle  quali  é  Reciproco-inversa  della 
precedente)  formano  la  serie  delle  derivate  negative.  Le  eepreS' 
stoni  delle  curve  .  .  .  X,  T,  M,  S,  W .  .  .  .  formano  una  pro- 
gressione geometrica. 
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11.  Oltre  la  reciprocità  e  Tinversione  inerita  speciale  ri- 
gaardo  la  dipendenza  tra  le  due  curve  M  ,  V ,  ognuna  delle 
quali  è  Reciproc(hinver$(hreciproca  dell'altra.  La  Y  essendo  Re- 
ciproca della  S  si  ha,  in  forza  delle  (i)  (5), 

(n)  ine.  dOV  =  ine  OS  :±:90"  =  ine.  dOM  , 
cioè  le  tangenti  in  V  ed  in  M  sono  parallele.  Inoltre  le  distan- 
ze di  queste  tangenti  dal  punto  O  sono  inversamente  propor- 
zionali ai  raggi  vettori  OS,  OR  (delle  curve  S,  R  reciproche 
delle  y,  M  ),  i  quali  sono  tra  loro  inversamente  proporzionali 
(perché  la  curva  S  è  inversa  della  R)>  dunque  le  tangenti  di 
due  curve  Reciproco-inverso-reciproche  sono  parallele^  e  le  loro  di- 
stanze dal  punto  fisso  0  sono  inversamente  proporzionali. 

12.  Nel  metodo  delle  equipollenze  non  occorre  scegliere 
una  o  l'altra  maniera  dì  coordinate  ,  le  formule  sono  generali 
qualunque  sia  V espressione  della  curva^  ed  il  calcolo  senza  al- 
cuna considerazione  geometrica,  serve  poi  a  risolvere  ciascua 
caso  particolare.  —  Prendiamo  per  esempio  la  curva  generata 
dalla  composizione  di  due  moti  rotatori  e  propriamente  V  Epi- 
cicloide ordinaria  espressa  da 

OM  =  ae"  -+-  e«''  ; 

dove  posi  t  in  luogo  di  un  segno  speciale  per  indicare  il  ra-- 
muno,  il  quale  si  calcola  come  (/* — 1,  ed  ha  un  significato  tutto 
reale  indicando  un  accrescimento  d'  inclinazione  di  un  retto. 
La  ($)  ci  dà  tosto 

OS  =  ae'^  H-  e«''  -f-  {aer^'  +  «-«'')• 
(aé^fi  -4-  ae«''tj  :  [ae^'U  -h  ae  «'  t)  =  (a  —  i){e^'  +  e*"') , 

quindi  la  Inverso-reciproca  dell'  Epicicloide  ordinaria  è  un'Epi- 
cicloide che  passa  pel  centro  0  del  circolo  fisso. 

13.  Per  secondo  esempio  la  linea  M  sia  la  retta  espressa 
da  OM  =  1  -h  ^t  ;  la  sua  Inversa 

1  1  H-  tf 

(-)  """^  ^  rrji  =^  IT? 
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è  an  circolo  che  passa  pai  punto  fisso  O.  La  Inverso-recipro- 
ca 

(d)  OS  =  1  •+.  Il  -+- 1  —  Il  =  2 , 


1 
e  la  Reciproca  OR  ^  —  si  riducono  a  due  punti.  La 

(x)      0T=  1(1  H-  ti)^  =  1  (1  -0-t-tó 

esprime  una  parabola  col  foco  in  0  ^  essa  ò  per  conseguenza 
reciproca  del  circolo  N,  Reciproco-inversa  della  retta  M,  e  re- 
ciproco-inverso-reciproca del  punto  R,  il  che  significa  (§.  Il), 
che  se  ciascuna  retta  passante  per  R  mantiene  la  propria  di- 
rezione, e  prende  una  distanza  dal  punto  O  inversamente  prò. 
porzionale  alla  distanza  primitiva  essa  diventa  tagente  alla  pa- 
rabola T. 

14.  Continuando  si  ha 


(X)  0U  =  2(^1^)'   , 


che  esprime  la  Cardioide^  la  quale  è  Inversa  della  parabola  ri- 
spetto al  foco,  Inverso-reciproca  del  circolo,  cioè  (§.  6.  4)  tra- 
jettorìa  ortogonale  dei  raggi  emanati  da  un  punto  della  cir- 
conferenza e  riflessi  dal  circolo.  La  curva  reciproca  della  pre- 
cedente si  ha  da 

(/x)     OX=i(l+<,-)'=  j(l-  3<')  +  ^  (3<  -  «').-, 

essa  è  del  3.°  ordine,  e  della  4.  classe  (perchè  la  sua  recipro- 
ca U  è  del  4.°  ordine).  Nella  mia  classificazione  delie  curve  di 
3.^  ordine  la  riferii  al  Genere  II  categoria  1.^  e  la  qualificai  : 
Vn  tratto  puro  annodato  coi  rami  parabolici  verso  il  punto  di  flesso. 
Questa  curva  è  Reciproco-inversa  della  parabola  T,  cioè  colla 
riflessione  riduce  normali  alla  parabola  ì  raggi  emanati  dal  fo- 
co O.  Inoltre  è  Reciproco-inverso- reciproca  del  circolo  N,  quindi 
le  sue  tangenti  possono  dednrsi  da  quelle  del  circolo  nel  modo 
detto  ai  §.  11.  13. 
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15.  Se  la  M  $ta  an  circolo  non  passante  per  O,  tale  sarà 
anche  la  sua  inversa  N.  La  Reciproca  R  è  in  tal  caso  un'eia 
Jisse,  od  uD'iperÌM)la  col  foco  in  O;  tale  é  pare  la  T  Reciproca 
del  circolo  N«  Le  inverse  poi  di  qaeste  R,  T,  che  sono  Inver- 
so-reciproche dei  circoli  M,  N  j  sono  anche  Concoidi  di  ahri 
circoli  ;  io  ne  esposi  alcune  proprietà  in  una  memoria  sulla 
teoria  delle  Bgare  inverse.  —  Pud  notarsi  che  le  due  coniche 
R,  T  sono  tra  loro  Reciproco-inverso-reciproche,  il  che  (§.  11) 
condnce  al  teorema  che  le  tangenti  di  una  conica  hanno  le  di* 
stanze  dai  due  fochi  di  prodotto  costante. 

16.  Se  per  quarto  esempio  la  M  sia  una  parabola  ,  di  cui 
D  non  sia  il  foco,  la  sua  Reciproca  R  passerà  per  O  e  sarà 
una  parabola,  —  un'iperbola,  —  od  un  ellisse,  secondo  che  t' 
punto  O  sarà  sulla  parabola  M,  —  dalla  sua  parte  convessa,  — 
o  dalla  concava.  In  questi  tre  casi  la  S  In  verso -reciproca  della 
parabola  appartiene  ai  miei  Generi  I.  IL  III  (categorie  8, 13) 
ed  è  una  delle  Cissoidi  qualificate  dall'esser  formata  di  un  mìo 
traUo  ctm  un  regresso  ed  un  flesso  a  distanza  flniia  od  dn finita  ed 
i  rami  iperbolici  ;  —  oppure  una  curva  analoga  al  Folium  e 
qualificata  da  un  solo  tratto  annodato  con  un  flesso  a  distanza 
finita  od  infinita  ed  i  rami  tperhoUd',  oppure  ìina  Inversa  delf 
ellisse  qualificata  da  un  solo  tratto  coi  rami  iperbolici,  e  tre  flessa 
in  linea  retta  dei  quali  uno  può  essere  a  distanza  infinita*, 

17.  Le  y  reciproco-inverso-reciproche  (§.  11)  di  una  pa- 
rabola sono  curve  della  S.**  classe  {  perchè  le  loro  reriproche 
sono  del  3.®  ordine).  Nella  mia  classificazione ,  ancora  inedita, 
delle  curve  di  3.''  classe,  esse  appartengono  a  tre  Generi,  dei 
quali  il  I.  è  quello  stesso  delle  curve  di  S.""  ordine  e  di  3.^ 
classe,  la  curva  di  cui  si  tratta  è  qualificata  come  la  parabola 
Neiliana  da  t^n  tratto  con  un  regresso  e  rami  parabolici  verso  U 
flesso.  Le  curve  V  del  IL  genere,  cioè  quelle  che  sono  Recipra- 
€0-ÌBverse  delfiperbola  sono  qualificate  da  du»  tratii  Vuno  fw- 
ro^  l'altro  con  regresso  ,  a  eoi  quaitro  rami  iperbolici  ordinarìL 
Onelle  del  III  genere  sono  qualificate  da  usi  tratto  soia  con  tre 
regressi  le  cui  tangenti  concorrono  in  un  punto» 
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18.  Possono  servire  come  tipi  dei  dae  predetti  generi  di 
curve  di  3.^  classe,  e  di  4.°  ordine  la  Cardioide  (§.  14)  che  ò 
un'epicicloide,  e  la  Tricuspide  regolare  che  é  la  corrispondente 
ipocicloide  :  col  mezzo  della  omologia  si  ottengono  poscia  tutte' 
le  specie  di  ciaschedan  genere;  e  siccome  Pomologia  permette 
di  sostituire  a  quattro  putiti  altri  quattro  quali  si  vogliano  , 
cosi  potrà  sempre  determinarsi  una  curva  del  genere  stesso 
della  Tricuspide,  la  quale  abbia  tre  dati  punti  di  regresso,  le 
cui  tangenti  s'incontrino  in  un  dato  punto.  Che  se  questo  pun- 
to 3ia  il  baricentro  di  quei  tre,  la  Tricuspide  é  della  stessa  spe-; 
de  delia  regolare ,  ed  ha  comuni  con  essa  tutte  le  proprietà 
che  si  mantengono  nelle  Ggure  affini'^  quali  sono  quelle  accen- 
nate dal  Sig.  Padula  a  pag.  387  di  questi  Annali.  —  Neirin- 
fero  genere  io  distinguo  due  specie  e  due  famiglie  facendo, 
andare  airinfinito  o  la  tangente  di  un  regresso,  —  o  due  re- 
gressi, —  o  soltanto  un  regresso  ,  —  od  un  regresso  e  due 
punti  ordinarli.  Oltre  a  ciò  ho  le  famìglie  così  qualificate:  Tre 
tratti  ciaécuno  con  un  regresso,  i  rami  di  uno  sono  iperbolici,  di  eia- 
fcuno  degli  altri  uno  è  parabolico  ed  uno  iperbolico.  —  Vn  solo 
tratto  rientrante  con  tre  regressi.  Due  tratti  coi  rami  iperbolici) 
uno  ha  un  regresso  VàUro  ne  ha  due;  vi  distinguo  la  sottofamiglia 
in  cui  i  tre  regressi  hanno  le  tangenti  parallele.  —  Quattro 
tratti  coi  rami  iptréoliciy  uno  è  puroy  gli  altri  hanno  un  regresso 
per  ciascheduno.  —  Queste  sono  le  classi  3**,  ì^,  2^,  e  4^  an- 
noverate dal  Padula. 

19.  Tornando  alle  nostre  curve  derivate  supponiamo  per 
liltimo  esempio  che  la  M  sia  un  ellisse  col  centro  in  O  ,  tale 
sarà  pure  la  sua  Reciproca  B>  quindi  tanto  la  S  quanto  la  N 
^rà  Inversa,  ed  anche  Inverso-reciproca  di  un  ellisse  rispetto 
ai  centro.  Tal  curva  può  costruirsi  mediante  il  circolo  che  passa 
per  gli  estremi  dell'asse  minore  della  curva,  ed  ha  il  diametro 
(sgaale  all'asse  maggiore,  poiché  su  ciascuna  retta  passante  pel 
i;cntro  O  della  curva,  la  corda  del  circolo  e  il  diametro  della 
i:|irva  sono  eguali. 
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20.  Se  poniamo  OM  ^  a  cos^  +  isen/.  i  abbiamo 

(J)         OS  =- .  , 

0  cos  t  —  a  seo  ^t 

e  per  la  (x) 

1 

OT  ^  --— -  (a  cos  <  -4-  6  sen  t,if(b  cos  ^  —  a  sen  (.t)  = 

=  ^  ra"-4-(a"^6")8en'rl  cosf  -+-  2^1"*'—  (^^  — A')cos^fl8eii  Li, 

che  è  la  carva  del  Talbot  da  lei  menzionata  a  pag.  491  del  T.  1  de- 
gli Annali,  e  nel  Journ.  del  Creile.  Essa  é  anche  Reciproco- 
in  verso-recìproca  deirellisse  R. 

21.  Tutte  le  curve  algebraiche  *  che  ho  fin  qui  accennate  ap- 
partengono ad  una  più  ristretta  ma  molto  importante  classe  di 
curve,  che  io  dissi  di  ordine  baricenirtco,  e  che  ora  proporrei 
di  chiamare  algebraico  razionali^  perchè  le  loro  coordinate  sono 
esprimibili  con  funzioni  razionali  di  una  variabile  t,  sicché  le 

coordinate  possono  indicarsi  con  —'9^9  essendo  x^  y,  z  fun- 

z        z 

zioni  razionali-intere  della  ^  ;  il  grado  massimo  di  tali  funzioni 


determina  Vordine  della  curva.  Se  poniamo  OM  ^  —  +  ^  t , 

z         z 


X  y 

a  i.  UT  urne   uuiia    t;urYci.  ijc   puuiauiu   \JjSM.  r=:  ' 

troviamo  ' 

(ri)  0R=^^ ^ : 

ciascuno  dei  binomii  ydz — jsdy,  ec.  giunge  tutto  al  più  al  gra- 
do 2(n — 1),  essendo  n  il  grado  delle  x,  y,  z.  Dunque  le  curve 
algebrico-razionali  dell*  ordine  n"*""^  sono    tutto    al    più  della 

classe  (2n — 2)*'""*;  mentre  le  altre  curve  algobraiche  possono 
ascendere  alla  classe  n(n — 1);  Tlnversa  N  è  del  grado  2n;  do- 
po di  che  si  vede  che  la  OT  =(OM)^cjOR,  è  dellordine  in— 2, 
la  OU=(ON)"cjOS  dell'ordine  8/1— 4,  la  OV=(OR)'cjOM  dell' 
ordine  5n — 4,  ec. 

22.  Determinate  per  tal  modo  le  espressioni  delle  curve  po- 
nendole ^Xi  H-  yi  t  si  potrebbe  coireliminazione  della  i  ot- 
tenerne le  ordinarie  equazioni  tra  le  coordinate  a?,  ,  y,  ;  ma 
si  possono  risolvere  gli  speciali  problemi  adoperando  senza  più 
quelle  espressioni. 
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ÙSSSSSSBSSISSSSSSSSSSSi  '  =s=s=ssss=ssssssss. 

SULLE  SUPERFICIE  DI  SEGOND  ORDINE 

MEMORIA 

HELL'ABGH.''    SAVERIO  MARCHESAlVe 

Tentando  io  talane  ricerche  salle  superficie  di  second' or- 
dine ho  osservato  che  esse  formano  i  luoghi  geometrici  di 
puntìy  che  sodisfano  a  svariate  condizioni;  ma  per  Io  più  es- 
seme complicata  la  ricerca  degli  assi  e  della  loro  posizione, 
né  potersene  sempre  dedurre  utili  conseguenze.  Non  arrestato 
da  tale  diflicoltà  proseguendo  oltre  mi  è  riuscito  di  scorgere 
taluni  casi,  in  cui  gli  elementi,  e  la  posizione  del  luogo  geo- 
metrico presentasi  con  molta  semplicità  ^  e  ne  ho  esposti  bre- 
vemente i  risultati.  Alcuni  di  questi  son  teoremi  riguardanti 
proprietà  della  sfera,  e  deirellissoide,  altri  sono  teoremi  dina- 
mici su  quest'ultima,  è  st  gli  uni  che  gli  altri  molti  generali. 
Soggiungo  infine  tre  teoremi  sulla  sfera  e  sul  piano  di  facilis- 
sima dimostrazione,  ma  forse  non  da  altri  avvertiti. 

DEFINIZIONI. 

I.  Si  dinotano  col  nome  di  coppie  due  rette  parallele  ap- 
poggiate ad  una  terza  R  in  modo  che  i  due  punti  d' incontro 
dlstino  sempre  egualmente  da  un  suo  punto  fisso  P. 

II.  Sistema  di  coppie  significa  quello^  in  cui  ad  ogni  coppia 
ne  corrisponde  un*  altra  situata  diversamente  ma  non  in  posi- 
zione parallela^  e  che  faccia  con  tre  rette  R,  S,  T  gli  stessi 
angoli  della  prima.  La  seconda  si  può  appoggiare  ad  una  qua- 
lunque delle  tre  rette  ortogonali  R,  S,  T,  ed  i  suoi  punti  equi- 
distanti da  P  possono  essere  a  distanza  qualunque. 

II.  Sistema  doppio  è  quello  formato  da  due  sistemi  di  cop- 
pie appoggiati  ognuno  ad  una  delle  tre  ortogonali,  in  modo  che 
siano  formati  di  quaderni  di  coppie  egualmente  inclinate  ad 
R ,  S  ,  T  in  quattro  posizioni  diverse  non  parallele ,  ovvero 
in  quattro  angoli  triedri  non  opposti. 

Annali  di  Scienze  Mai,  e  Fis.  T.  ///.  deeembre  1852.  33 
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I. 

In  un'ellissoide  i  cui  assi  sono  2a,  2&,  2c  si  conducano  pel 
centro  quattro  rette  p,  p'  ,  p" ,  p"'  y  che  dividano  similmente 
quattro  angoli  triedri  da  una  stessa  parte  formati  dai  tre  assi, 
in  modo  che  gli  angoli  a  ,  /3  ,  7  formati  da  ognuna  con  essi 
abbiano  per  seni  quadrati  rispettivamente 

24*c"  ,  2a^c* 


a). 

2A'a'  _ 


.2    ^ 

""     •    •    • 


Si  appoggi  al  solo  asse  2a  un  doppio  sistema  di  coppie;  siano 
nel  primo  sistema  indicate  con  d,  d  le  distanze  disuguali  dei 
punti  d'incontro  dal  centro  relative  ad  ogni  pajo  di  coppie,  e 
queste  siano  a  due  a  due  parallele  a  p,  p'.  Nel  secondo  siste- 
ma del  pari  siano  le  coppie  parallele  a  p'\  p"\  e  d*'j  d'^'  le  di- 
stanze disuguali  dal  centro.  Sarà  la  somma  delle  distanze  qua- 
drate di  ciascun  punto  della  superficie  da  tutte  le  rette  del 
doppio  sistema  sempre  eguale  alla  quantità  costante 

essendo  n  il  numero  dei  quaderni  delle  coppie. 

Che  se  il  secondo  sistema  si  appoggiasse  alfassc  26,  sarebbe 

essendo  $  d'  le  distanze  sue  dal  centro.* 

Le  distanze  ci,  d\  d"  ,  d'"  ,  9,   d'  siano  fra  loro  differenti 
per  parti  m*'""^  degli  assi,  le  due  precedenti  divengono 
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II. 

Premesse  le  cose  precedenti  i  valori  di  Q^  per  le  quattro 
rette  che  passano  pel  centro,  per  un  quaderno  di  coppie  che 
passa  pei  punti  medii  di  a  ,  i  ,  e  per  un*  altro  che  passa  pei 
quattro  loro  vertici^  sono 

16  a'ó^c^  20g'i"c'  32a^i^c« 

a-ì^:i:i»c^:fiV     a^ò^-haV-héV     a^A"-ha"c*-+^V 

che  stanno  fra  loro  come  i  numeri  4^  5,  8. 


III. 

Condotte  pel  centro  dellellissoide  le  quattro  rette  centrali 
sudette  p,  p\  p",  p"^  se  pei  punti  medii  di  a  si  conducono  due 
rette  parallele  ape  due  a  p'^  e  pei  punti  medii  di  b  due  pa- 
rallele a  p"  e  due  a  p'"  sì  avranno  cosi  otto  rette^  or  se  pei 
punti  medii  di  uno  dei  nominati  assi  si  conducono  otto  rette 
parallele  alle  quattro  centrali ,  sarà  la  somma  delle  distanze 
quadrate  di  ciascun  punto  della  superficie  dalle  prime  otto 
rette  eguale  sempre  alla  somma  delle  distanze  quadrate  dalle 
seconde  otto. 

Lo  stesso  ha  luogo  se  ai  punti  medii  si  sostituiscono  i  ri- 
spettivi vertici,  o  punti  le  cui  distanze  dal  centro  siano  egual- 
mente multiple,  o  summultiple  dei  rispettivi  semiassi. 

Se  runico  quaderno  di  coppie  passa  pei  fuochi  del  diame- 
tro 2a,  e  pei  due  suoi  punti  distanti  dal  centro  per  i,  sarà  la 

3 
sudetta  somma  rispetto  a  questo  quaderno   ;r*  di  quella  rela- 
is 

tiva  alle  quattro  centrali. 
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I  quattro  ponti  d*  incontro  delle  centrali    colla    superficie 
deirellissoide  sono  nel  piano  parallelo  a    quello   che    contiene 
gli  assi  2a  9  2i  9  e  la  sua  distanza  $  dal  centro  si  ha  da 

^a .  a^h^c^  cos'a  co8*/3 

i*a*cos*7  co8^/3-4-c''o*  cos*y-H?*A*  cos*a  cos*^ 

La  lunghezza  L  di  ognuna  di  esso  rette  centrali  è  data  da 
.-.    •.„ g'ft V  me''  -H ay  -  c^a^ì 


IV. 

Se  Tellissoide  é  di  rotazione  intorno  a  2a  le  (4)  e  (5)  di- 
Yengono 

«•  -  3»W^*--)  »^'  +  8«-  -  6»  + 1]  . 
le  (6)  e  (7)  danno 


le  (1)  inoltre  sono 


1  ^ 2  H-  2  H 

^  a  »     a 


Per  la  sfera  questi  tre  angoli  sono  fra  loro  uguali^  ed  o- 


i 
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gnuno  a  54"^  44'.  Le  qaattro  centrali  passano  per   gli   estremi 

di  due  diametri  perpendicolari  fra  loro  in  un  cerchio    minore 

r 
distante  dai  centro  per  —r  essendo  r  il  raggio  ;   ovvero   sono 

costole  di  nna  piramide  sferica  a  base  equilatera  ed  equiangola, 
i  cui  lati  hanno  per  coseno  la  terza  parte  del  raggio,  sono 
cioè  di  70*  32'  19". 

16 
Il  valore  di  Q'  rispetto  ad  esse  rette  é  -^  r". 

ó 


V. 

Siano  X,  Y,  Z  tre  assi  ortogonali^  si  appoggi  ad  X  un  qua- 
lunque numero  di  coppie^  e  siano  d^  d'  le  ascisse  dei  due 
punti  di  ognuna,  ed  a,  ]3,  y  i  tre  rispettivi  angoli  coi  tre  assi. 
Pei  punti  di  appoggio  di  ogni  coppia  se  ne  conduca  un*  altra 
egualmente  inclinata  ai  tre  assi ,  ma  in  posizione  diversa  in 
modo  da  formare  un  sistema  secondo  da  principio  si  è  defini- 
to. Vi  sarà  sempre  una  paraboloide  di  rotazione  ,  il  cui  asse 
coincide  con  X,  e  tale  che  se  da  un  qualunque  suo  ponto  si 
abbassino  le  perpendicolari  a  tutte  le  rette  del  sistema,  ed  al 
suo  asse,  e  si  prendano  alternativamente  positivi  e  negativi  i 
quadrati,  non  essendo  mai  del  medesimo  segno  quelli  di  una 
stessa  coppia^  sarà  il  risultato  di  tali  differenze  costante ,  ed 
eguale  ad  un  quadralo  dato  Q^.  Se  inoltre  con  A  e  2m  s'in- 
dicano l'ascissa  del  vertice,  ed  il  parametro,  sarà 

Q"  —  22(d"  —  d'^en'a      „  .^,^     ^,,      , 

A  =  -^ r— r — -- — i ,  2m  =42(d— d>en^a. 

22(rf— d'jsen-'a  ^         ' 

Si  osservi  che  i  valori  sono  dipendenti  dal  solo  angolo  a. 


VI. 
Si  conduca  comunque  un  qualunque  numero  di  coppie  rife- 
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rile  a  tre  assi  ortogonali,  siano  a,  /3,  7  gli  angoli  di  ciascuna 
con  essi  i  d  9  d'  le  due  ascisse  dei  due  punti  d' incontro  col 
piano  àéìVxyj  d",d'"  le  due  ordinate,  e^e'  l'ordinate  y,  z  di  una 
retta  »  parallela  all'asse  deir^r,  vi  sarà  sempre  una  paraboloi- 
de di  rotazione  che  ha  rispetto  a  tali  rette  le  stesse  proprietà 
del  numero  precedente.  Il  suo  asse  é  parallelo  ad  j? ,  il  suo 
parametro  è 

—2  [2.(d  —  rf'jsen^a  +  2.(d"  —  d'")cosacos  ^  ]  =  2ifi 

le  coordinate  del  vertice  sono 

q^  —  n'*  —  »* 
x  =  — ,    y=-n,    z  =  -p 

essendo 

n  =  l.(d"  —  d'")sen'/3  -+-  I(d—  d>os  a  cos  /3  =;=  e 
p  =  l.(d  —  d')cos  a  cosy  -+-  2(d"  —  d'")cos  /3  cos  7 
q  =  2.((i'  —  d'")son^a-*-  I.(d''^  —  (i"'^)sen^/3 

—  21.{dd"—  d'd'")co8  a  cos/3  —  Q'  q=  e'^ 

Se  le  coppie  si  appoggiano  ad  a? ,  e  la  t  con  essa  si  con- 
fonde dovrà  farsi  d"  =  d"'  =s  e  =  e'  =  0  nelle  precedenti 
equezioni. 

Se  i  punti  d'incontro  dippiù  distano  egualmente  dairorigi- 
ne  sarà 

m  =  —  22,d  sen^a ,     n  =  22.(f  cos  «  cos  jS  , 

p  =  22.d  cos  (2(  cos  7  ,    jT  =  —  Q'. 


VII. 

Se  a  due  rette  R,  S  delle  tre  R,  S,  T  fra  loro  normali  si 
appoggia  un  sistema  doppio»  ed  il  primo  ad  R  ed  il  secondo 
ad  S,  vi  sarà  una  superficie  di  second'ordine  che  ha  la  somma 
delle  distanze  quadrate  di  ciascun  suo  punto  da  tutte  le  rette 
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del  sistema  doppio  costantemente  eguale  ad  un  quadrato    dato 
Q*.  I  suoi  semiassi  a,  b,  e  coincidono  con  R,  S,  T,  e  spno 

_1  I  /^^  iQ^—  2.{<r   -+-  <f  ")scn''«  —  2.(y  H-  y>en"/3^ 

r       \2.sen^/  r       \2.8en*«/ 

e   quindi 

,     ,     ,  1  1  1 

c':b':a':: 


2.sen*7  *  2.sen*/3    *  2.8en'a 


Vili. 

In  un'ellissoide  in  cui  stanno  a^:  e'  :  b'  :  :  6  :  3  :  2  >  ciod 
in  proporzione  armonica,  se  appoggiasi  all'asse  2a  un  sistema 
di  coppie  parallele  a  due  rette  che  dal  centro  si  conducono 
egualmente  inclinate  a  ciascuno  de'tre  assi,  ed  in  diversa  pO" 
sizione,  sarà 

'==-2V  ( 2;ì 


) 


essendo  2n  il  namero  delle  coppie.  Le  due  rette  poi  son  (ali 
che  abbassando  su  di  esse  da  un  qualunque  punto  della  super-' 
ficie  due  perpendicolari  sarà  la  somma  dei  loro  quadrati  sem- 

pre  eguale  ad  ^  c^  ^  cioè  metà  della  stessa  somma  relativa  al-> 

ó 

le  quattro  rette  centrali.  I  due  semiassi  ft,  a  dividono  per  me^ 
tà  gli  angoli  di  R,  Sy  e  coincidono  con  T. 


IX. 

Condotto  un  sistema  di  coppie  appoggialo  alla  retta  B^  ti 
sarà  una  superficie  di  8econd*ordine  j  che  ha  la  proprietà  au- 


(  524  ) 
zidetta  rigaardo  alla  somma  delle  distanze  quadrate,  ed  i  saoi 
semiassi  sono 

e  =   {/{"       ^  ) 

^    \  2.sen^y  / 

b  o?vcroa 

l ! 

secondo  che  vale  il  segno  superiore  o  inferiore,  ed  oye 
U  =  i/[4(2.cosacos/3)^-4-(2.sen=jS.2.sen*a)'] 

L'asse  2c  coincide  sempre  con  T,  Tasse  2ó  fa  con  R  l'an- 
golo ^  dato  da 

(2.sen^S— 2.sen'a)-hU 
tang  ©  =-i = . 

22.COS  a  cos  /3 

Qaando  ò  Q^^22.(</'  -h  c{'^)sen^GC  saranno  r,  b  reali,  a  pnò 
essere  reale  o  immaginario,  cioè  la  saperGcie  può  essere  el- 
lissoide o  iperboloide  ad  una  falda.  Potrà  essere  paraboloide 
quando  e  =  oo  • 

So  si  ha  H-  Q^  <!  22.(£p  +  (f ')sen^a  la  superficie  non  potrà 
essere  che  iperboloide  a  due  falde  solo  quando  il  denominatore 
dia  è  negativo,  e  questo  ne  è  il  semiasse  reale. 


X. 

Premesse  le  riflessioni  del  numero  precedente,  se  ogni  cop- 
pia ò  inclinata  egualmente  alle  due  rette  R,  S^  la  superficie 
potrà  essere  solo  ellissoide  dovendo  aversi 

Q"  >  22.(rf'  H-  d'»)sen"a , 
il  semiasse  b  divide  per  metà  Tangolo  di  R,  S,  e  si  ha 
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"^y      L  22.co8'«  J 

O'      1 

^^|/    L      —  fH-22.sen"«      J 
essendo  n  il  numero  delle  coppie. 

Quando  S.sen'a  =  j«   sarà  c=:a=6i/2^  cioè  la  super- 
ficie è  di  rotazione  intorno  a  b. 


XI. 

Se  nel  piano  di  R^  T  si  appoggia  un  sistema  di  coppie  ad 
R,  essendo  P  il  punto  fisso  in  R,  sarà  esso  centro  della  su- 
perficie, ed  i  tre  semiassi 

0^      1 

e  =  l/p        \      / 1 

y     L  2.cos*«  J 

I  /  r4       2    ^  '  T 

*=I/  L li^^v ^J 

"=1/  L ;i J 

essendo  n  il  numero  delle  coppie. 
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L'asse  6  fa  con  R  un'angolo  9  che  ha  per  tangente 


I  /"r^        ./  S.sen  a  cos  a  \^  T 
V    V-^  \  -  22.sen'J  J 


2^.sen  oc  cos  a 
n  —  2S.sen^a 

L'ellissoide  potrà  essere  di  rotazione  solamente  intorno  ad 

a  qaando  2.sen'a=  ^   ,  e  quindi  i  =rc  =s  a  1/^2,  relazioni 

identiche  a  quelle  del  numero  precedente. 


XIL 

Siano  a,  a\  a!*  -  .  .  ft,  b\  b"  .  ,  .  Cy  e',  e"  .. .  le  coordinate 
di  n  punti  nello  spazio,  vi  sarà  sempre  una  sfera  di  cui  cia- 
scun punto  ha  la  somma  delle  sue  distanze  quadrate  dagli  n 
punti  eguale  ad  una  costante  Q'.  Le  coordinate  del  suo  centro 
sono 

2.a  Z.i  2«c 

n  *  n  '  n    ' 

ed  il  suo  raggio  è 
1 1/    rnQ"+(l-n)[2.a"+2.i^-h2.c"3-h2[2.aa'+I.M'-4-2.cc']l 

Se  i  punti  sono  in  un  piano  il  centro  è  in  esso  ,  se  sono 
in  una  retta  il  centro  sarà  pure  in  questa. 


XIIL 

Se  i  mentovati  punti  sono  dispari,  ed  i  quadrati  si  pren- 
dono alternativamente  positivi  e  negativi,  le  coordinate  del  cen- 
tro sono 
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a;=a  — a'-f-o"—    .  .  y  ^  b  — b' -^  h"  .  . 


z  =  c— c'-4-c" 


ed  il  raggio 


,  mi'  -+-  hb"  -H  ce"  -+-  oV  +  *"*'*  H-  c"c'v  -H  ...  T 

-^2(  )      • 

—  aa  —  D«  —  ce  —  aa— 06  —  ce  — 

Il  centro  è  del  pari  nel  piano  o  nella  retla  se  i  ponti  sono  in 
quello  o  in  questa. 


XIV. 

Se  i  suddetti  punti  sono  di  numero  pari  in  luogo  della  sfe- 
ra^ si  avrà  un  piano  che  ha  la  stessa  proprietà ,  e  per  equa- 
zione 

0=2  [2.c^  —  2.C1]  H-  y  [2.6„  —  Z.éJ  -f-  x  [l.ao  —  2.a,] 

dinotando  con  ao»  h^,  c^  le  coordinate  relative  ai  termini  di  po- 
sto pari,  con  a^^hi^c^   le  relative  ai  dispari. 

Se  i  punti  stanno  in  un  piano  si  avrà  in  esso  una  retta. 
Se  sono  in  una  retta  se  ne  avrà  un'altra  ad  essa  perpendico- 
lare. 


XV. 

Appoggiato  un  sistema  doppio  al  solo  asse  2a  di  un  ellis- 
soide come  si  è  detto  al  n.  I,  la  somma  dei  momenti  d'inerzia 
della  superficie  S  dell'  ellissoide  rispetto  a  tutte  le  rette  non 
parallele  del  sistema  sarà 
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a  b  -^0  e  -^c  a 

Inoltre  facciasi  girare  successivamente  la  superficie  S  intorno 
alle  2n  rette  non  parallele  con  egual  momento  di  forza  fi  y 
siano  G>,  6>'  .  •  .  Io  rispettive  velocità  angolari  sarà 

So  le  quattro  rette  non  parallele  di  ciascun  quaderno  par- 
tono da  un  sol  punto  dell'asse  2a^  si  avrà  per  rispetto  ad  una 
sola  retta  di  ciascun  quaderno 


2SftV 


2-M  =  -JT^TT-TOTTO  [««'•+- 2.rf'3  • 


Per  una  retta  unica 

per  brevità.  Quindi  il  momento  d'inerzia  rispetto  ad  una  cen- 
trale, una  retta  ad  essa  parallela  che  passa  pel  vertice  di  a  , 
ed  un'altra  simile  che  passa  pel  punto  medio  di  a  é  rispetti- 
vamente 

2SKa"  ,  4SKa"  ,  1  SKa^ , 

cioè  come  4 :  8  :  5. 


XVI. 

Se  per  dne  punti  di  a  e  i,  distanti  dal  centro  per  quan- 
tità egualmente  multiple  o  snmmultìple  di  a  e  A>  si  conduco- 
no due  rette  parallele  a  due  centrali,  il  momento  d'inerzia  M 
rispetto  ad  ognuna  di  esso  è  lo  stesso  ed  è 
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M=  -iT-^Ti Ti — ìtTv  essendo  le  distanze  -^   ,  —   • 

Quindi  se  la  snperficie  si  fa  girare  intorno  ad  ambedue  con 
egual  momento  [i,  la  velocità  angolare  sarà  la  stessa. 

Se  all'asse  2a  si  appoggiano  quante  rette  si  TOgliano  pa- 
rallele ad  una  delle  centrali,  e  distanti  dal  centro  scambievol- 

mento  nei  loro  punti  di  appoggio  per  —  ,   facendo    rotare  la 

superficie  successivamente  intomo  ad  esse  le  velocità  angolari 
avranno  i  seguenti  rapporti 

1  _1  1  1  1 

fn^^l  ''  m*-*-4  '  m*H-9  '  m^H-16 n^-^r^ 

Di  qui  è  facile  dedurre  una  misura  della  superficie  S  deirel- 
lissoide.  Sia  d)  la  velocità  angolare,  jx  il  momento  della  forza 
con    cui  si  fa  rotare   intorno  ad    una    delle   precedenti  rette 

distante  dal  centro  per  -*  ,  si  avrà 

^      m 


~        2to(m"-HrV*V 
se  gira  intorno  ad  una  centrale  si  avrà 


2&)a"AV 


aia^a 


•o  ••tIlfS  O 
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SOPRA  V  INTEGRALE  DEFINITO  DUPLICATO  CHE  SERVE  A 
RAPPRESENTARE  LA  QUADRATURA  DI  UNA  CERTA  SUPER- 
FICIE DI  OTTAVO  ORDINE,  E  NELLA  QUALE  L'ESPRESSIO- 
NE ANALITICA  DEL  SUO  VOLUME  COINCIDE  CON  UNA  SU- 
PERFICIE ELLISSOIDICA.  (*) 

NOTA 

DI  BARNABA  TORTOLUVI 

\.^  Nelle  applicazioni  geometriche  del  calcolo  integrale,  ho 
avuto  più  volle  occasione  di  considerare  i  differenti  integrali 
definiti,  che  possono  rappresentare  la  quadratura  di  un'  ellis- 
soide. È  noto  che  Legendre  nel  principio  delle  sue  ricerche  su 
questo  soggetto  ridusse  la  questione  allo  svolgimento  dell'  in- 
tegrale definito  della  forma  irrazionale 

S=8P  J*  senO  i9d(p\/'{b'c''cos'0-^'b^stn'ecos'<p-¥^'b'sea'esea'f] 


u 


ove  per  l'ellissoide  si  ha  l'equazione 

«'    y'     «' 

a        0        e 
e  per  gli  angoH  fp,  0 

x=  a  cosO  ,  y  =  A  send  cosfp  ^  z  =  c  sen9  sen^. 

Legendre  dimostra  che  1'  espressione  irrazionale  per  una 
convenevole  trasformazione  di  variabili  può  finalmente  ridursi 
alle  funzioni  ellittiche  di  prima,  e  seconda  specie.  In  appresso 
i  geometri  hanno  dimostrato  in  differenti  maniere  V  elegante 
risultato  trovato  da  Legendre,  ed  in  particolare  Jacobi  ha  fatto 
vedere^  che  l'espressione  irrazionale  per  la  quadratura  dell'el- 

(*)  Questa  nota  fa  parte  di  altro  scritto  presentato  airAccademia  de* 
Nuovi  Lincei  fìn   dal  2  Giugno  1850. 
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lissoido  può  essere  sostitaita  da  un'altra ,  che  gode  il  vantag- 
gio di  essere  razionale,  e  nella  quale  Tintegrazione  si  esegui- 
sce in  un  modo  puramente  elementare.  Un  geometra  di  Du- 
blino il  Sig.  William  Roberts  in  un'articolo  indirizzatomi  fin  dal 
31  gennajo  1849,  e  pubblicato  da  me  nella  Raccolta  seietUipcay 
per  lo  stesso  anno  mi  fa  osservare  ,  che  si  arriva  immediata- 
mente air  espressione  razionale  ottenuta  da  Jacohi  per  Y  area 
cllissoidica ,  quando  si  voglia  calcolare  in  coordinate  polari  il 
volume  terminato  dalla  superficie  di  ottavo  ordine 

in  modo  che  Tespressioni  analitiche   dell'area  dell'ellissoide 

x^       V^        a^ 

e  del  volume  terminato  dalla  detta  superficie  di  ottavo  ordine 
sono  coincidenti.  Questa  relazione  rimarcabile  fra  le  due  su- 
perficie, una  di  secondo,  e  l'altra  di  oliavo  ordine  mi  spinse  a 
cercare,  qual  sia  l'integrale  definito  duplicato  rappresentante  la 
quadratura  della  nuova  superficie;  e  se  possa  ridursi  come  per 
il  suo  volume  alle  funzioni  ellittiche. 

2.°  Il  problema  sullo  spianamento  delle  superficie  curve  é 
in  generale  più  arduo  del  problema  sulle  cubature.  Nel  nostro 
caso  facendo  uso  delle  coordinate  polari  ,  la  quadratura  della 
nuova  superficie  viene  espressa  da  un'  integrale  definito  com- 
posto di  due  irrazionalità  una  di  secondo,  e  l'altra  di  terzo,  e 
non  può  ridursi  alle  funzioni  ellittiche.  Quando  sia  b  =c  y 
allora  si  ottiene  un'immediata  riduzione  ad  un'integrale  defini- 
to semplice,  non  riducibile  alle  funzioni  ellittiche,  e  si  può  in 
esso  solamente  far  svanire  la  doppia  irrazionalità  col  far  re- 
stare soltanto  quella  del  secondo  ordine. 

Poniamo  adunque 

a?  =  r  cos9 ,    y  =  r  senS  cosy  ,    «=  r  sen9  seny 
l'equazione  polare  della  nuova  superficie  di  ottavo  ordine  sarà 
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La  forinola  delle  quadrature  in  coordinate  polari  è 
S  =  fjrd9 d(pf/(r;  -h  (r'  H-  r'^) sea'S) 

ove  r'  ^  r^  sono  le  derivate  parziali  della  r  relativamente  agli 
angoli  9  y  9,  ed  avremo 

,         3(aVcos*p  -h  a'4*sen*9  —  A  V)sen9  cosS 


r 


3(a*6^  —  aV)sen'*9  senf  cosy 


'  1-5 

d'onde  sostituendo,  e  facendo  per  brevità 

u  =  cos9 1    V  =  senS  C0S9 .    u)  =  sen9  sen^ 

R  =  6 Vtt'  -+-  a'c  V  ^  a*6'to* 
verrà 


S  =  3jjsened0d9^1i^ 


I  limiti  dell'integrale  per  l'ottava  parte  della  superficie  sono 

0  =  0,    e  =  |7r,    9=0,    9=j7r 

quindi  richiamando  che 

3 

otterremo  per  l'intera  superficie 
5^     8     r^'' r  ""seng  de  d9|/-(i^ic4ti»  -4-  ghc^y^  ^  gU^to'^-SR') 


Questo  è  l'integrale  definito  duplicato,  che  rappresenta  la  qua- 
dratura della  nuova  superficie:  il  volume  terminato  dalla  me- 
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dcsima  viene  espresso  da  un'area  ellissoidìca  di  semiassi  a,  by 
e.  Una  prima  integrazione  relativamente  alla  variabile  9  ,  è  di 
forma  trascendente  ,  e  non  mi  pare  possibile  la  ridazione  ad 
un'integrale  definito  semplice. 

3.**  Se  si  supponga  6  =  e,  l'integrazione  relativamente  a  f 
si  eseguisce  immediatamente,  mentre  v^  -htc^  =  1 ,  ed  otte- 
niamo per  la  nuova   sostituzione  di  u  =  cos9 


J:r 


4;r     r  ^^^  [/-{fficos^e  -^  a'4  J4  sen'5  ^  8R") 

S  =    -7— lo    s^nS^J^ 


.5 

.3#3t iflva 


J/"3  i/(6'<cos'9  -H  a'6'sen*ey 

In  questo  nuovo  integrale  definito  la  doppia  irrazionalità  si  po- 
trà ridurre  a  quella  di  secondo  ordine  solamente,  ed  il  valora 
di  R  diviene 

R  =  Ó4  cos'9  -f.  a'4*sen'9  . 

e  l'equazione  algebrica  della  superficie  sarà 

Per  renderla  omogenea  sostituiamo  a^  ,  P  invece  di  a*,  2%  e 
mutiamo  quindi  a  in  i  e  ó  in  a  ,  la  medesima  equazione  di- 
viene 

d*onde  l'espressione  S  della  sua  quadratura  porge 

e          4'-r«     r^"       j/(a^-{a^-b^)sen^9+8A 
S  =  — - —  I      scn9d5 1_J ^ 

Y  [a^  —  (a3  _  i3)sen"  SM 

ove 

(9=a'— (a^  —  4^isen^5. 

Si  toglie  la  doppia  irrazionalità  col  fare 

A'WMÀi  4t  ^ciffife  Mai.  e  Fis.  T.  III.  decemttre  1852.  34 
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p  =  a?  —  (a^  —  A3)sen^  9  =  ^^  , 

allora  ai  limili  0  =  ìtt,  S  =:=  0  corrispoodcrà  j^  =  £  ,  js  =:=  a, 
d*  onde  sostitaendo  gli  indicati  valori ,  e  rovesciaDdo  i  limili 
eoa  i)D  cangiamento  di  segno,  sarà  per  il  medesimo  integrale 


S=s 


3  J*  J/  (j53  —  A3,  " 


Questo  nuovo  integrale  definito  nqn  è  riducibile  alle  funzioni 
ellittiche.  Quando  infine  fosse  a  ^=ib  =  e  ^  la  superficie  di  ot- 
tavo ordine  si  riduce  ad  una  sfera  di  equazio^e 

ed  il  penultimo  valore  di  S  porgerai  evidentemente  la  cognita 
espressione  della  superficie  sferjca. 

SOPBA  LA  TEMPERATURA  NATURALE  0  CLIMATOLOGIGA. 

NOTA 
0EI.  Sl«.  PROff.  GIUSEPPE  BIAIVCHI 

La  Meteorologìa,  questa  parte  molto  importante  e  dilctter 
vole  della  Fisica  terrestre,  e  dagli  astronomi,  al  confronto  di 
studi  più  alti  ed  esalti,  come  un  tenipo  apprezzata  e  coltivata 
forse  troppo,  cosi  troppo  forse  in  appresso  dispregiata  e  ne- 
gletta, se  finora  non  ha  progredito  quanto  era  a  desiderarsi  ^ 
parmi  che  debbasi  attribuire  al  non  essersi  usati  nelle  inve- 
stigazioni i  metodi  e  ragionamenti  più  atti  per  l'accertata  sco- 
perta e  determinazion  dello  leggi  de'principali  fenomeni  atmo- 
sferici. A  dir  vero  non  si  è  mancato  e  non  mancasi  tuttavia 
dlnstituire^  prdinatamente  raccogliere  e  pubblicare  copiosissi- 
me serie  di  osservazioni  diligenti  e  comparabili,  necessario  fon- 
damento di  una  scienza  di  fattq  ^  sperimentale^  e  ne  basti  ad 
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esempio  la  voluminosa  collezione  xlì  simili  osservazioni  molti- 
plicate e  raccolle  da  tutta  V  estensione  del  Russo  Impero ,  « 
che  del  contìnuo  esce  in  luce  a  Pietroburgo  per  cura  del  eh. 
Kupffer  j  nella  quale  alle  tavole  numeriche  delle  quantità  os- 
servate e  convenientemente  ridotte  accompagnansi  le  grafiche 
rappresentazioni,  col  vantaggio  in  queste  di  riconoscere  a  col- 
po d*occhio  l'andamento  e  la  connession  de'fenomeni  per  tem- 
pi e  luoghi  diversi.  Ma  chi  getti  lo  sguardo  indagatore  e  cu- 
rioso in  tanta  moltitudine  di  numeri  e  di  figure  ne  lo  ritrae 
confuso  ed  oppresso,  essendo  quivi  propriamente  il  caso  di  ri- 
petere =  inopem  me  copia  fecit.  Quindi  a  non  ispaventare  colla 
mole  e  varietà  sterminata  delle  singole  notazioni  é  stato,  mi 
sembra,  ottimo  il  consiglio  di  tirare  e  offerire  a  parte  i  rias- 
sunti mensili  ed  annui  delle  osservazioni  stesse,  distinguendoli 
per  mossimi,  minimi  e  medj  :  e  a  questi  sono  da  rivolger  uni- 
camente le  indagini  per  discuoprir  V  ordine  e  le  naturali  ca- 
gioni delle  atmosferiche  vicende.  Pervenuia  Todierna  Heteoro- 
gia  a  tal  punto,  essa  per  avventura  non  attende  che  l'ingegno 
e  l'opera  di  un  suo  Keplero  per  avanzarsi  alla  cognizione  sì< 
cura  delle  leggi  più  generali  e  costanti;  e  più  tardi  potrebbe 
sorgere  il  suo  Newton  che  la  sublimasse  al  rango  di  scienza 
meccanico-razionale,  se  non  al  paro ,  almeno  poco  al  di  sotto 
dell'Astronomia;  donde  per  Tinverso  cammino  e  dai  dimostrati 
principj  rifacendosi  alle  conseguenze  potrebb*essa  produrne  un' 
.effemeride  avverata  di  atmosferici  moti  e  variazioni  per  un  da- 
to luogo  alla  superficie  terrestre. 

Come  prodromo  e  saggio  di  più  ampio  lavoro  nel  quale  , 
a  Dio  piacendo,  presenterò  disaminata  in  riassunto  la  compiu- 
ta serie  delle  mie  osservazioni  meteorologiche  ,  io  qui  mi  re- 
stringo a  considerare  un  solo  biennio  di  massime,  minime  e 
medie  temperature  all'aria  libera  e  all'ombra,  quali  avvennero 
e  si  notarono  a  ore  determinate  in  questa  Specola  ;  e  ciò  an- 
che per  mostrare  come  possano  avviarsi  le  investigazioni  dello 
leggi  de'fenomeni,  in  conformità  di  quanto  poc'anzi  ho  riflet- 
tuto. Il  biennio,  che  a  caso  trascelgo,  è  quello  del  1849.1850j 
ed  cccone  tosto  il  riassunto  delle  temperature  osservate. 
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TERMOMETRO  R. 
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Raccogliamo  ancora  che  nell'anno  1849,  per  le  ore  di  osserva- 
zione,  si  ebbe 

il  grado   massimo    assoluto   in    giugno  e  ago- 
sto alle  9^'  di  sera =  -h  23,  4 

minimo    assoluto  in  gennnjo  alle  9  di 

mattina =  —    4, 9 

perciò  la  cscursìon  annua     =:        28, 3 

il  grado  massimo  dei  medj  mensili  in  giugno 

a  3''.  sera =  -h  21,  0967 

minimo  dei  medj  mensili  in  gennajo 

a  9\  mattina =  _     0,  0677 

quindi  Tescursione  =        21,  1644 

la  differenza  fra  il  massimo  assoluto  e  quello  dei 

medj  mensili =  2%  3033 

fra  il  minimo  assoluto  e  quello  dei 

medj  mensili =    4>  8323 

e  nei   medj  annui  la  differenza  dal  massimo  del- 
le   3/  sera  al  minimo  delle  9/  malt.  .     .     .  =  1%  649S 


(  538  ) 

Ore  9  sera 

o 

>  ^  C>  àO  3M  —  O  l-*  iO  O  1-^  w;  O 
COinOOQO-cfOcOOOOOOOO 
OàOGMI^I>Gi0505»OCOCOOO 

i-^o-^-^roooo-^oooOàOco 

o  -^o  o'<>ri>'ororco  o  co  co" 

1 +++++++++++ 

o 

co 

■k 

o 

+ 

H-10,  0000 
-4-  0,  3097 

o 
£ 

'5 

^•^  lrtOC0^-00C0l0'?^5QC0 

co  o  cTt^irt-^'^irr^t^coo^ 

1      ++++++4+++ 

co 

+ 

1 

_:_i 

o 

a 
'^ 

ce 

co  o  COCO-'l'^^s^tM^'^O^^ 

++++++++++++ 

in 

eo 

+ 

co 
(A 

O 

o 
o 

•^^kftOOcOirtCOOI^O-p- 

o^r^ccooococoo^oooirt 
— <iftaiOOàOOOiOcooco-«5" 

Or*OCO«r^<MOiOiOO^^cOcO 

O  irf  atf -^  -«^oo  Ci  Oi  -«f  —  i>r^ 

-+-11,3360 

o 
in 

+ 

o 

co 
00 

o 

+ 

o 
S 

a 

«NcO^t^^CO-^OO^OOCQ 

G^  o  o  co"i>'-^''co  t^-'co^t^" co^cT 

+ 1 +++"+++++ 

l'- 
ai 

co 

+ 

i 

cn 
CO 

•^dic^^^cococx)mo«5-o 

+  4  +  +  +  +  +  +  +  +f  + 

co 
co 

% 

a 

a 

o 

,o 

CO-^-^Oir5  000^COGOOcO 
(N^TN^OO-yiOGiOCOCOO  — 
COC<l*--Gi'M<*'C»ill>--^C^Olrt 

-*t-^int>*0'<"0t0krtcor^i-^ 
^  co  IO  oTco  t^-'^oTocTco  crirr'>r 

1  +  +  +  + +"1-1  +  +  + 

CO 

+ 

o 
o 
co 
m 

+ 

co 
TI 

« 

^ 

a 

'S 

^Oi  ai(N(M^««!fkr5coOìr5co 
■^^o-<tkr5-*tàoco^co5sio 

1  1  +  +  + +T-"  +  +  1 

co 
co 

+ 

(mass.-f-rain.)med. 

(N 

o 

a 

co 

CQ 

eO^«H-«t<NOOO^OCOOOO 

cqo  ^cft^-j^^cTo  co  oo'i^ 

++++++++++++ 

co 
co 

+ 

ce 

C 
1- 

1850 
Mesi 

Gennajo 

Febbrajo 

Marzo 

Aprile 

Maggio 

Giugno 

Luglio 

Agosto 

Settembre 

Ottobre 

Novembre 

Dicembre 

Medj  annui 

(  539  ) 
Si  ebbe  poi  nttll'anno  1850,  per  le  ore  di  osservazione 

il  grado  massimo  assoluto  io  loglio  alle 

3.*  di  sera =  -f-  22s6 

minimo  assoluto  in  gennajo  alle 

9  di  mattina =  —    4,  2 

perciò  la  escursion  annua    =        26,  8 

il  grado  massimo  dei  medj  mensili  in    luglio 

a  3.A  sera =  ■+-  19^9935 

minimo  dei  medj  mensili  in  gennajo 

a  9.*  mattina =  —    1,  4323 

quindi  Tescursione  =        21,  4258 

la  differenza  fra  il  massimo  assoluto  e  quello  dei 

medj  mensili =  2°,  6065 

fra  il  minimo  assoluto  e  quello  dei 
medj  mensili =  2,   7677 

e  nei  medj  annui  la  differenza  dal  massimo  del- 
le 3/  sera  al  minimo  delle  9/'  matt.  .     .     .  s=  1°,  5736 

Tratteniamoci  sopra  questi  pochi  dati  di  osservazione,  che 
mi  sembran  degni  di  particolar  attenzione,  e  fecondi  per  utili 
vedute,  e  conseguenze.  E  primamente  sebbene  direbbesi  al  giu- 
dìzio men  ponderato  che  a  nulla  può  servire  il  prender  ogni 
anno,  e  per  Torà  stabilita  la  media  si  delle  massime  che  delle 
minime  temperature  mensili,  come  di  quantità  per  loro  natura 
troppo  varie  e  irregolari  dall'uno  all'altro  mese,  e  da  un  anno 
all'altro,  tnttavolta  egli  è  un  fenomeno  assai  riflessibile  per  la 
sua  costanza  che  la  semisomma  di  tali  due  medie  annue  delle 
temperature  mensili,  massima  e  minima,  risulti  per   la   stessa 
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ora  di  osservazione,  a  tenui  differenze,  e  sempre  col  segno  me- 
desimo, eguale  alPannua  media  delle  medie  mensili.  Ciò  si  ve- 
de adempiuto  colia  maggior  approssimazione  all'eguaglianza  in 
ciascun  ora  delle  notazioni  nclfanuo  1849;  e  nel  seguente,  seb- 
bene l'approssimazione  sia  stata  minore^  pure  accordansi  ancbe 
per  questa  le  singole  differenze,  nelle  ore  diverse.  Un  tale  accor- 
do, il  grado  stesso  dell'approssimazione  suddetta,  il  segno  co- 
stante delle  ottenute  differenze,  e  le  altre  particolarità  in  cia- 
scun anno  rilevale,  sono  fenomeni  ben  rimarchevgli  ,  e  senza 
dubbio  prodotti  da  naturali  cagioni  periodiche  per  lo  stesso  luo- 
go o  clima,  e  non  tanto  perturbate  o  varie  da  anno  ad  anno 
quanto  a  prima  vista  crederebbesi.  Ma  v'é  di  più  e  di  meglio; 
poiché  ove  la  serie  delle  osservazioni   estendasi  non  interrotta- 
mente  per  le  stesse  ore  diurne  ad  un  sufficiente  numero  di  an- 
ni (come  tale  mi  par  quella  dei  21  anni  dal  1830  al  1850  da 
me  raccolta,  e  che  sono  intento   a  discutere  ),  ricavandone,  e 
ammettendone  per  assai  probabili  o  prossime  alle   vere,  le  an- 
nue medie  totali  tanto  delle    massime  e   minime   temperature 
quanto  delle  medie  di  ciascun  anno,  é  da  prevedere  che  la  se- 
misomma  di  quelle  ben  di   poco  differirà  da  questa ,  e   potrà 
sensibilmente  e  per  V  ora  medesima  ritenersene  l'uguaglianza. 
Egli  é  allora  evidente  che  la  legge  delle  medie  e  totali  annue 
temperature  ,  nei  dati  luogo  ed  ora  diurna ,  stabilita  a  poste- 
fiori  o  dalle  osservazioni,  debbo  rappresentarsi  dall'  equazione 
di  un'elisse  a  coordinate  polari,  coll'origine   di  queste  in   uno 
de'  fuochi.    Prese  per  1'  ordinata  rettilinea ,    o  raggio  vettore 
]e  stesse  medie  temperature  annue  ,  la  corrispondente    ascissa 
angolare  o  l'anomalia  vera  sarà  per  la  data  ora  diurna  il  gior- 
no dell'anno  in  cui,  per  medio  pure  della  serie  delle  osserva- 
zioni^ devesi  considerar  avvenuta  la  temperatura   media  in  di- 
scorso; in  seguito  di   che  scorgesi    manifestamente  adempiuto 
che  la  semi-somma  delle  medie  temperature  totali  per  le  mas- 
sime e  minime  annue  uguaglierà  la  media  totale  assoluta,  rap- 
presentando questa  il  semiasse  maggiore  dellelisse»  o  la  media 
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distanza  al  faoco,  e  quelle  i  raggi  vettori  massimo  e  minimo, 

o  le  distanze  afelia  e  perielia;  uè  rimarrà  da  determinarsi  nel 
dato  luogo  che  la  costante  doircccenlricità.  Né  sembra  d'altron- 
de che  siffatte  rappresentazioni  e  deduzioni  delle  quantità  me- 
die termometriche  mancar  possano  di  adempimento,  se  ò  vero 
che  la  principal  parte,  e  cagione  dei  cangiamenti  della  tempe- 
ratura cliroatologica  nel  corso  di  un  anno  deve  rispondere  al 
compiuto  apparente  giro  del  sole  in  su  fccclittica  e  rinnovarsi 
con  esso.  Ciò  di  fatto  si  scorge  adempiuto,  consultando  i  Rias^ 
sunti  mensili  e  annuali  delle  osservazioni  meteorologiche  di  Mi- 
lano dal  1763  al  1840  (Mil.  1841.  pag.  24)  ;  mentre  quivi  si 
ha  la  differenza  delf  annua  media-totale  temperatura  e  la  se- 
misomma delle  corrispondenti  medio-massima  e  medio-minima 
annue 

nel  periodo  di  17  anni  dal  1818  al  1834  =  -f-  0%  32 
nel  periodo  di  55  anni  dal  1763  al  1817  :=  -f-  0,  59 
nel  periodo  di  72  anni  dal  1763  al  1834  =  -hO,  46 
E  avvertasi  che  tale  differenza    negli    anni    singoli  o  parziali 
oscilla  fra  limiti   assai  più  grandi  ;  giacché  per  esempio    nelle 
mie  osservazioni  surriferite  dell'anno  1849,  essa  differenza  dcl- 
Tannua   media  colla  semi-somma  delle  temperature  massima  e 
minima  assolute  per  V  ora  9  della  mattina  ascende  a  -h  1^.85. 
Farmi  ancora  singoiar  cosa  che  nel  più  breve  periodo,  e  di  soli 
17  anni  la  differenza  stessa  nelle  osservazioni  Milanesi  sia  risul- 
tata la  più  tenue,  e  ne  traggo  lusinga  che  il  periodo  di  21  anni 
successivi    abbracciato  dalla  serio  intera  dello  mie  osservazioni 
si  presterà  opportuno  alle  ulteriori  mie  indagini. 

Detta  dunque  r  la  media  temperatura  annua  di  un  perio- 
do in  un  qualunque  giorno,  e  per  una  data  ora  del  giorno,  e 
per  gli  stessi  dati,  v  il  giorno  dell'anno^  o  l'angolo  del  tempo 
contato  dal  giorno  della  temperatura  medio-minima  ,  a  il  se- 
miasso maggioro  ad  ae  l'eccentricità  doH'elisse ,  si  avrà 
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e  costV-  ' 


e  i  pìccoli  oangiaiiicnfi  di  r  e  di  t?  si  esprimeranno  da 

ac{l  —  e^)sen.» 

dr  =  -71 rr  «dr, 

(1-l-ccos.t?) 

^^  =  |/  (r[«V-rja_rn)-T*  " 

Ora  lo  variabili  r  e  v  non  che  le  costanti  a  ed  e  riferendosi 
a  quantità  di  temperature  medie  per  Torà,  e  il  luogo  dati  0 
nel  dato  periodo  d'anni^  egli  è  chiaro  che  le  variazioni  climo- 
termiche  nei  singoli  anni  per  lo  stesso  luogo  (alle  latitudini  dai 
tropici  ai  rispettivi  circoli  pofari),  e  neMuoghi  diversi  per  lo 
stesso  anno  potranno  considerarsi  quali  piccole  perturbazioni 
alla  legge,  e  rappresentazion  elittica  delle  dette  medie.  Quindi 
variando  in  questa  le  costanti  a  ed  e,  si  avrà  dairequazione  a 
dìflerenziali  parziali 

1  —  e*       ,         cos.t?  H-  e(2  -f-  «  cos.t?) 

dr  =  •= do  —  -      . .  ade , 

1  H-  e  cos.t?  (1  H-  e  cos.v) 

e  dalle  osservazioni  di  confronto  potranno  dedarsi  per  elimi- 
nazione le  da  9  de  ossia  conoscere  come  cangiano  da  luogo  a 
luogo,  e  ne*singoli  anni  a  ed  e. 

Questa  maniera  di  ricercare  e  rappresentare  le  leggi  de 'fe- 
nomeni atmosferici  per  coordinate  polari  di  quantità  medie  in 
una  curva  continua  e  perturbata  mi  sembra  più  opportuna  del- 
la comunemente  praticata  di  rappresentar  soltanto  a  coordinate 
rettangole  le  quantità  immediatamente  osservate,  massime^  mi- 
nime e  medie^  risultandone,  descrìtte  per  punti,  lìnee  di  qua- 
Junque  foggia,  distese,  indeterminate ,  con  enormi  irregolarità 
di  depressioni  e  innalzamenti,  atte  quindi  piuttosto  a  spiegar 
in  un  quadro  i  grandi  e  straordinarj  fenomeni  di  quello  che 
i  successivi  e  continui.  Si  usan  pure  le  rappresentazioni  grafi- 
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che  a  coordinate  polari  per  vederne  le  curve  rinchiuse  de*fc« 
Domeni  periodici,  e  che,  nel  caso  delie  temperature  annue,  ap- 
pajon  sempre  e  prossimamente  elittiche;  ma  queste,  come  an- 
che le  curve  di  projezione  denominate  d  plans  cotès  (Appendi- 
ce di  M/  Lalanne  al  Corso  completo  dei  quadri  meteorologici 
di  Kaemlz),  descrivonsi  ognora  per  punti  sopra  le  osservazioni 
singole  o  vere,  e  non  sopra  le  medie  e  continuamente;  perloc- 
chè  si  confondono  in  esse  le  leggi  dei  grandi  e  medj  fenome- 
ni con  quelle  delle  loro  piccole  perturbazioni.  Questi  e  simili 
inconvenienti  scompajooo  se  si  riescirà  a  ben  conoscere,  e  col- 
legare coi  tempi  delle  osservazioni  le  medie  delle  quantità  si 
massime  e  minime  che  medie  singole  o  immediate  dei  feno- 
meni meteorologici ,  e  rappresentarle  .con  legge  continua  per 
mezzo  di  coordinate  polari;  siccome  ho  accennato  potersi  fare 
per  le  annue  temperature  assolute  o  comparative,  cioè  di  uno 
o  più  luoghi,  e  per  una  o  più  epoche. 

La  formola  generale  della  temperatura  I  per  un  qualunque 
istante,  e  per  un  luogo  terrestre  pur  qualunque  richiederebbe 
di  esprimere  I  esplicitamente  in  funzione  del  giorno  ^  dell'an- 
no, dell'ora  h  del  giorno  ,  della  latitudine  geografica  { ,  e  di 
una  quantità  (p,  funzione  determinata  di  località  per  elevazio- 
ne, esposizione  e  accidenti  particolari  del  suolo  o  clima  di  os- 
servazione. Convengo  pienamente  col  eh.  P.  A.  Secchi  (Memo- 
rie dell'Osservatorio  del  Collegio  Romano  :  anno  1850;  pag.  67) 
che  una  tal  formola  a  priori  o  teoreticamente  riesce  impossi- 
bile a  stabilirsi,  attesa  la  complicazion  e  variabilità  somma  de- 
gli elementi  che  debbon  comporta.  Tuttavia  non  vedrei  la  co- 
sa, del  pari  almeno,  impossibile  a  posteriori  o  praticamente,  so- 
prattutto a  riguardo  dei  valori  medj  poc'anzi  considerati.  As- 
segnata infatti  la  formola  per  un  dato  luogo  e  ad  un'ora  co- 
stante del  giorno,  e  vai  a  dire  per  la  sola  variabile  y,  sarebbe 
in  prima  da  combinarla  coH'altra  pur  nota  ed  empirica  simil- 
mente, che  esprime  la  legge  della  temperatura  diurna  nel  da- 
to luogo,  e  per  la  sola  variabile  A.  In  aeguito  il  confronto  della 
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forinola  coDibinata  a  due  variabili  ^  ed  A  per  molli  laoghi  di- 
versi opporlunaroente  scelti,  e  ciascuno  di  note  l  e  ^  potrebbe 
somministrar  mezzo  di  assegnar  la  forma  dei  termini  relativi  a 
queste  due  ultime  quantità,  considerate  variabili,  nella  generale 
espressione  di  i.  Il  lavoro  è  di  certo  arduo  e  lungo;  ma  non 
perciò  il  bramato  riuscimento  ne  sembra  disperato  e  impossibile. 

Intanto  non  e  da  ommctterc  di  notare  per  ciascun  anno  e 
luogo  di  osservazione  le  principali  particotorità  dei  massimi  , 
minimi  e  medj,  come  in  esempio  le  sovracsposte  delle  tempe- 
rature nel  biennio  1849—1850  ,  le  quali  fornir  possono  im- 
portanti rilievi  e  deduzioni.  È  curioso  infatti  l'avvertire^come 
abbiam  fatto  nel  detto  biennio,  alle  dilTerenze  fra  Tannuo  mas- 
simo assoluto  della  temperatura,  e  il  massimo  dei  medj  men* 
sili,  e  similmente  fra  i  minimi  delle  stesse  denominazioni;  ed  é 
pur  cosa  rimarchevole  che  in  tali  due  anni  sìa  risultata  di 
egual  valore  la  differenza  dell'annua  media  temperatura  dalla 
massima  alla  minima  diurna  osservata.  Parrebbe  da  quest'ultimo 
risultamento  che  essa  sia  costante  ,  e  possa  enunciarsene  che 
Tindicata  differenza  in  Modena  ò  circa  di  ì°fi  dell'ottantigrado; 
ma  in  altri  luoghi  essa  potrebbe  aver  un  valore  diverso  e  nul- 
lameno  costante. 

In  una  mia  Memoria,  stampata,  e  che  uscirà  nei  T.  XXV 
parte  2  degli  Atti  della  Società  italiana  delle  scienze,  ho  recato 
il  confronto  del  medio  annuo  della  pioggia  nei  ventun'  anni 
dal  1830  al  1850  pei  tre  luoghi,  Roma,  Milano  e  Modena;  e 
ne  ottenni  un  accordo  singolare  fra  Modena  e  Boma^  laddove 
il  risultato  di  Milano  discostossi  notabilmente  da  quello  degli 
altri  due  punti.  Per  una  prima  comparazione  fra  gli  stessi  luo- 
ghi relativamente  all'annua  temperatura  osservata  nel  biennio 
1849 — 1850,  io  raccolgo  dalla  tavola  meteorologica  inserita  in 
ciascun  fascicolo  del  Giornale  dell'I.  R.  Istituto  lombardo  di 
scienze^  lettere,  ed  arti  le  temperature  mensili,  massime ,  mi- 
nime, e  medie,  ivi  riportate;  e  poscia  prendendo  l'annua  me- 
dia di  ciascuna  specie  mensile,  ritroro  cosi  per  Milano 
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1849  1850 

Annua  inedia  assoluta  .    .    .     .  +  10%1173  R  -f-    9^3915 
media  delle  massime  .     .  ^  IS,  601     .     +  16,  982 
media  delle  minime    .    .  +    3, 046    .    +    2, 363 

I  ■  ■■■!  ■  III  .p.  I  ..  I 

Semi-somma   delle  medio-massime 

e  minime -+-10,  8235  .    -f-    9,  6725 

Diffcren.''  collannua  med.  assolai...—     0, 7062  .     —     0^  2810 

Dalle  sopracilate  Memprje  dell'  Osseryatorio  dei  Collegio  Ro- 
mano tolgo  similmente  le  temperature  mensili^  massime  e  mi- 
nime (tav.  XIV  e  XV,  pag  99  e  100),  e  Tannua  media  (pag. 
54);  ed  ho  cosi  per  Roma 

1849  1850 


m^dia  dclje  ma$s|me .     .     .  .  +  20,  14  R  H-  19,  33 

media  delle  mìnime  .     .     .  .  m-«    3,  44  .  . -f-    3, 69 

Semi-somma •  -f-  11,  79  .  .  -f-  11,  51 

Annua  media  assoluta    .     .  .  -+-  12,  56  .  .  •+-  11»  93 


Differenza    .     .     .     .    -H    0,  77     .  .  -h    0,  42 

Siccome  queste  massimo,  minime  e  medie,  tanto  per  Milano  che 
per  Roma,  si  raccolsero  dal  complesso  delle  osservazioni  termo- 
metriche alle  ore  stabilite  di  ciascun  giorno,  così  anche  per  Mo- 
dena prenderemo   le  medie  differenze  trovate  a  ciascun  ora  di 
psservazipne,  ed  avremo  in  tal  modo 
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DIFFERENZE 

fra  h  temperature  annue  medio-assolute,  e  le  rispettive 
semisomme  delle  medio-massime  e  minime 

ociranno  1849  ocll  anno  1850 

a  Roma     .  .  -h  (r,77  R  .  .  .     -+-  0^42 

a  Modena .  .  +  0,  03  .  .  .  .     +  0,  24 

a  Milano  .  .  —  0^  71  .  .  .  .     —  0,  28 

Anche  qui  dunque  Roma  e  Modena  discretamente  concor- 
dano, e  Milano  risulta,  a  quantità  pressocché  uguale,  in  oppo- 
sizione di  segno  con  Roma;  se  non  vogliasi  dire  che  tali  differ 
rcnze,  per  quantità  e  segno  succedonsi  prossimamente  in  ordi- 
ne colle  latitudini.  Ma  per  conehiudere  fondatamente  sa  tal 
punto,  come  su  molti  altri,  occorrerà  di  estendere  i  confronti 
ad  un  numero  sufficiente  di  anni  e  di  risultati. 

Non  amo  6nire  questa  Nota  senza  una  parola  d'  onore  alla 
memoria  di  due  luminari  della  scienza  meteorologica  italiana  ,, 
la  cui  recente  perdila  è  fra  noi  lamentata.  Uno  di  essi  è  quel 
Girolamo  Vencrio  di  Udine,  cultore  splendido  passionato  e  di- 
ligenlissimo  della  meteorologia,  cui  consacrò  viven  te  larghi  di- 
spendj  e  lunghe  fatiche  nella  privata  sua  specola,  e  morendo  il 
4  marzo  1844  legava  una  parte  del  suo  ricco  patrimonio,  di-r 
sposta  l'altra  ad  una  pia  fondazione  di  patria  carità.  La  pre- 
ziosa e  ben  ordinata  serie  delle  sue  osservazioni,  per  quarant* 
anni  non  interrotte  dal  1803  al  1842,  é  uscita  postuma  in  la-: 
ce  non  ha  guari ,  con  lusso  di  edizione  e  legatura  ,  mandata 
in  dono  ai  pubblici  Osservatorj,  e  può  essere  assai  utilmente 
consultala.  A  tanta  generosità  e  modestia  del  donatore  deyesi 
almeno  un  attestato  di  pubblica  lode  e  riconoscienza.  L'  altro 
luminare,  spentosi  da  pochi  giorni,  è  il  Canonico  Angelo  Bella- 
ni,  nome  illustro  per  molte  opere  pubblicate^  erudite^  scienti- 
fiche, e  di  pratica  utilità,  non  che  per  invenzion  ingegnosa,  e 
squisita  lavorazione  di  stromenli    meteorologici.    Se  alcun   tri- 
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buio  pagò  egli  pure  air  amai^a  fralezza  per  ìmmoderaDza  e 
animosità  di  critica  letteraria  >  non  mosse  in  lui  da  vanità  o 
malevolenza  y  bensì  da  naturai  carattere  un  poco  acre  e  pun- 
gente,  di  che  sia  p^ce  alle  sqe  ceneri.  Ed  egli  pure,  iq  su  X 
esempio  del  celebre  Oriani  e  del  Yenerio,  coronò  una  virtuosa 
vita  con  un  atto  magnanimo  di  beneficenza,  legando  l'intiera 
SUSI  ^stanza  di  mezzo  milione  di  lire  a  vantaggio  di  un  Orfii* 
notrofio  in  Monza  sua  patria. 

Modena,  30  settembre  1852. 


SC3LLE  LINEE  TAUTOCRONE. 

QSSBRYAlìOm 

indirizzate  al  Compilatore 

DAL.  SIG.  €&•  BERTBAIVD 

Maestro  di  conferenze   alla  scuola  normale  superiora 

di  Parigi. 

Signore. 

Mi  permetta  d' indirizzarle  alcpne  osservazioni  relative  ad 
un^articolo  sulle  linee  tautocrone  pubblicato  dal  Sig.  Brioschi 
nel  fascicolo  dello  scorso  agosto  1852  dei  suoi  Annali.  L*au* 
tore  ricorda  una  notizia  da  me  inserita  poco  tempo  fa  nel 
giornale  del  Sig^  Liouville,  e  nella  quale  dimostro  che  suppo- 
nendo la  forza  composta  di  due  termini,  uno  dei  quali  sia  fun- 
zione della  velocità,  e  l'altro  dello  spazio  percorso,  la  formola 
di  Lagrange  non  può  dare  la  soluzione^  che  nei  casi  già  trat- 
tati dal  Fontainej  questa  osservazione^  disse  egli  ,  venne  fatta 
dal  d'Alembert,  e  non  era  ignota  al  Lagrange.  La  prima  parte 
di  tale  asserzione  è  esatta,  ma  per  ciò  che  tocca  il  Lagrange 
mi  pare  evidente,  rileggendo  la  Memoria  da  lui  pubblicata  nel 
1770,  che.  questa  osservazione  del  d'Alembert  non  gli  fosse  no- 
ta, il  passo  riprodotto  nell'articolo  del  Sig.  Briosehi  non  si  ri- 
ferisce in  nassun  modo  alla  maggior,  o  alla    minor  generalità 
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della  forinola  del  Lagrange.  Desso  ha  per  niiico  scopo  la  cri- 
tica del  metodo  di  Fontaine. 

Il  Signpr  Brioschi  dà  poi  una  dimostrazione  nuova  del  for- 
mola  dal  Lagrange ,  questa  dimostrazione  è  semplice  ,  e  rigo* 
rosa  ,  ma  non  prova  affatto  ,  che  questa  formola  somministri 
tutte  le  soluzioni  dei  problema^  e  fautore  avrà  forse  avuto  il 
torto  di  non  avvertirlo  esplicitamente.  Dopo  aver  ottenuto  IV 
quazione  pag.  365 

ice  A*^o  «/  i$ 

Il  Signor  Brioschi  aggiunge  ipfatti  «  e  per  le  linee  tautocrone 

dovendo    essere   -7-  qualunque  sia  a,  si  avrà 

d« 

[.^"(z:zk  -f-  ^'{z) É>  —  [^  ip\z)  zk'^  ^  i  1  (^'»  =  0  n. 
Questa  conclusione  non  è  rigorosa;  un'integrale  della  forma 


ds 


sy 


può  esser  nullo  qualunque  sia  ol  senza  che  la  funzione  9  sia  eguar 
le  a  zero.  Si  può  dunque  ben  credere  che  esistano  soluzioni 
non  comprese  nella  formola  del  Lagrange  ,  e  che  questo  illu- 
stre geometra  abbia  ecceduto,  quaqdo  la  presentò  per  la  so- 
luzione la  più  generale  del  problema.  Ecco  precisamente  ciò 
che  mi  era  proposto  di  dimostrare  nella  nota  citata  dal  Signor 
Brioschi. 

Accolga  Sig.  Compilatore  i  sensi   di   rispettosa  osscrvanzn 
con  cui  mi  dico 

Suo  Devnio 
/.  Bertrando 
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IVOTIZIE  BIBLIOCiBAVICHE 

Atti  dell*ÌDStituto  Filosofico  e  del  Ginnasio  annessi  al  CoI< 
Icgio-Con vitto  di  Monza  diretto  dai  Sacerdoti  Barnabiti,  pubbli- 
cati alla  fine  dell'anno  scolastico  1852.  Milano.  Dalla  Tipogra- 
fia Boniardi-Pogliani  di  Ermenegildo  Besozzi  1852.  Opuscolo 
in  4.^  di  pag.  20  con  una  Tavola  litografica. 

L'oggetto  trattato  in  questo  opuscolo  è  il  seguente  come 
si  legge  a  pag.  3.  «  Ricerche  intorno  ad  un  istromento  per 
vedere  gli  oggetti  lontani  in  tempo  di  notte  di  Giovanni  Ca- 
valieri Barnabita  professore  di  Fisica.  » 

Estratto 

Le  applicazioni  della  luce  sviluppata  dagli  olii  di  gas,  e  dal- 
la elettricità  per  l'illuminazione  in  generale  non  sono  un  sog- 
getto nuovo.  Nuovo  perd  é  il  progetto  dell'Autore  di  costruirà 
un  istromento  che  munito  di  apposito  cannocchiale ,  e  di  un 
apparato  di  illuminazione  renda  possibile  il  vedere  in  tempo  di 
notte  gli  oggetti  posti  a  notevoli  distanze;  le  applicazioni  di 
questo  stromcnto  possono  essere  diverse  ed  utili  specialmente 
nei  porti  di  mare.  In  alcune  circostanze  può  esser  di  grave 
momento  il  poter  scorgere  gli  oggetti  posti  a  tre  o  quattro 
migKa  di  distanza,  sia  per  esempio  in  occasione  di  dover  soc- 
correre una  nave  pericolante;  in  una  città  marittima  in  tempo 
di  guerra  può  servire  a  riconoscere  le  flotte,  o  i  vascelli  che 
col  favore  della  notte  le  tentassero  danni,  come  pure  può  ser- 
vire sulle  strade  ferrate  ,  o  a  chi  naviga  in  luoghi  sospetti. 
Frcsnel  coi  suoi  celebri  fari  composti  di  lenti  a  scaglioni  ai 
era  proposto  un  fine  diverso  dal  presente,  e  i  mezzi  che  pre- 
scelse furono  in  conseguenza  diversi.  Egli  volle  solaniente  ren- 
der la  luce  visibile  ai  naviganti,  e  qui  si  deve  fare  che  la  luce 
arrivi  sul  punto  voluto  tanto  concentrata  da  poterne  esser  dif- 
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fii«a  in  tanta  copia  da  rendere  gii  oggetti  ìllaminati  visibili 
essi  medesimi;  onde  si  vede  che  le  difliìcollà  sono  molto  mag- 
giori nel  caso  attuale.  L*appar.eccbio  consiste  semplicemente  nel 
collocare  nel  foco  di  una  grap  lente  una  sorgente  di  luce  as- 
sai viva,  che  andando  ad  investire  V  oggetto ,  questo  rendes} 
visibile  in  un  cannocchiale.  Per  procedere  con  ordine  le  prime 
ricerche  deirAutore  rignardanp  la  sorgente  illuminante. 

È  noto  che  le  fiamme  ordinarie  sono  più  o  iqcnp  traspa- 
renti^ onde  la  luce  loro  può  aumentarsi  cpllocandole  una  die- 
tro l'altra,  e  Taumento  secondo  TAutore  può  riuscire  sensibile 
disponendo  cpsiì  fino  a  60  candele.  Ma  tal  mezzo  non  potrebbe 
adoprarsi  pel  grande  spazio  che  esse  occuperebbero  ;  quindi 
meglio  potrebbe  riuscire  la  cosa  riunendo  un  certo  numero  di 
lucerne  ad  Argand,  cinque  delle  quali  ciascuna  a  tre  lucignoli 
potrebbe,  quantunque  in  stenlQ,  capire  nello  spazio,  che  può  oc- 
cupare il  foco  di  una  gran  lente;  nel  qual  caso  avrebbesi  una  luce 
sette  volte  e  mezzo  più  intensa  di  quella  di  Fresnel  nei  suoi  fari, 
ad  onta  di  tutto  questo ,  esperienze  dirette  hanno  dimostrata 
all'Autore  che  un  tal  concentramento  di  luce  non  é  ancora  suf- 
ficiente allo  scopo,  fuorché  per  brevi  distanze  di  circa  2000,  o 
3000  metri.  La  luce  della  calce  incandescente  è  molto  più  viva 
ancora,  ma  anche  a  questa  egli  preferisce  Pelettrica^  un  getto 
della  quale  fatto  cop  40  elementi  di  pila  alla  Bunsen  equivale 
almeno  secondo  l'autore  a  1200  candele  steariche  mediocri.  Po- 
nendo due  di  tali  luci  elettriche  assai  vicine,  e  raddoppiandone 
r  eCFetto  con  specchi  tal  luce  potrebbe  valutarsi  eguale  ^ 
4800  candele. 

Posta  una  sorgente  di  luce  così  energica,  la  difficoltà  con- 
siste a  raccoglierla  tutta,  e  dirigerla  all'oggetto.  Una  gran  len- 
te a  scaglioni  può  far  ciò  più  vantaggiosamente  d'  ogni  altro 
mezzo,  perchè  essendo  il  suo  foco  assai  corto  ,  il  cono  A  pivi 
divergente,  e  abbraccia  porzione  maggiore  della  superficie  sfe- 
rica, in  cui  si  fliflbnde  la  luce.  Uno  specchietto  emisferico  con- 
centrico alla  luce  raccoglierebbe  quella  dcirintero  emisfero  ap- 
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pòs(Q  alla  Icn(e,  e  riunendola  di  nuovo  al  centro  la  rinvicreb- 
be  attraverso  dì  essa  sùiroggetto.  Ma  molta  luce  resta  tutta- 
via perduta,  ìt  conccn tramento  della  qua(e  costerebbe  assai, 
quando  volesse  farsi  c<yn  lenti  in  qualùnque  modo  combinate, 
ma  ciò  si  potrà  fare  con  prismi  a  riflessione  totale  ,  come  si 
pratica  già  nei  fari.  L*Autore  dopo  investigate  le  dimensioni  per 
la  lente  conclude,  che  la  più 'opportuna  per  nn  sistema  di  cin« 
qne  Argand  sarebbe  quella  di  un  metro  di  apertura  ,  e  sette 
metri  di  lunghezza  focale  ,  e  ciò  per  lo  9pazio'  noeessario  ai 
lucignoli,  e  Tapparato  riuscirebbe  utile  ad  un  miglio  circa.  Ma 
adoprando  la  luce  elettrica  può  farsi  uso  (ielle  lenti  a  scaglioni 
di  corto  foco,  e  presa  per  unità  di  luce  quella  delKi  luna  pie* 
na  in  una  bella  $eraf(a,  po^ta  la  larghezza  delta  lente  di  figu- 
ra quadrata  0'"'''',  76  ,  e  la  sua  lunghezza  focale  di  l.'"  egli 
trova  che  la  intensità  della  luce  prodotta  può  ottc^nersi  ad  una 
distanza  di  metri  7446.  In  questo  calcolo  ni^n  si  è  tenuto  conto 
dcir  assorbimento  ed  aberrazioni;  lo  spazio  iMuminato  sarebbe 
alla  distanza  di  un  miglio  =18/'  5  e  di  74,08  a  quelle  di  4 
miglia; 

6K  oggetti  così  iifu minati  saranno  trsibili  comodamente  in 
un  cannocchiale^  che  per  evitare  la  perdita  di  luce  nelle  ocu- 
lari dovrà  essere  Gallicano  con  un  ingrandimento  di  rirca  30 
volte^  ed  apertura  di  14  a  21  centimetri.  La  spesa  occorrente 
per  tutto  questo  valutasi  dall'Autore  a  7740  lire  austriache, 
spesa  certamente  non  considerevole  per  uno  stato  o  una  città 
se  si  riguardi  soprattutto  ade  circostanze  in  cui  un  tale  appa- 
recchio sarebbe  utile,  le  quali  si  sono  accennate  da  principio, 
•  nelle  quali  ogni  spesa  stimasi  poca. 

B.  T. 


'(  552  ) 

^^^■^— ^— ■i^'^*'^— ^■^^^— ^^■^^— *^^*^^™^—^—^'^—         ■■■—  —  —  —■—■■  MI      ■■■■       l^lW^i^— ^»^»^^1^— ^i— ^— >^M^B^„— ^^^ 

■  ■  ■       .  ■  ■  ■  I   ■  ■  ^        ■  ■  pi.  ■    ■       ■    W  •  ■  ■  ■  III  ■ 

SPOGLIO  DEI  GIORNI  DI  PERTURBAZIONI  MAGNETICHE 
E  DI  AURORE  BOREALI  DAL  1840  A  TUTTO  IL  1845. 

OSSER  V  AZIONI 
HEL  Sl«.  W.  PKifOLfiSI 

Giorni  di  Pertarbazioni  Magnetiche 

isolale  dall'Aurore  Boreali     .....     ...    N."  754 

»  di  A.  B.  precedute  da  giorni 

di  P.  M 26 

»  di  A.  B.  seguitate    da  giorni 

di  P.  M.     .  , 20>  69 »      69 

»  di  A.  B.  precedute,  e  segui- 
tate da  giorni  di  P.  M.  23 1  823 

»  di   A.   B.    con    perturbazioni 

Magnetiche 254.      .     .     «     .     »     254 

»  di  A.  B.  isolate  dulie  P.  M.  •  .     43. 

Totale  dei  giorni  dì  A.  B.        N.°     366.  T.dci  g.di  P.M.»  1077 

Le  Perturbazioni  magnetiche  non  sono  la  cagione  cllìcicntc 
dcirapparizione  dell'  Aurora  Boreale ,  poiché  abbiamo  soltanto 
254  giorni  di  perturbazioni  accompagnate  dalTAurora,  a  fronte 
di  823  giorni  di  perturbazioni  senza  V  Aurora.  Possiamo  per 
altro  dire  che  tanto  le  pertarbazioni  quanto  le  aurore  souo  ef- 
fetti della  medesima  causa  ,  giacché  in  366  giorni  di  Aurora 
Boreale  254  accaddero  assieme  colle  perturbazioni  magneticbo^ 
69  furono  a  contatto  con  giorni  di  perturbazioni^  e  sono  sol- 
tanto 43  i  giorni  di  Aurore.effettivamente  isolate  dalle  pertur- 
bazioni. Se  si  riconosca  nel  magnetismo  terrestre  la  cagione 
dell'uno  e  dell'altro  fenomeno,  come  ci  spiegheremo  facilmente 
la  concomitanza  delle  Aurore  Boreali  colle  perturbazioni  mi- 
gnetiche,  cosi  ci  sarà  malagevole  il  decifrare  che  tanti  giorni 
di  perturbazioni  magnetiche,  anche  forti  e  generali^  abbiano  luo- 
go senza  l'apparizione  del  fenomeno  Aurorale. 

Pisa  li  12  dicembre  1852. 
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